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Aos  dem  Vorworte  zar  ersten  Anflage. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Werkes  suchte  icb  stets  dessen  ein- 
gedenk  zu  sein,  daB  es  denen  dienen  soil,  die  soeben  zum  ersten 
Male  einen  guten  Kursus  in  der  Differential-  und  Integralrecbnung 
durcbgemacbt  haben.  Desbalb  babe  icb  fast  alle  iiberbaupt  be- 
sprocbenen  Probleme  in  groBter  Ausfiibrlicbkeit  bis  zu  ibrem  Ab- 
scblusse  bebandelt,  was  vielleicbt  gewandten  Lesern  lastig  sein  wird. 
Aus  gleicbem  Grande  sind  die  Ergebnisse  in  besonders  bervor- 
tretenden  Satzen  fonnuliert,  sebr  zablreicbe  Riickverweisungen  an- 
gebracbt,  ferner  viele  Beispiele  in  kleinerem  Drucke  eingescbaltet 
und  viele  Figuren  beigegeben  worden.  AuBerdem  ist  zum  Scblusse 
eine  Keihe  Ton  Formeitafeln  und  ein  ausfiibrlicbes  alpbabetiscbes 
Sacbregister  angebangt  worden.  Durcb  die  Formeitafeln  wie  auch 
durdh  die  Art  der  Bebandlung  der  Probleme,  wobei  Kunstgriffe 
moglicbst  vermieden  wurden,  aucbte  icb  zu  erreichen,  daB  der  Leser 
bald  eine  gewisse  Fabigkeit  zu  selbst&ndigen  Forschungen  in  abn- 
licben  Problemen  erlange;  und  icb  mocbte  sogleicb  anfiigen,  daB  es 
bei  einem  elementaren  Lebrbucbe  meiner  Ansicbt  nach  nicht  sowobl 
auf  eine  moglicbst  groBe  Bereicberung  des  Studierenden  mit  neuen 
Satzen  als  vielmehr  auf  eine  moglichst  weitgebende  Unterweisung 
des  Studierenden  zu  eigener  Arbeit  ankommt. 

Einige  Punkte,  auf  die  icb  besonderes  Gewicbt  lege,  seien  er- 
wahnt: 

Zunacbst  die  gesonderte  und  ziemlicb  ausftibrlicbe  Bebandlung 
der  ebenen  Kurven  vorweg,  was  vielleicbt  die  Tbeoretiker  tadeln 
werden.  Dabei  babe  icb^  scbon  hier  die  krummlinigen  Koordinaten, 
die  dem  Anfanger  erfabrungsgemaB  in  der  Fl'achentheorie  die  meisten 
Schwierigkeiten  bereiten,  wenigstens  fiir  die  Ebene  einfubren  konnen, 
Ferner  erwabne  icb  die  grundsatzliche  Mitberlicksichtigung  des 
Imaginaren  von  vornberein.  Wenn  man  spaterhin  —  was  kaum 
zu  vermeiden  ist  —  Anwendungen  auf  imaginarem  Gebiete  machen 
will,  ist  zu  for<Jern,  daB  aucb  yorher  die  Beweise  auf  das  imaginary 
Oebiet  ersitreckt  worden.  sind,  was  baufig  nicbt  tyeacbtet  wird. 

Weiterhin  v^rsuchte  ich  die  Tbeorie  der  Berubrung  hdherer 
Ordnung  analytisch  m5glichst  exakt  darzustellen,  was  in  unseren 
deutsclxen  Lebrbiicbern  meist  unterlassen  wird.^ 

Pie  Versucsbuhg,  geometrisebe  Beweise  izju  bringea,,  war 
der  Zw^ck  des  Bucnes7  Anwendungen  $ 


vi  Aus  dem  Vorworte  zur  zweiten  Auflage. 

zu  geben,  ware  durch  solche  Beweisfiihrungen  nicht  gefordert  worden. 
Deshalb  fugte  ich  rein  geometrische  Betrachtungen  nur  da  hinzu, 
wo  sie  zur  Erleichterung  des  Terstehens  der  analytischen  Folge- 
rungen  Nutzen  zu  haben  schienen  oder  besonders  interessant  waren. 

Die  Figuren  habe  ich,  soweit  Raumliches  darzustellen  war,  stets 
in  axonometrischer  Orthogonalprojektion  entworfen. 

In  bezug  auf  die  in  den  Anmerkungen  gegebenen  geschicht- 
liclien  Hinweise  mufi  ich  um  Nachsicht  bitten.  Ich  habe  miclx  zum 
Teil  auf  anerkannte  Forscher  im  Gebiete  der  G-escliichte  der 
Mathematik  gestiitzt,  so  auf  MORITZ  CANTOR  und  STACKEL;  ferner 
benutzte  ich  literarisehe  Bemerkungen  von  CHASLES,  DAEBOTTX, 
LOEIA,  DE  SAINT- VENANT,  SALMON-FXEDLER,  SCHELL,  STAHL-KOMME- 
EELL  u.  a.  Wenn  nun  die  Anmerkungen  bier  und  da  doch  nicht 
die  wirklichen  Quellen  nennen  sollten  und  wenn  an  manchen  Stellen 
die  Zitate  uberhaupt  fehlen,  steht  diesen  Mangeln  doch  der  erheb- 
liche  Gewinn  gegentiber,  daB  der  Anfanger  —  der  gerade  am  meisten 
dessen  bedarf  —  wenigstens  einiges  aus  der  Geschichte  seiner  Wissen- 
schaffc  eriahrt. 

Darmstadt,  im  Oktober  1900. 


Aus  dem  Vorworte  zur  zweiten  Auflage. 

Eine  grfindliche  neue  Bearbeitung  hat  sich  dieses  Buch  ge- 
fallen  lassen  mussen?  sind  es  doch  schon  neun  Jahre  her,  seitdem 
es  zuerst  erschien.  Aber  der  Gang  der  Entwicklungen  und  die 
gesamte  Haltung  1st  wie  frtiher  geblieben;  daran  konnte  die  als 
zweckra&Big  erkannte  Umstellung  einzelner  Paragraphen  sowie  die 
Einfugung  einiger  neuer  Betrachtungen  nichts  Wesentliches  iindern. 

GroBere  neue  Einschaltungen  sind  zunachst  §  13  und  §  19  des 
ersten  Abschnittes.  In  §  13  werden  Untersuchungen  im  Sixme  von 
CESXEOS  naturlicher  G£ometrie  angestellt,  und  §  19  hringt  als  niitz- 
liche  Vorbereitung  zu  den  drei  Fundamentalgleichungen  der  Flach- 
theorie  im  zweiten  Bande  den  Begriff  und  die  Auswertung  r 
einzigen  Fundamentalgleichung,  die  in  der  Ebene  bei 


Koordinaten  besteht.  Da  die  ehenen  Kurrennetze  ohne 
inzwischen  auch  anderwarts  Eingang  in  ein  Lehrhuch 
haben,  trug  ich  Mn  Bedenken^  einen  kurzen  AbriB  ihrer  Theorie 
zu  geben  (in  §  23  des  ersten  Abschnittes),  zumal  in  der  Flkchen- 
theorie  auf  sie  zuruckge^aiigeii  werden  rnrnB,  N0u  1st  auch  d^r  §  I 


Aus  dem  Vorworte  %ur  xweiten  Auflage.  vn 

des  zweiten  Abschnittes  iiber  die  ebenen  Kurven,  aufgefaBt  als 
Kurven  des  Raumes.  Neu  1st  ferner  eine  groBe  Anzahi  yon  Bei- 
spielen  nnd  Ausfiihrungen  in  kleinerem  Drucke,  und  aufierdem 
wurden  die  Kurvenpaare  mit  denselben  Hauptnormalen  in  §  10  des 
dritten  Abschnittes  eingehender  behandelt,  als  es  frfther  geschah. 
Gekiirzt  wurden  dagegen  die  Betrachtungen  iiber  gewohnliche 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Die  Unterschiede  zwischeri  dem  alten  und  neuen  Texte  haben 
im  iibrigen  ihre  Quelle  in  dem  Streben  nach  Verbesserang.  Mit 
groBem  Danke  habe  ich  dabei  die  Ratschlage  und  Hinweise  vieler 
freiwilliger  Mitarbeiter  verwertet.  Erhebliche  Ausstellungen  hat 
Herr  STUDY  gemacht,  der  sich  in  den  beiden  auf  S.  76  genannten  Ab- 
handlungen  vielfach  mit  diesem  Buche  beschaftigt.  Zunachst  namlict 
muB  die  Zweiwertigkeit  derjenigen  Grofien,  die  ich  nacli  dem  Vor- 
gange  von  LIE  als  Differentialinvarianten  benutzte,  gehorig  beachtet 
werden;  zweitens  waren  die  nicht  geradlinigen  imaginaren  Kurvea 
in  den  Minimalebenen  tibersehen  worden;  und  drittens  batten  auch 
die  Geraden  als  Ausnabmegebilde  bebandelt  werden  miissen,  da 
ihnen  kein  begleitendes  Dreikant  zukommt.  Die  neue  Auflage 
wird  jetzt  weniger  AulaB  zu  Beanstandungen  geben,  da  icb  selbst- 
verstandlicb  die  Kritik  verwertet  babe.  Hoffentlicb  in  hinreichendem 
Umfange;  das  stete  Mitschleppen  yon  zum  Teil  triyialen  Ausnabme- 
fallen  wiirde  namlicb  das  Lesen  mancbmal  geradezu  ungenieBbar 
macben.  Man  muB  da  gewisse  Grenzen  einhalten. 

Eine  Scbwierigkeit  sei  bei  dieser  Gelegenbeit  erwahnt:  Fiir^die 
nicbt  geradlinigen  Knrven  in  Minimalebenen  war  ein  Name  notig. 
Als  Notbebelf  dient  die  Bezeichnung  als  Minimalkurven  zweiter 
Ordnung,  die,  falls  sie  nicbt  zusagt,  leicht  wieder  fallen  gelassen 
werden  kann.  Die  Einfiihrung  eines  Namens  steht  ja  mir  nicht 
zu,  und  Benennungen  nach  Autoren  mochte  ich  wie  in  der  ersten 
Auflage  grundsatzlich  yermeiden,  soweit  es  irgend  moglich  ist. 

Das  Figurenmaterial  ist  stark  vermehrt  worden*  Auch  alle 
neuen  Abbildungen  habe  ich,  soweit  sie  Kaumliches  und  Metrisches 
betreffen,  m  setokrechter  Projektion,  aber  —  der  groBeren  Anschau- 
lichkeit  halber  —  bei  schiefer  Stellung  des  Achsenkreuzes  gegen- 
tiber  der  Zeichenebene  entworfen. 

SchlieBlich  sei  noch  ausdriicklich  erw§.hnt,  daB  die  klein  ge- 
druckten  Partien  des  Werkes  in  der  Reg&l  durchaus  nicht  tlber- 
schlagbar  sind;  yielmehr  soil  durch  sie  nur  eine  bessere  Gliederung 
des  Stoffes  bewirkt  werden. 

Berlin-Steglitz,  im  Marz  1910. 


vui  Vorwort  zur  dritten  Auflage. 


Vorwort  zur  dritten  Auflage. 

Vor  zwei  Jahren  war  von  diesem  Bande  ein  anastatischer  Neu- 
druck  in  kleiner  Anzahl  hergestellt  worden,  well  das  Buch  ver- 
griffen  war.  Die  Polge  dieses  Umstandes  ist,  da6  erst  jetzt  die 
neue,  dritte  Auflage  des  ersten  Bandes  herauskommt,  nachdem  die 
des  zweiten  Bandes  schon  erschienen  ist.  Diese  Umkehrung  der  natiir- 
lichen  Reihenfolge  ist  jedoch  ohne  EinfluB  auf  beide  Teile  des 
Werkes:  sie  gehoren  in  der  dritten  Auflage  zusammen. 

Die  Ungnnst  der  Zeiten  zwang  auch  diesmal  dazu,  nur;  die  un- 
bedingt  notwendigen  Verbesserungen  vorzunehmen  und  nur  gering- 
ftigig^  Neuernngen  zu  machen,  weil  der  Text  der  wohlfeileren  Her- 
stellung  der  neuen  Auflage  halber  moglichst  zu  schonen  war.  Aber 
alle  mir  bekannt  gewordenen  Druckfehler  und  Versehen  sind  aus- 
gebessert  worden.  Wo  es  der  Platz  erlaubte,  wurden  kleinere 
Zusatze  gemacht. 

Eine  Einzelheit  mu8  bier  noch  zur  Sprache  kommen:  Auf 
S.  296  fand  sich  in  der  zweiten  Auflage  ein  Rechenfehler,  auf  den 
mieh  Herr  LOEIA  auj&nerksam  machte,  Ich  nahm  bei  der  Her- 
s.tellung  der  dritten  Auflage  des  zweiten  Bandes  die  Gelegenheit  wahr, 
dort  im  Anhange  auf  S.  582  darauf  hinzuweisen.  Leider  beging 
ich  dabei  einen  neuen  Irrtum.  Jetzt  aber  ist  die  Stelle  im  ror- 
liegenden  Bande  auf  S.  296  in  Ordnung  gebracbt;  man  m5ge  daher 
die  am  Schlusse  des  zweiten  Bandes  angehangte  Bemerkung  als 
fiicht  vorhanden  betrachten. 

Berlin-Dahlem,  im  Februar  1923. 

Gfeorg  Scheffers. 


Inhali 

Erster  Abschnitt. 
Kurven  in  der  Ebene. 

Seite 

§    1.     Analytische  Darstellung  ebener  Kurven 1 

§    2.     Die  Bogenlange  einer  ebenen  Kurve 8 

§    3.     Die  Bewegungen  in  der  Ebene 13 

§    4.     Tangenteri  einer  ebenen  Kurve 18 

§    5.     Beruhrung  zwischen  Kurven  in  der  Ebene 27 

§    6.     Merkmale   fur.  die  Beruhrung  bei  besonderen   Darstellungsformen 

der  Kurven 33 

§    7.     Beruhrung  von  Kurve  und  Kreis 38 

§    8.     Krummung  ebener  Kurven 45 

§    9.     Einhullende  Kurven  in  der  Ebene 53 

§  10.     Evolute  und  Evolventen  .     .     . 60 

§11.     Differentialinvarianten  einer  ebenen  Kurve 74 

§  12.     Die  naturliche  Gleichung  einer  ebenen  Kurve 84 

§  13.1  Begleitende  Kurven 91 

§  14.     Singulare  Stellen  ebener  Kurven 104 

§  15.     Funktionen  des  Ortes  in  der  Ebene 119 

§  16.     Gewobnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  der  Ebene  127 

§  17.     Trajektorien  einer  Kurvenschar  in  der  Ebene 132 

§  18.     Parameterlinien  in  der  Ebene 143 

§  19.     Die  Fundamentalgleichung  der  Ebene  in  krummlinigen  Koordinaten  151 

§  20.     Kurvennetze  in  der  Ebene 158 

§  21.     Flachentreue  Abbildung  der  Ebene .166 

§  22.     Isotbermen  in  der  Ebene 110 

§  23.     Ebene  Kurvennetze  ohne  Umwege 180 

Zweiter  Absclmitt. 
Kurven  im  Raume. 

§  "1.     Einleitung,  insbesondere  Geraden  im  Eaume     .........  189 

§    2.     Die  Bewegungen  im  Raume 194 

§    3.     Analytisehe  Darstellung  von  Raumkurven 203 

§    4.     Beruhrung  zwischen  Kaumkurven     .     .     .     : 214 

§    5.     Das  begleitende  Dreikant  bei  einer  Eaumkurve •  219 

§    6.     Formeln  fur  die  Richtungskosinus  des  Dreikants 227 

§    7.    Die  ebenen  Kurven  als  Raumkurven 239 

§    8.    Die  Krummungskreise  einer  Raumkurve 249 

§    9.    Oskulierende  gemeine  Scaraubenlinien 254 


Dieser  Paragraph  kann  spater  gelesen  warden. 


x  InhalL 

Seite 

§  10.    Schraubung  des  begleitenden  Dreikants .    .  262 

§  11,    DifFerentiaUnvarianten  einer  Kurve  im  Raume 269 

§  12.    Die  naturliehen  Gleichungeu  einer  Raumkurve 278 

§  13.    Bestimmung  alier  Kurven  mit  gegebenea  natiirlichen  G-leichungen  287 

S  14.    Beispiele  zu  den  natiirlichen  Gleichungen  einer  Kurve     ....  299 

§  15.    Beruhrung  zwischen  Kurve  und  Flache 306 

§  16.    Die  Scbmiegungskugel  bei  einer  Kurve 316 

§  17.    Spharisehe  Abbildung  der  Kurven 326 

$  18.    Nacbtr£ge  zur  sph&risehen  Abbildung,  der  Kurven 338 

§  19.    Drei  einem  Kurvenpunkte  zugeordnete  Kegel 341 

Dritter  Abschnitt. 
Kurven  und  abwickeibare  Flachen. 

§    1.    Die  Tangentenfl&che  einer  Kurve 351 

§   2.    Einiges  iiber  geradlinige  Fl&chen 366 

§   3.    Einhullende  einer  Ebenensebar 376 

§   4.    Abwiekelbare  Plachen     ....,.- 382 

§   5.    Filarevolventen 391 

§    6.    Planevolventen  und  Planevoluten 395 

§    7.    Die  Polarflache  einer  Kurve 404 

§    8.    Die  rektifizierende  Plache  einer  Kurve 415 

§   9.    Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  Schraubenlinien 426 

§  10.    Kurven  mit  denselben  Hauptnormalen 432 

§11,    Das  DoppelverhSltnis 445 

§  12.    Die  Minimalgeraden 453 

§  13,    Die  Miaimalkurven 457 

Anhang. 

Tafel  I.  Anderung  des  Koordinatensystems 465 

„  II.  Beziehungen  zwiscben  den  Biehtungskosinus  des  begleitenden 

Dreikants  einer  Kurve 466 

3,  III.  Richtungsfcosinus  des  begleitenden  Dreikants  einer  Kurve 

und  ihre  Ableitungen  nach  der  Bogenifinge 466 

„  IV.  Bestimmung  einer  Kurve  aus  der  sphfirischen  Indikatrix 

ihrer  Tangenten 468 

„  V.  Bestimmung  einer  Kurve  aus  der  spharischen  Indifcatrix 

ihrer  Hauptnormalen 468 

„  VI.  Bestimmung  einer  Kurve  aus  der  sphfiriscben  Indikatrix 

ihrer  Binormalen 469 

„      VII.    Elemente  der  Filarevolventen  emer  Kurve  .......  470 

„     Vni.    Elemente  der  Pajallelkurven  einer  Kurve   .......  471 

„       IX.    Elemente  der  Gratlinie  der  Polarflftebe  einer  Kurve    .    .    .  472 

„         X.    Elemente  der  GratUnie  der  rektifizierenden  FlScbe  einer  Kurve  473 

Saehregister 474 


Erster  Abschnitt 
Knrven  in  der  Ebene. 


§  1.    Analytische  Darstellung  ebener  Kurven. 

Wir  legenunseren  Betrachtungen  ein  recbtwinkliges  Koordinaten- 
system  zugrunde,  in  der  Ebene  also  rechtwinklige  Punktkoordinaten 
x  imd  ?/, 

Ein  Punkt  (x,  y]  beschreibt  eine  Linie  oder  Kurve1,  wenn  sich 
seine  Abszisse  x  andert  und  dabei  seine  Ordinate  y  als  eine  Funk- 
tion  von  x  gegeben  und  denmach  ebenfalls  veranderlicb.  1st: 

(1)  y  =  /». 

Diese  am  nachsten  liegende  Darstellung  der  Kurve  durch  eine 
Gleichung  hat  einen  Nachteil,  da  die  beiden  Koordinaten  x  und  y 
ungleicbe  Bebandlung  erfabren.  AuBerdem  sind  die  Kurven  ^^konst., 
namlicb  die  zur  ?/-Achse  parallelen  Geraden,  nicht  in  dieser  Art 
darstellbar.  Beide  Nacbteile  werden  nun  zwar  vermieden,  wenn  man 
die  Gieichung  der  Kurve  in  einer  nicht  gerade  nach  y  aufgelosten 
Form  schreibt:  * 

(2)  JF(x,  y]  -  0, 

aber  diese  ist  viel  unbequemer  als  die  Form  (I).2 

Will  man  weder  x  noch  ?/  bevorzugen  und  doch  eine  fur  die 
Recbnung  bequeme  analytische  Ausdrucksweise  fiir  eine  Kurve  haben, 
so  nehme  man  an,  clafi  sich  x  und  y  etwa  mit  der  Zeit  t  gesetz- 
m§>Big  andern,  d.  h.  daB  x  und  ?/  Funktionen  einer  dritten  Verander- 
licben  t  seien: 

(3)  * 


1  Das  Wort  Linie  wird  oft  (z.  B,  in  der  sogeuannten  Liniengeometrie) 
nur  fiir  G-eraden  gebraucht.     Wir  ziehen  deshalb  den  Namen  Kurve  vor. 

2  Der  Erste,  der  systematiscli'die  analytische  Betrachtnngsweise  bei 
einfiihrte7  war  bekanntlich  DESCAUTES  in  seiner  ,,G^,om^triea  (Ley<Je 
Heudvuck  Paris  1886,  deutsche  tjbersetznng  von  SC,HLESI^GEK,  Berlin 

SCKKVFBBS,  ~Di.it  I.   f}.  Aufl.  ^ 


Abschnitt:   Kurwn  in  der  Ebwe. 


Ob  man  diese  dritte  Yeranderliche  t  anschaulich  als  die  Zeit  auf- 
iassen  will  oder  nicht,  1st  iibrigens  fur  die  G-estalt  der  Kurve  einerlei; 
es  genugtj  unter  t  eine  unabhangig  veranderliche  GroBe  zu 
versteh^n.  Man  nennt  sie  die  Hilfsveranderliche  oder  den 
Parameter1  der  Kurve,  und  (3)  heiBt  eine  Parameterdarstellung 
der  Kurve. 

Uber  die  hier  und  spater  auftretenden  Funktionen  von  einer 
oder  von  melireren  Veranderlichen  machen  wir  ein  fiir  allemal  ge- 
wisse  Voraussetzungen.  Fiir  solche  Leser,  denen  die  Theorie  der 
analytischen  Funktionen  in  ihren  (Jrundziigen  schon  bekannt  ist, 
lassen  sich  die  Voraussetzungen  kurz  so  fonnulieren:  Es  soil  stets 
ein  Wertebereich  der  unabhangigen  Veranderliclien  vorhanden  sein, 
innerhalb  dessen  die  Funktionen  einwertig  analytisch  (monogen) 
siai  Fur  solche  Leser,  denen  die  genannten  Kenntnisse  noch 
fehlen,  sei  dies  kurz  erlauterk.  Wenn  z.  B.  eine  Parameterdarstellung 
(3)  einer  Kurve  vorliegt,  setzen  wir  voraus,  da8  es  einen  Werte- 
bereich von  t  von  folgender  Beschaffenheit  gebe:  Wird  irgend  ein 
Wert  /0  innerhalb  des  Bereiches  bestimmt  gewahlt,  so  sollen  <p  und 
yj  sowie  ihre  samtlichen  Ableitungen  ftir  t  =  t0  hftstiTpTntg  endliche 
Werte  haben  und  die  MACLAUErNSchen  Reihen 


y  =  vto  +  n^W^-  «+^<ft)(*  -  ^  +  -  -  - 

in  einer  gewissen  Umgebung  von  f0,  d.  h.  so  lange  gelten,  als  der 
absolute  Betrag  von  t  —  tq  unterhalb  einer  gewissen  von  Null  ver- 
scMedenen  Grenze  bleibl  »  Man  kann  dann  beweisen,  daB  sich  die 
Ableitungen  erster  und  hoherer  Ordnung  von  x  und  y  nach  t  durch 
gliedweise  Differentiationen  der  Eeihen  nach  t  ergeben.  Liegt  ferner 
eine  Kurve  in  'der  Form  (2)  vor,  so  setzen  wir  voraus,  daB  es  einen 
Wertebereich  von  x  und  y  von  folgender  Beschaffenheit  gebe:  Wird 
irgend  ein  Wertepaar  XQ)  y0  innerhalb  des  Bereiches  gewahlt,  so 
soil  die  Funktion  F(x,y)  nebst  alien  ihren  partiellen  Ableitungen 
f*>  Fy  J**>  r»v  fyy  uaw-  hinsichtlich  x  und  y  ftir  *  =  XQ,  y  »  y<> 
bestimmte  endliche  Werte  haben  und  die  MACLAUBi^sche  Eeihe 

1  Solche  Parameter  wurden  z.  B.  schon  von  EULBE  in  seiner  ,,Introducti<> 
in  analysin  "infinitorum"  (Lausanne  1748),  aber  nur  zm  Untersuchung 
spezieller  Kurven,  benutzt.  Die  Erkenntnis,  daB  die  Parameterdaratellung  die 
aatuxgemafie  ist,  hat  sich  erst  allinShlich  Bahn  gebroclien.  Die  Parameter- 
iarstellung  diirfte  zunachst  bei  den  Kaumkurven  und  erst  spater  bei  den  ebenen 
ECurven  allgemein  gebr^uchlich  ge\?ofden  sein. 


§  1.  Analytische  Darsidlung  eben>&r  Kurven. 


in  einer  gewissen  Umgebung  des  Wertepaares  a:0,  #0,  d.  h.  so  lange 
gelten,  als  die  absoluten  Betrage  von  x  —  x0  und  y  —  y0  unterhalb 
einer  gewissen  yon  Null  verschiedenen  Grenze  bleiben.  Der  Index 
Null  bei  ]?*,  fy°  usw.  deutet  natiirlich  an,  daB  die  Ableitungen  fur 
x  —  XQ,  y  =  y0  zu  bilden  sind.  Man  kann  auch  bier  die  gliedweise 
Differenzierbarkeit  der  Eeibe  beweisen.  Infolge  der  Bedirigung  (2) 
kommen  tibrigens  im  vorliegenden  Falle  nur  solcbe  Wertepaare  #0,  y0 
und  x,  y  des  Bereicbes  in  Betracbt,  fur  die  die  Funktion  F  den 
Wert  Null  annimmt. 

In  (1),  (2)  und  (3)  liegen  zunachst  drei  yerscbiedene  analytische 
Definitionen  einer  Kurve  yor.  Aber  es  laBt  sicb  zeigen,  da6  sie  in- 
einander  tibergefubrt  werden  konnen,  wenn  man  sich  -dabei  auf  die 
Umgebung  einer  Stelle  bescbrankt.  Dazu  dient  der  Satz  liber 
das  Vorbandensein  einer  unentwickelten  (impliziten) 
Funktion,  den  wir  aus  der  Funktionentheorie  entnebmen.  Er  be- 
sagt:  Wenn  etwa  GO  in  einem  gewissen  Bereiche  eine  einwertige 
analytische  Funktion  yon  n  Veranderlichen  xv  x2, .  . .  xn  ist  und  wenn 
insbesondere  x^0,  ar2°,  . . .  xn°  ein  solcbes  Wertsystem  innerbalb  des 
Bereicbes  vorstellt,  fur  das 

«(V.Vi---O*° 

wird,  so  gibt  es  unter  der  Voraussetzung,  daB  die  partielle  Ableitung 
.  yon  o>  nacb  xl  fur  x}  =  x^,  x2  =  ar2°, .  .  .  xn  =a;n0  nicht  yerscbwindet, 
eine  and  nur  eine  einwertige  analytische  Funktion  xl  von  #2,  or3,. .  .xn, 
die  erstens  fur  x2  **  ar2°, , . .  xn  =  xn°  gerade  den  Wert  x^  hat  und 
zweitens  der  Grleichung 

co(xv  x^  .  .  .  arj  ==  0 

in  einer  gewissen  Umgebung  des  Wertsystems  a?2°,  . .  .  xnQ  von  xv. ..xn 
geniigt. 

Wir  wenden  diesenSatz  zunachst  bei  derParameterdarstellung(3) 
an.  Die  Gleichungen  (3)  mogen  etwa  fur  t  =  *0  die  Werte  XQ  und 
?/0  yon  x  und  y  liefern.  Ist  dann  uberdies  gp'^^O,  so  -gibt  es 
eine  (und  nur  eine)  Funktion  t  von  x,  die  fur  x  =  x0  den  Wert  tQ 
hat  und  die  erste ,  Gleichuag  (3)  befriedigt,  sobald  x  Mnreichen^l 
wen^g  von  XQ  abweicht  Wird  diese  Fuaktion  ?  yon  x  in  die  , 
(3)  .eingesetzjt,  &©  grfit  feif  die  Kurve  (3) 


Ersler  Absehnitt:    Kurven  in  der  Ebene. 


des  Punktes  (xot  y0]  eine  Darstelhing  von  der  Form  y  =  f(x)  wie  in 
(1)  hervor.1  1st  dagegen  <p'(tQ)  =  0,  aber  yj' '(tQ)  ^=  0,  so  gelangt  man 
bei  derselben  SchluBfolgerung,  indem  man  die  Eollen  von  x  und  y 
vertauscht,  zu  einer  Darstellung  von  der  Form  x  —  f(y).  Wenn  aber 
9>'(£0)  =  0  und  auch  i//(£0)  =  0  ist,  laBt  uns  der  erwahnte  *Satz  im 
Stiche.  In  diesem  Falle  soil  der  zu  t  =  t0  gehorige  Pankt  der 
Kurve  (3)  singular  heiBen. 

Wir  konnen  entsprechend  schliefien,  wenn  die  Kurve  in  der 
Form  (2)  vorliegt:  Es  sei  (XQ,  ?/0)  ein  Punkt  der  Kurve  (2),  also 
^fo>?  #o)  =  °-  Falls  nun  die  Ableitung  Fx°,  d.  h.  die  Ableitung  Fx 
fur  x  —  XQ,  y  =  y0,  nicht  verschwindet,  gibt  es  eine  Funktion  ?/  =  /'(#}, 
die  fiir  x  =  x^  den  Wert  y0  annimmt  und  -der  Gleichung  (2)  geniigt, 
sobald  x  hinreichend  wenig  von  XQ  abweicht.  Wenn  dagegen  Fx°  =  0, 
aber  Fy°  rjz  0  1st,  gelangen  wir  ebenso  zu  einer  Funktion  x  =  /*(;//), 
indem  wir  die  Eollen  von  x  und  y  vertauschen.  Ist  aber  sowohl 
fx°  als  auch  Fy°  gleich  Null,  so  laBt  uns  der  Satz  iiber  das  Vor- 
handensein  einer.  unentwickelten  Funktion  im  Stiche.  In  diesem 
Falle  soil  der  Punkt  (xQ9  ?/0)  der  Kurve  (2)  singular  heiBen. 

In  der  Umgebung  eines  nicht  singularen  Punktes  hat 
somit  sowohl  die  Kurve  (2)  als  auch  die  Kurve  (3)  eine  Dar- 
stellung von  der  Form  y  =  f(x]  oder  x  =  /'(?/),  also  eine  Dar- 
stellung, die  sich  der  Form  (1)  oder  derjenigen  Form  unterordnet, 
die  aus  (1)  durch  Vertauschen  der  Eollen  der  beiden  Koordinaten 
hervorgeht. 2  Ftir  die  singularen  Punkte  haben  wir  zwei  verschiedene 
Defmitionen  in  den  Fallen  (3)  und  (2)  aufgestellt;  auf  sie  kommen 
wir  in  §  14  zuriick.  Wenn  ktinftig  von  einem  Kurvenpunkte 
schlechthin  die  Eede  ist,  sollen  stets  singulare  Punkte 
ausgeschlossen  sein. 

Ubrigens  kann  man  z.  B.  die  Darstellungsform  y  =  f(x]  leicht 
in  eine  Parameterdarstellung  (3)  verwandeln.  Am  einfachsten  ge- 
.schieht  dies,  indem  man  x  =  t  annimmt  und  also  die  (rleichuug 
y  =  f(x)  durch  das  Gleichungenpaar 


1  Hierbei  wird    der  Satz  der  Fimktionentheorie  benutzt,  nach  derh  eine 
einwertige  analytisehe  Funktion  einer  Verandeiiichen   eiue  derartige  Funktion 
bleibt,  sobald  man  die  Veranderliche  durch  eine  einwertige  analytische  Funktion 
einer  anderen  Veranderlichen  ersetzt. 

2  In  dem  Vorhergehenden  ist  nur  das  Eine  bewiesen  worden,   da8  sich 
die  Definitionen  (l),  (2)  und  (3)  von  Kurven  miteinander  decken,  sobald  man  sich 
auf  eine  hinreichend  kleine  Umgebuug  eines  Knrvenpunktes  beschrankt.     Es 
ist  also  durchaus  nicht  gesagt,  dafi  sich  z.  B.  die  Kurve  (3)  in  ihrem  Geaamtverlaufe 
dureh  eine  Gleichung  von  der  Form  y  =  f(x)  oder  x  =  f(y)  darstellen  lasse. 


§  1.    Analf/tische  Darstellnng  ebener  Kurven, 


ersetzt.  Bei  der  Darstellungsform  y  =  f(x]  spielt  demnach 
die  Abszisse  x  die  Eolle  des  Parameters. 

Liegt  eine  Kurve  in  der  Form  (1)  vor,  so  soli  (x^  denjenigen 
Punkt  der  Kurve  bedeuten,  dessen  Abszisse  gleich  #0  und  dessen 
Ordinate  also  gleich  f(x0]  ist.  Liegt  die  Kurve  in  der  Form  (3)  vor,  so 
soil  (t0)  denjenigen  Punkt  der  Kurve  bedeuten,  dessen  Koordinaten  sicb 
atis  (3)  fur  t  =  t0  ergeben.  Es  kann  iibrigens  sein,  dafi  cf(t]  und  w(t) 
in  (3)  beide  konstant  sind.  Dann  stellt  (3)  nur  einen  Punkt  djir. 
Nach  der  friiheren  Definition  ist  er  als  singular  zu  bezeichnen,  weil 
dann  cp' (t}  und  iif'(t]  verschwinden.  Diesen  Fall  schlieBen  wir  daher 
bei  allgerneinen  Betrachtungen  aus. 

SchlieBlich  ist  noch  hervorzulieben,  da8  wir  unterschiedlos 
reelle  und  imaginare  Werte  der  Veranderlichen  zulassen. 
Sollen  gelegentlich  nur  reelle  Werte  gestattet  sein,  so  wird  dies 
jedesmal  besonders  gesagt 

Hiernacli  heiBt  ein  Wertepaar  x,  y  stets  ein  Punkt  (#,  ?/),  auch 
wenn  x  und  y  nicht  reell  sind.  Die  G-esamtheit  aller  reeller  und 
imaginarer  Wertepaare  .T,  ?/,  die  einer  linear  en  G-leichung 

A  x  +  By  +  C  =  0 

geniigen,  beiBt  der  Inbegriff  aller  Punkte  (x.  y)  einer  G-eraden, 
auch  wenn  die  Verhaltnisse  der  Koeffizienten  A,  £,  C  nicht  reell 
sind.  Selbst  wenn  sie  reell  sind,  also  eine  reelle  Gerade  vorliegt, 
gehoren  der  Geraden  auch  unendlich  viele  imaginare  Punkte  an. 
Entsprechendes  gilt  von  einer  Kurve  (3):  Gehoren  etwa  zu  den  er- 
laubten  reellen  Werten  des  Parameters  t  die  reellen  Punkte  (x,  ?/) 
der  Kurve,  d.  h.  liegt  eine  reelle  Parameterdarstellung  einer 
reellen  Kurve  vor,  so  werden  zu  den  auBerdem  erlaubten  imagi- 
naren  Werten  des  Parameters  t  noch  imaginare  Kurvenpunkte  ge- 
horen. Nur  die  reellen  Punkte  der  Kurve  kann  man  geometrisch 
im  x  ?/-Achsenkreuze  veranschaulichen,  und  ihre  Gesamtheit  entspricht 
dann  dem,  was  man  gevvohnlich  eine  krumme  Lime  zu  nennen 
pfiegt.  Obgleich  wir  darauf  verzichten,  uns  von  den  imaginaren 
Punkteu  einer  Kurve  irgend  eine  geometrische  Vorstellung  zumache.ii,1 


1  Man  kann  auch  die  imaginaren  Punkte  (x,  y]  einer  Kurve  gcometi'isch 
deuten.  Denn  wenn  x  =  a  +  ib  and  y  =  «  +  i  ft  ist,  wo  a,  b,  «,  ft  reell  sind 
und  i  die  imaginare  Einheit  bedeutet,  kann  man  die  komplexe  Zahl  x  durch 
einen  reellen  Punkt  einer  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  a  und  b 
und  ebenso  die  komple^e  Zahl  y  durch  einen  reellen  Punkt  einer  zweiten  Ebene 
mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  «  und  |?  darstellen.  Zu  jedem  erlaubten 
We:fte  von  x  gibt  es  dann  einen  reellen  Punkt  (x)  der  einen  und  nach  (1)  einen 


Erster  AbsehniU;    Kurven  in  der  Ebene, 


ist  es  doch  haufig  zur  Vorbereitung  analytisclier  Beweise  niitzlich, 
sich  die  Sachlage  zunachst  geometrisch  an  reellen  Kurven  klar  zu 
machen  und  dahei  auch  Figuren  zu  betrachten. 

Wenn  man  die  geometrischen  Gebilde  analytisch  definiert,  kann 
man  sie  auch  auf  den  imaginaren  Bereich  iibertragen,  indem  man 
ihren  Bestimmungsstiicken  imaginare  Werte  beilegt.  So  sagt  man,  daB 


die  Entfernung  der  beiden  Punkte  (xvy^  und  (#2,  y2)  voneinander 
oder  ihre  Strecke  sei,  ob  nun  die  Punkte  reell  oder  imaginar  sind. 
Durch  passende  Einschrankung  des  Bereiches  der  erlaubten  Werte- 
paare  xv  y^  und  ar2,  y2  kann  man  diese  Funktion  einwertig  analytisch 
machen,  wie  die  Funktiontheorie  lehrt.  Da  man  auch  sin  a,  cos  a  usw. 
fur  imaginare  Werte  von  a  defmieren  kann,  spricht  man  auch  von 
imaginaren  Winkeln.  Wir  begniigen  uns  mit  diesen  kurzen  An- 
deutungen  und  der  Bemerkung,  da8  die  Verallgemeinerung  der  Satze 
der  Geometric  auf  den  imaginaren  Bereich  nirgends  zu  Widerspriichen 
fuhrt;  wenn  man  nur  alle  diejenigen  Aussagen  beiseite  laBt,  die 
darauf  beruhen,  daB  zwischen  den  reellen  Zahlen  eine  natiirliche 
Eangordnung,  d.  h.  der  Begriff  des  GroBer-  oder  Kleinerseins  be- 
steht.  Beispielsweise  ist  der  Satz,  daB  eine  Dreiecksseite  nie  groBer 
als  die  Summe  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten  ist,  nicht  auf  den 
imaginaren  Bereich  iibertragbar,  — 

Wir  kehren  nun  zur  Betrachtung  einer  Kurve  in  der  Parameter- 
darstellung 

(3)  *-9°W,   y  =  ^(0 

zuriick.  Man  kann  leicht  einen  anderen  Parameter  t  einfiihren, 
indem  man  t  als  eine  Funktion  von  t  definiert: 

(4)  *=*(t). 

Infolge  von  (3)  ergibt  sich  dann  die  neue  Parameterdarstellung  der 

Kurve: 

(5)  *-9(®(4))*  y-^M*))- 

Wenn  z.  B.  t  =  tQ  dem  erlaubten  Wertebereiche  von  t  angehort,  ist 
dabei  vorauszusetzen,  daB  es  einen  Wert  t  =  t0  derart  gebe,  daB 
erstens  co  (t0)  =  tQ  wird  und  zweitens  co  (t)  in  der  Umgebung  von 
t  =  t0  eine  einwertige  analytische  Funktion  von  t  ist.  Die  rechten 


reellen  Punkt  (^)  der  anderen  Ebene.  Dadurch  wird  eine  gesetzmaBige  Be- 
ziehung  zwischen  den  reellen  Punkten  zweier  Ebenen  gewonnen,  die  tins  jedoch 
erst  spS,ter  beschaftigen  wird. 


§  L    Analytische  Darstellung  ebener  Kurven. 


Seiten  von  (5)  sind  alsdann  in  der  Umgebung  von  f0  einwertige 
analytische  Funktionen  von  t: 

(6)  x=  <P(t),    y  =  *P"(t). 

Aber  wir  wollen  nur  solehe  neue  Parameterdarstellungen  (6)  der 
Kurve  (3)  zulassen,  von  denen  man  zur  alten  Darstellung  (3)  zurtick- 
gelangen  kann,  indem  man  umgekehrt  t  als  einwertige  analytische 
Funktion  von  t  definiert,  d.  L  wegen  des  Satzes  liber  das  Vorhanden- 
sein  einer  unentwickelten  Funktion  wollen  wir  bei  (4)  noch  voraus- 
setzen,  daB  die  Ableitung  ®'(t)  fiir  t  =  t0  nicht  versehwinde. 
Dann  namlich  konnen  wir  aus  jenem  Satze  schliefien,  daB  t  infolge 
von  (4)  eine  in  der  Umgebung  von  t0  einwertige  analytische  Funktion 
von  t  ist.  Da  es  unendlich  viele  Funktionen  a?  (t)  gibt,  die  den  auf- 
gestellten  Forderungen  gentigen,  kann  man  ftir  ein  und  dieselbe 
Kurve  in  der  Umgebung  eine  Stelle  unendlich  viele  ver- 
schiedene  Parameterdarstellungen  gewinnen. 

Jetzt   ist   die  Frage   aufzuwerfen:   Angenommen,  es  sind  zwei 
Kurven 

x  =  <p(£))    y  =  \fj(t]    und    x  =  4>(t),    y  =  *P(t) 

in  ParameterdarstelluDg  gegeben;  unter  welchen  Umstan den  sind  sie 
miteinander  identisch?  Dies  ist  nach  dem  Vorhergehenden  dann 
und  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  Gleichungen: 

(7)  <p(t)  =  0(t),     y(t)  ==  *P(t) 

in  einem  gewissen  Bereiche  von  t  und  in  einem  gewissen  Bereiche 
von  t  dadurch  zu  befriedigen  sind,  daB  man  fiir  t  eine  gewisse  ein- 
wertige und  nicht  konstante  Funktion  von  t  setzt. 
1.  Beispiel:  Die  Gleichungen: 

(8)  x=*a  +  at,    y  =  b+@t 

stellen  bei  gegebenen  Werten  von  a,  b,  a,  0  und  veranderlichem  t  eine  gewisse 
Kurve  dar.  Da  sich  nun  durch  Elimination  von  t  die  Gleichung 

x  —  a    « 

oder 

ergibt,  liegt  eine  Gerade  vor.    Jede  Gerade 

Ax  -I-  By  +  C~  0 

laBt  sich  in  der  Form  (8)  darstellen.  Man  hat  n&mlich  a,  6,  a,  0  so  zu  "bestimmen, 
daB  die  Gleichung 


die   nur  die   eine  Veranderliche  t  enthalt,   fur  alle  Werte  von  t  gilt,  mithin 

so,  daB 

Aa  +  Bb  4-  0  =  0,    J.a  +  5^=0 


8  Erster  Abschnitt:    Kurven  in  der  Ebene. 

wird.  Als  die  Konstanten  a,  b  darf  man  also  die  Koordinaten  irgend  eines  be- 
stiinmten  Punktes  der  G-eraden  wablen,  wabrend  man  a,  @  so  festzusetzen  bat, 
dafi  @:a  die  Biebtung  der  Geraden  (die  Tangente  ibres  Winkels  mit  der 
positiven  #~Acbse)  angibt. 

2.  Beispiel:  Der  dureh  Drebung  um  den  Punkt  (a,  b)  mit  dem  Radius  r 
erzeugte  Kreis  kann  leicbt  in  der  Form  (3)  dargestellt  werden.  Bildet  natnlicb 
der  Badius  r  mit  der  positiven  o>Acbse  den  Winkel  2,  so  sind  die  Koordinaten 
seines  Endpunktes  (siehe  Fig.  1): 

(9)  x  =  a  +  r  cos  t ,     y  =  b  4-  r  sin  t . 

Elimination  von  t  gibt  die  gewohnliche  Darstellung: 

(a?  -  a)2  +  (y  -  b)*  =  r2. 

Die  Form  (9)  ist  baufig  bequemer,  weil  bei  ibrer 
Anwendung  die  Benutzung  einer  quadratiscben 
Gleichung  umgangen  wird.  Verstehen  wir  unter  s 
den  Bogen  des  Kreises  vom  Punkte  (a  4-  r,  b) 
aus  im  Sinne  der  positiven  Drebung  bis  zu  irgend 
einem  Punkte  (a?,  y)  des  Kreises  bin  gemessen, 
falls  es  sich  um  einen  reellen  Kreis  handelt,  so 
ist  5  =  r  t  oder  t  ^  sir.  Einfubrung  dieses 
Wertes  in  (9)  gibt: 


x  =  a  -}-  r  cos  —  ,       y  =  b  +  r  sin  5  . 
Jbig.  1.  r  r 

Jetzt  ist  5  der  Parameter.    Hier  babeu  wir  ein 
Beispiel  zur  Einfuhrung  einer  neuen  Hilfsveranderlicben  5  vor  uns. 
3.  Beispiel:  Um  die  Ellipse 


mit  Hilfe  eines  Parameters  *  bequem  darzustellen,  beacbten  wir,  daB  man  x :  a 
and  y :  b  als  Kosinus  und  Sinus  eines  Winkels  auffassen  iann,  da  die  Summe 
ihrer  Quadrate  gleicb  Eins  ist.  Dieser  Winkel  ist  langs  der  Ellipse  verauderlicb. 
Bezeicbnen  wir  ibn  mit  t>  so  kommt: 

(10)  x  =  a  cos  * ,    y  =  b  sin  t . 

Die  geometriscbe  Bedeutung  von  t  ist  aus  der  analytiscben  Geometrie  bekannt.1 

§  2.    Die  Bogenlange  einer  ebenen  Kurve. 

1st  die  Grleichung  einer  reellen  Kurve  in  der  Form 
U)  .  y  -  f(x] 

gegeben,  so  lehrt  die  Integralrechnung,  wie  sich  die  Lange  s  des 
Kurvenbogens  von  einem  Punkte  bis  zu  einem  andern  durch  ein 
bestimmtes  Integral  ausdruckt.  Man  beweist  namlich,  dafi  die 

1  In   der  Tbeorie  der  Planetenbewegungen  beiBt  dieser  Parameter  t  die 
exzentriscne  Anomalie. 


§  2.    Die  Bogenldnge  einer  ebenen  Kurve. 


Summe  der  Seitenlangen  der  Vielecke,  die  sieh  dem  Kurvenfaogen 
von  einem  Pnnkte  aus  fortschreitend  bis  znm  anderen  Punkte  hin 
einbeschreiben  lassen,  fiir  den  Fall,  wo  alle  Vielecksseiten  naeh 
Null  streben,  einen  'bestimmten  Grenzwert  hat,  den  man  eben 
als  die  Bogenlange  s  bezeichnet.  Die  Anfangsstelle  des  Bogens  s 
sei  durch  die  Abszisse  XQ  gegeben,  siehe  Fig.  2.  Wachst  die  Abszisse 
von  XQ  bis  zu  einera  beKebigen  Werte  x,  so 
ist  der  zugehorige  Bogen  5  ebenso  wie  y  eine 
Funktion  von  x.  Dabei  sind  die  Differentiate  : 


Fig.  2. 


(2)      ds**  y'dx2  +  dy*  =  )/l  +  /  '  (*}*  dx  , 

und  man  kann  vorschreiben,    daB  ds  etwa 

mit  dx  positiv  sei;  so  daB  die  letzte  Quadrat- 

wurzel  positiv  anzunehmen  ist.    Das  Bogen- 

differential  ds  hei8t  auch.  das  Bogenelement. 

Die   Fig.  2   soil   die   Formel   (1)    erlautem; 

darin  mii6ten  eigentlich  statt  d  x,  rf?/,  ds  die 

Bezeichnungen  A  x,  A  ?/,  A  s  fiir  Differenzen  statt  Differential  stehen. 

Es    wird   aber    der  Grenzubergang  lim  A  x  =  0    gemacht.     Deshalb 

ziehen  wir  es  in    dieser  Figur  wie  auch  in  spateren  Figuren  vor, 

direkt    die    Differential   statt   der   Differenzen    einzuschreiben.     In 

Betracht  kommen   dabei   also  immer  nur  die  Verhaltnisse 

der    eingetragenen    GroBen    fiir   den    Fall    des   Grenztiber- 

ganges. 

Da  s  fiir  x  =  x0  verschwindet,  folgt  aus  (2): 


(3) 


Wenn 


(4) 

eine  reelle  Darstellung  einer  reellen  Kurve  ist,  d.  h.  wenn  die  reellen 
Punkte  der  Kurve  zu  den  reellen  Werten  des  Parameters  t  gehoren, 
ist  die  Bogenlange  s  der  Kurve  vom  Punkte  (t0)  bis  zu  einem  be- 
liebigen  Punkte  (t)  ebenso  wie  x  und  ?/  eine  Funktion  von  t.  Hier 
gelten  fiir  die  Differentiale  die  Formeln: 

dx  =  <p'(t]dt,      dy  =  i/'f  (t}dt, 
so  daB  sich  ergibt: 
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weil  s  fur  t  =  t0  verschwindet  Schreibt  man  etwa  vor,  daB  die 
Bogenlange  s  fiir  t  >  tQ  positiv  und  flir  t  <  t0  negativ  sein  soil,  so 
ist  die  Quadratwurzel  positiv  zu  wahlen.  Die  speziellere  Form  el  (3) 
geht  aus  (6)  hervor,  wenn  man  x  als  den  Parameter  t  benutzt  und 
demnach  y>(t]  durch  t  oder  x  und  i/j(t]  durch  f(t)  oder  f(x]  ersetzt. 
Die  Formel  (6)  soil  nun  in  der  Umgebung  von  tQ  als  Definition 
der  Bogenlange  s  dienen,  wenn  die  vorgelegte  Kurve  (4)  nicht 
reell  ist.  Dann  ist  der  Integrand  imaginar.  Die  Theorie  der  Inte- 
gration im  imaginaren  Zahlenbereiche  lehrt,  da6  die  Quadratwurzel 
und  damit  auch  das  Integral  s  eine  einwertige  analytische  Funktion 
von  t  in  der  Umgebung  von  t  —  t0  ist,  sobald  man  nur  fiir  den 
Wert  tQ  einen  der  beiden  zugehorigen  Wurzelwerte  ausgewahlt  hat, 
vorausgesetzt,  daB  der  Eadikand  in  der  Umgebung  nirgends  ver- 
schwindet Von  diesem  besonderen  Falle,  den  wir  vorlaufig  aus- 
schlieBen,  sprechen  wir  nachher.  Weil  s  als  bestimmtes  und  von  t0 
bis  t  erstrecktes  Integral  definiert  ist?  gilt  auch  fiir  imaginare  Kurven 
die  fiir  reelle  Kurven  anschaulich  einleuchtende  Formel: 


wenn   allgemein  sa^   die  Bogenlange   von  dem  Punkte  (£a)   bis  zum 
Punkte  (tft)  bedeutet. 

Nach  (6)  gehort  zu  jedem  Pankte  (t)  der  Kurve  (4)1  ein  Wert  s 
der  von  der  Stelle  (t0)  an  gemessenen  Bogenlange.  Zu  dem  Zu- 
wachs  A  t  von  t  mogen  die  Zunahmen  A  x,  A  y  und  A  s  von  x,  y  und  s 
gehoren.  Die  Lange  der  geradlinigen  Sehne  vom  Punkte  (£)  bis 
zum  Punkte  (t  +  A  t}  strebt  ebenso  wie  A  s  mit  A  t  nach  Null,  und 
sie  sei  mit  A%  bezeichnet  Es  ist: 


(8)  A  §  =  ]/  '  Ax-+ 

und  daher: 

As  As:At 


Hieraus  folgt  fiir  lim  At  =  0  : 


1  G-emeint  ist  naturlich:  zu  jedem  Punkte  (t),  dessen  Parameter  t  der 
erlaubten  Umgebung  von  t0  angehort.  Dasselbe  gilt  von  dem  nachher 
betrachteten  Punkte  (t  +  A  t}.  Da  wir  uns  stete  auf  die  Umgebung  eines  be- 
stimmten  erlaubten  Parameterwertes  beschranken,  sail  die  kurze  Ausdrucks- 
weise  wie  oben  im  Texte  hier  und  spater  angewandt  werden. 
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r       Js  ds:dt 

lim  -  =  — 


also  nach  (5): 


r      As       n 
hin  -      =  1  , 


vorausgesetzt,  daB  man  der  Quadratwurzel  (8)  das  entsprechende 
Vorzeichen  erteilt.  Das  Verhaltnis  aus  einer  Bogenlange  zur 
zugehorigen  Sehne  strebt  also  nach  Eins,  sobald  der  End- 
punkt  langs  der  Kurve  nach  dem  Anfangspunkte  strebt. 

Wie  gesagt,  sind  solche  Stellen  (t)  der  Kurve  (4)  auszu- 
schlieBen,  wo 

'    ?'«2  +  v'(02  =  o 

ist     Bei  einer  reellen  Knrve  mit  reellem  Parameter  t  tritt  dies  nur 

da  ein,  wo  gleichzeitig  <p'(t]  und  ty'(t}   verschwinden,   d.  h.  in  den 

ausgeschlossenen    singularen    Punkten  (siehe  S.  4).     Aber   im  all- 

gemeinen  Falle  tritt  es  ein,  wenn  entweder 

(9)  <p'(t]  +  iy'(t)  =  0     oder     <p'(t)  -  iy'(t)  =  0 

ist     Deshalb  schlieBen  wir  aufier  den  singularen  Punkten  auch  die- 

jenigen    Punkte  (t)   von    der   Betrachtung   aus,    fiir   die    eine   der 

beiden  Gleichungen  (9)  gilt     Die  singularen  Stellen  sind  tibrigens 

diejenigen,  ftir  die  beide  Gleichungen  (9)  bestehen. 

Die  erlaubte  Umgebung  von  ^0  soil  sich  demnach  nur 
so  weit  erstrecken,  als  sie  keinen  Wert  t  enthalt,  der  eine 
Gleichung  (9)  oder  gar  beide  Gleichungen  (9)  erftillt  Dann 
ist  ds  :  dt  nirgends  in  dieser  Umgebung  gleich  Null,  so  daB  man  s 
nach  S.  7  als  neuen  Parameter  einfiihren  darf.  Denkt  man  sich 
die  durch  (6)  definierte  Funktion  5  von  t  in  (4)  eingesetzt,  so  gelangt 
man  zu  einer  DarsteEung  der  Knrve  in  der  Form: 


Hiernach    liegt  die    Frage    nahe,    wie   man   den   Gleichungen 
einer  Kurve 


ansieht,,  ob  in  ihnen  der  Parameter  t  nicht  etwa  selbst  schon  die 
Bogenlange,  gerechnet  von  einer  Stelle  an,  darstellt  Die  Anfangs- 
stelle  mtiBte  die  sein,  fiir  die  t  =  0  ist,  und  das  Integral  (6)  muBte 
bei  der  Annahme  t0  =  0  gleich  t,  d.  h.  es  miifite 

9'W2+^W2-i 

sein.     Mithin  gilt  der 

Satz  1:  In  den  Gleichungen  einer  ebenen  Kurve: 
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bedeutet  der  Parameter  t  dann  und  nur  dann  die  vom 
Punkte  (t  =  0)  an  gemessene  Bogenlange  der  Kurve,  wenn 
fur  jeden  Wert  von  t  die  Gleichung  besteht: 


Alsdann  konnen  wir  t  mit  s  bezeichnen  und  <p'(t)  und  -w'(t)  als 
Kosinus  und  Sinus  eines  langs  der  Kurve  veranderlichen  Winkels  T 
auffassen: 

<p'(t)  =  cp'(s)  =  cosr,     y'(t)  =  y'(s)  =  sinr. 

Der  Winkel  T  ist  eine  Funktion  von  s.     Nun  konnen  wir  schreiben: 
x  =  (f,  (t)  =  /  cos  T  (.9)  fifo  ,     y  =  ?//(£)  =  /  sin  T  (.<?)  </$  . 


:  Die  Gleichungen  einer  ebenen  Kurve,  ausge- 
dr^iickt  durch  die  Bogenlange  s  als  Parameter,  haben  die 
Form: 

x  =  j  cos  r($)ds,    y  —  \  sin  r  (.s)  <f  ,v  . 

Diese  Grleichungen  stellen,  wie  man  auch  die  Funktion  T 
von  s  wahlen  mag,  immer  eine  Kurve  dar,  deren  Para- 
meter s  die  von  einer  gewissen  Stelle  an  gemessene  Bogen- 
lange ist. 

Bei  den  letzten  Betrachtungen  sind,  wie  gesagt,  auBer  den  sin- 
gularen  Punkten  solche  Stellen  der  Kurve  ausgeschlossen,  fur  die 
eine  der  beiden  Gleichungen  (9)  gilt.  Es  ist  nun  aber  moglich,  daB 
eine  dieser  beiden  Gleichungen  fur  alle  Punkte  einer  Kurve  (4) 
gilt.  Alsdann  handelt  es  sich  um  eine  Kurve,  bei  der  die  Ableitung 
ds:dt  der  Bogenlange  uberall  gleich  Null  und  daher  die  Bogen- 
lange s  selbst  nach  (6)  ebenfalls  uberall  gleich  Null  ist.  In  der 
Tat  gibt  es  imaginare  Kurven  von  der  Bogenlange  Null, 
denn  wenn  eine  der  Gleichungen  (9)  fur  alle  Werte  von  t  gilt,  so  ist 
langs  der  Kurve  uberall  entweder 

(f  (t)  +  i  ip  (t}  =  konst.     oder     cp  (t)  -  i  y  (t}  =  konst.  , 
d.  h.: 

(10)  x  +  iy  =  konst.     oder    x  —  iy  =  konst. 

Diese  Gleichungen  (10)  aber  stellen  imaginare  Geraden  dar. 

SatzS:  Die  einzigen  Kurven  inderEbene,  deren  Bogen- 
lange konstant  und  daher  gleich  Null  ist,  sind  die  imagi- 
naren  Geraden: 

*  ±  *"y  =  konst 
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Sie  heiBen  die  Minimalgeraden  der  Ebene.1 
Zwei  solche  Geraden  konnen  zusammen  dnrch  erne  reelle  Glei- 
chung  dargestellt  werden,  denn  die  Gleichung 

(11)  (*_a)a  +  (y-ft)*  =  0, 

die  den  Kreis  um  den  Pnnkt  (a,  b]  mit  dem  Radius  Null  darstellt, 
wird  nicht  nur  von  dem  Punkte  (a,  b}  erfuilt,  sondern  auch  von  alien 
imaginaren  Punkten  der  beiden  Minimalgeraden: 

(*-a)±z(y-*)«0 
oder: 

x  ±  i  y  —  a  +  ib . 

Die  imaginaren  Kreise  (11)  werden  gelegentlich  Nullkreise  oder 
auch  zirkulare  Geradenpaare  genannt. 

§  3.    Die  Bewegungen  in  der  Ebene. 

Unsere  Aufgabe  ist,  die  Eigenschaften  der  Kurven  aus  ihren 
Gleichungen  zu  erkennen.  Je  einfacher  die  Gleichungen  sind,  um 
so  leichter  wird  dies  sein.  Zwei  Mittel  zur  Vereinfachung  der 
Gleichungen  haben  wir:  Einerseits  konnen  wir  durch  passende  Wahl 
der  Hilfsveranderlichen  die  Gleichungen  vereinfachen.  Hiervon 
sprachen  wir  kurz  in  §  1.  Andererseits  konnen  wir  aber  auch  ein 
neues  Achsenkreuz  fiir  die  Koordinaten  einfiihren.  Hiervon  soil 
jetzt  gesprochen  werden.  Dabei  betrachten  wir  zunachst  nur  reelle 
Anderungen. 

Jede  Lagenanderung  ist  relativ:  Ob  wir  die  Kurve  festhalten 
und  das  Achsenkreuz  andern,  oder  ob  wir  die  starr  gedachte  Kurve 
in  eine  andere  Lage  bringen,  wahrend  wir  das  Achsenkreuz  an 
seinein  Orte  belassen,  ist  in  betreff  der  gegenseitigen  Lage  von  Kurve 
und  Achsenkreuz  gleichgiiltig.  Fur  die  Ableitung  der  Formeln  ist 
es  bequemer,  die  erste  Methode  der  Anderung  zu  benutzen. 

Wir  beginnen  deshalb  mit  der  Anderung  des  Koordinaten- 
systems  bei  festgehaltener  Kurve.  Das  Achsenkreuz  werde, 
ohne  die  Ebene  zu  verlassen,  in  irgend  eine  neue  Lage  gebracht, 
so  da6  also  der  Sinn  der  positiven  Drehung  ungeandert  bleibt.  In 
diesem  Sinne  —  von  der  positiven  a>Achse  zur  positiven  ?/-Achse  — 
sollen  alle  Winkel  gemessen  werden.  Dann  "gilt  bekanntlich  der 
Satzt  dafi  die  Summe  der  Projektionen  der  Seiten  eines  geschlossen-en 


1  Sie  trat,en  zxierst  bei  Poncelet  in  seinem  ,,Traite  des  propri^tes 
projectives  des  figures",  Paris  1822?  auf,  wenir  auch  noeh  nicht  unter  ihrein 
heute  gebrauchliehen  Namen. 
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Vielecks  auf  irgend  eine  Gerade  gleich  Null  ist.  Dabei  hat  man 
sich  das  Vieleck  in  einem  bestimmten,  iibrigens  gleichgiiltigen  Sinne 
des  Umlaufens  orientiert  zu  denken. 

Nun   babe    der  Anfangspunkt  0   des  neuen  Achsenkreuzes  im 
alten  System  die  Koordinaten  a,  b.    Die  Richtung  der  neuen  positiven 

£-Achse   gehe   aus   der  der  alten 
positiven  a>Achse   durch  Drehung 
um   den   Winkel  a   hervor  (siehe 
Fig.  3).     Ein    beliebiger  Punkt  P 
habe   im    alten    System    die    Ko- 
ordinaten x,  y,  im  neuen  die  Ko- 
ordinaten J-,y.   Wir  projizieren  das 
in  Fig.  3  angegebene,   sofort  ver- 
standliche     geschlossene    Polygon 
OAOqPqO     nacheinander    auf 
alle   vier  Achsen.     Jedesmal  muB 
sich   nach   dem   frtiheren   ftir  die 
Summe  der  Projektionen  der  Seiten  Null  ergeben. 
Wir  erhalten  dadurch  die  vier  Gleichungen: 
a  +  x  cos  a  —y  sin  a  —  x  =  0 , 
b  -f  x  sin  u  +  y  cos  a  —  y  =  0  ; 
a  cos  a  +  b  sin  a  +  x  —  y  sin  &  —  x  cos  cc  =  0 , 
—  a  sin  a  -f-  b  cos  a  +  y  —  y  cos  a  +  x  sin  a  =  0 , 

aus  denen  die  aus  der  analytischen  Geometrie  wohlbekannten 
Formeln  hervorgehen: 


3. 


(1) 
und: 


I  z  —  x  cos  «  —  y  sin  0; 
[  y  =  x  sin  «  +  y  cos  a 


x  =      (x  —  a)  cos  a  +  (y  —  b}  sin  cc , 
y  =  —  (x  —  a)  sin  cc  +  (y  —  b}  cos  a . 

Die  Gleichungen  (1)  drticken  die  alten  Koordinaten  durch  die  neuen, 
die  Gleichungen  (2)  umgekehrt  die  neuen  durch  die  alten  aus.  Der 
alte  Anfangspunkt  habe  im  neuen  System  die  Koordinaten  a,  b.  Da 
fur  ihn  x  =  y  ==  0  ist,  folgt  aus  (2)  sofort: 

%  =  —  a  cos  a  —  b  sin  .a , 
b  —      a  sin  cc  —  b  cos  <z . 

Nunmehr    betrachten    wir   die   Anderung   der  Lage    einer 
starr   gedachten   Kurve   oder   beliebigen  Figur  bei  festge- 


§  5.    Die  Bewegungen  in  der  Ebene. 
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haltenem  Achsenkreuze.  Dabei  soil  die  Figur  inimer  in  der 
Ebene  bleiben.  Man  nennt  eine  solche  Lagecanderung  eine  Be- 
wegung in  der  Ebene.  Die  Figur  geht  bei  ihr  in  eine  kon- 
gruente  Figur  liber. 

Nach  den  Vorbenaerkungen  tiber  die  Gegenseitigkeit  von  Lagen- 
anderungen  der  Figur  und  des  Systems  erhellt,  daB  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  auch  jetzt  gultig  bleiben,  sobald  wir  die  der  neuen  Auf- 
fassung  entsprechende  geometrische  Deutung  vornehmen:  Man  denke 
sich  auf  der  Figur  in  ihrer  ursprunglichen-  Lage  die  Koordinaten- 
achsen  aufgezeichnet.  Wird  nun  die  Figur  in  die  neue  Lage  ge- 
braehtj  so  sollen  diese  beiden  mit 
ibr  fest  verkntipften  6-eraden  in 
diejenigen  Geraden  ubergehen,  die 
Torhin  die  x-  und  ?/-A.chse  waren. 
Man  erkennt  dann,  da8  Z>,  y  die 
ursprunglichen  Koordinaten 
eines  Punktes  und  x,  y  die  Ko- 
ordinaten desselben  Punktes 
nach  der  Bewegung  sind 
(siehe  Fig.  4).  Auch  sieht  man, 
daB  der  Winkel,  urn  den  alle 
Richtungen  der  starren  Figur 
geandert  worden  sind,  gleich  Fig.  4. 

cc    ist?    wenn    man    ihn    in    dem' 

Sinne  miBt,  in  dem  in  der  starren  Figur  die  x-  und  y-Achse  auf- 
einander  folgen. 

Vermoge  einer  Bewegung  geht  also  jeder  Punkt  (5,  y)  der  Figur 
in  einen  'Punkt  (x,  y]  liber;  beide  sind  auf  dasselbe  Achsenkreuz 
bezogen,  und  der  Zusammenhang  zwischen  ihnen  wird  durch  die 
Formeln  (1)  und  (2)  gegeben.  Der  Punkt  der  Figur,  der  urspriing- 
lich  an  der  Stelle  des  Anfangspunktes  (x  =  0,  y  =  0)  lag,  geht 
nach  (1)  in  den  Punkt  (a,  b]  liber.  Jede  Gerade,  die  keine  Minimal- 
gerade  ist,  wird  um  den  Winkel  a  gedreht.  Die  Minim  algeraden 
x  ±  iy  =  c  gehen  nach  (2)  in  die  Minimalgeraden 


± 


(cos  c:  ±  z  sin 


liber  und  werden  demnach  parallel  verschoben. 

Die  Frage,  ob  ein  Punkt  (JPO,  y0)  bei  der  Bewegung  in  sich 
selbst  tibergeht,  kommt  auf  die  Frage  hinaus,  ob  es  ein  Wertepaar 
a:0,  y0  gibt,  das  in  (1)  oder  (2)  flir  x,  y  und  flir  5,  y  eingesetzt, 


16  Erster  Abschnitt:   Kurven,  in  der  Ebene, 

die  Gleichungen  befriedigt.    Benutzen  wir  (1),  so  liegen  die  Forde- 

rungen  Yor: 

^  |  z0  =  XQ  cos  a  -  y0  sin  «  +  a , 

{  y0  -  *0  sin  #  +  y0  cos  «  +  5 . 

Dies  sind  zwei  lineare  Grleichungen  fur  ZQ,  y0.  Durch  bestimmte 
endliche  Werte  von  or0,  y0  werden  sie  nur  dann  befriedigt,  wenn 
ihre  Deterniinante 

1  —  cos  cc     sin  a 

=  2  (1  —  cos  a] 
—  sin  a     1  —  cos  a 

Yerschieden  yon  Null  ist.  Setzen  wir  daher  zunachst  cos#  4^  1, 
d.  h.  a  4=  0  Yoraus,  so  ergibt  sich  aus  (4): 

&  *0  =  I  (a  -  *  ci£  y)  ?      .?/o  =  ¥  (a  ct§  y  +  *)  • 

Dieser  Punkt  geht  deranach  bei  der  Bewegung  in  sich  iiber.  Wir 
konnen  also  die  starr  gedachte  Figur  aus  ihrer  Anfangslage  durch 
eine  Drehung  urn  diesen  Punkt.  (r0,  y0),  und  zwar  mit  dem  Dreh- 
winkel  a,  in  die  neue  Lage  uberfiihren. 

Ist  der  Winkel  a  gleich  Null,  ohne  da6  a  und  b  beide 
gleich  Null  sind,  so  lassen  sich  die  Grleichungen  (4)  nicht  durch 
endliche  Werte  von  XQ,  yQ  befriedigen.  Dann  aber  gibt  (1): 

x  =  x  +  a,    y  =  y  +  b. 

Die  Bewegung  besteht  darin,  daB  die  ganze  Figur  parallel  mit  sich 
verschoben  wird,  ist  also  eine  Schiebung.  Ist  mit  a  =  0  auch 
a  =  b  =  0,  so  lehrt  (\}3  daB  x  =  5,  y  =  y  ist,  d.  h.  daB  jeder  Punkt 
in  sich  iibergefuhrt  wird,  also  gar  keine  Bewegung  stattfindet.  Wir 
haben  daher  den 

Satz  4:    Jede   Bewegung    einer    starren    Figur    in    der 
Ebene  kann  in  ihrem  Ergebnisse  ersetzt  werden  durch  eine 
Drehung  urn  einen  festen  Punkt  oder  durch  eine  Schiebung.1 
Die  Formeln  (5)  zeigen,  daB 

(6)  a*b  +  *.'/o  =  i(«2  +  £2) 

ist.    Ist  a  «  0,  d.  L  liegt  eine  Schiebung  x  =  x  +  a9y=^y  +  b  vor, 
so  wird  die  Gerade 

(7)  az  +  b$  =  $(a*  +  W 

parallel  verschoben.    Die  Formeln  (5),  aus  denen  wir  (6)  ableiteten, 

1  Den  Greometern  des  17.  Jahrhunderts  war  dieser  Satz  wohlbekannt, 
denn  aus  der  Existenz  eines  Drehuugsmittelpunktes  im  Falle  einer  unendlich 
kleinen  Bewegung  leiteten  sie  Tangeutenkonstruktionen  fiir  ebene  Kurven  ab. 
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geben  in  diesem  Falle  fiir  x0  uad  ?/0  unendlich  groBe  Werte,  also 
nach  (6)  einen  unendlich  fern  auf  der  Geraden  (7)  gelegenen  Punkt. 
Dies  veranlaBt  uns,  die  Schiebung  x  =  x  +  a*  ?/  =  y  +  £  eine 
Drehung  urn  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  (7) 
zu  nennen.  Dann  konnen  wir  einfacher  sagen: 

Satz  5:  Jede  Bewegung  in  der  Ebene  kann  in  ihrem  Er- 
gebnisse  durch  eine  Drehung  ersetzt  werden. 

1.  Beispiel:  Sind  ABC  und  ABO  zwei  kongruente  reelle  Dreiecke  von 
gleichem  JSiime,  so  gibt  es  einen  Punkt  D  derart,  daO  eine  Drebung  von  ABC 
nm  D  dieses  Dreieck  in  ABO  uberfiihrt.     Der  Drehpunkt  D  ist  der  alien  drei 
Mittelloten    der  Strecken  A  A,  B  B,  C  C   gemeinsanie   Punkt    Unendlich    fern 
Hegt    er   nur    dann,    wenn    die   Seiten  beider  Dreiecke  einander  parallel  sind. 
Zwei  Dreiecke  ABC  und  AB6,  deren  Seiten  zwar  einander  entsprechend  gleich 
sind,  die  aber  veFSchiedenen  Umlaufungssinn  haben,  sind  in  der  Geometric  der 
Ebene  nicht  als  kongruent,  sondern  nur  als  symmetrisch  zu  bezeichnen.    Man 
kann  sie  namlich  nur  dann  miteinander  zur  Deckung  bringen,   wenn  man  das 
eine  Dreieck  ztierst  im  Raum-e  umlegt,  also  zunachst  aus  der  Ebene  entfernt. 

Die  Voraussetzung,  da8  a,  b  und  cc  reell  seien,  lassen 
wir  jiun  fallen.  Dadurch  werden  die  Begriffe:  Bewegung,  Kon- 
gruenz,  Drehung  und  Schiebung  innerhalb  der  Ebene  verallgemeinert. 
Dabei  wenden  wir  sie  dann  (wie  schon  oben  gelegentlich  auf  die 
Minimal  geraden)  auch  auf  imaginare  Gebilde  an.  Insbesondere 
werden  jetzt  bei  einer  Bewegung  reelle  Punkte  in  imaginare  und 
gewisse  imaginare  Punkte  in  reelle  iibergehen  konnen.  Daher  kann 
es  vorkommen,  daB  ein  reeller  Zweig  einer  Kurve  vermoge  einer 
Bewegung  imaginar  wird  und  ein  ganz  anderer  reeller  Zweig  zu- 
tage  tritt  Wenn  also  zwei  Kurven  miteinander  kongruent 
sind,  ist  es  nicht  notig, 
daB  gerade  ihre  reellen 
Zweige  einander  kon- 
gruent seien. 

2.  Beispiel:    Die .  reellen 
Zweige  der  beiden  Kurven,  die  ge- 
geben  sind  durcb  die  Gleichungen: 

(8)    y  =  x  +  log  x  ,    y  =  x  -  log  x , 

haben  durchaus  verschiedene  G-e-  — < 
stalt,  siehe  Fig.  5.  Trotzdem  sind 
beide  Kurven  einander  kongruent. 
Denn  wenn  man  a  «  0,  b  =  log  (—  I) 
und  a  =  TT  wahlt,  ergibt  sich  aus  (2) 
die  imaginare  Bewegung: 


Fig.  5. 

y  =  log(~  1)  -  y, 
vermoge  deren  die  erste  Kurve  (8)  gerade  in  die  zweite  Kurve  (8)  iibergeht. 

SCHBFFERS,  Diff.  I.    a.  Aufl.  2 
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§  4.   Tatigenten  einer  ebenen  Kurve, 

Zunachst  sei  eine  Kurve  mittels  einer  Gleichung 

.1;  y  =  /'(*} 

rorgelegt.  In  der  Umgebung  eines  bestimmten  Kurvenpunktes  (arc), 
(lessen  Ordinate  y0  =  f(x0]  ist,  soil  f(x)  nach  den  allgemeinea  Voraus- 
setzungen  (vgl.  S.  2)  in  eine  Reihe  entwickelbar  sein: 


r  (x,}  .  (x  -  *0)  4-  Vr  K)  •  (^  -  V;2 


Wenn  die  Ableitungen  von  f(x]   oder  y  mit  y'  y",  .  .  .    bezeicbnet 
warden,  konnen  wir  auch  schreiben: 

Mit  der  Kurve  setzen  wir  eine  Gerade  in  Beziehung,  die  durch 
den  Punkt  (XQ,  y0)  geht,  deren  Gleichung  also  die  Form  hat: 

wenn  j,  tj   ihre   laufenden  Zoordinaten  bedeuten.     Diese  Gleichung 
enthalt  noch  eine  willkiirliche  Konstante  #;    den  Eichtungskoef- 

fizienten  der  Geraden.  Insbesondere 
wollen  wir  x  so  wahlen,  da6  die  Gerade 
auch  durch  einen  zweiten  Kurveapunkt 
(xi>  !/\}  §en^  (siehe  Fig.  6);  wir  setzen 
namlich: 


Die  Gerade  ist  dann  eine  Sekante  der 
Kurve.     Riickt   der   Punkt   (xlf  yj   dem 
Fig.  6.  Punkte  (XQ}  y0)  auf  der  Kurve  immer  naher, 

nahert  sich  also  ^  ohne  Ende  dem  #0  und 

deshalb  y  =  f(xl]  ohne  Ende  dem  y0  =  /'(ar0),  so  wird  der  Wert 
von  ^  beim  Grenziibergange  zuin  Difierentialquotienten  //0',  und  die 
Gerade  nimmt  dann  die  Gleichung  an: 


0, 


Sie  heiBt  bekanntlich  die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  (a? 

1  Der  ailgemeine  Tangentenbegrifi1  wurde,  wahreud  das  Altertum  nur  die 
Tangenten  des  Kreises,  der  Kegelachnitte  und  der  archimediscbeu  iSpirale 
kannte,  im  17.  Jahrhundert  zugleich  mit  den  Gnindbegriffen  der  I  )ifferehtial- 
recbnung  gewonnen.  Zu  nennen  sind  zunachsfc  uamentlich  FEJRMAT,  DESCARTES  und 
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Sie  ist  von  alien  Geraden  durcii  den  Punkt  (JTO,  yQ]  die- 
jenlge,  die  sich  dort  tier  Kurve  am  meisten  anschiniegt 
Um  diese  Bebauptung  als  richtig  zu  erkennen.  gehen  wir  zunachst 
zu  irgend  einer  Sekante 

9  -  yQ  =  »  £  -  *0  ) 

der  Kurve  zurtick  und  betrachten  diejenigen  Punkte  auf  der  Knrve 
und  auf  der  Sekante,  die  zur  seiben  Abszisse  x  geboren.  Bei  der 
Kurve  ist  die  zugehurige  Ordinate  y  durch  (2),  bei  der  Geraden  ist 
die  zugehorige  Ordinate  tj  durcb: 

9  =  //o  +  *  (£  -  *o) 
gegeben.     Die  Differenz  beider  Ordinaten  ist  folglicb: 


-77  ^ 


Mit  x  —  XQ  verschwindet  auch  i\  beim  Grenziibergange  limx~a:0, 
und  zwar  im  allgemeinen,  namlich  wenn  %  ^p  */Q  ist,  in  derselben 
Ordnung  wie  x  —  XQ  ,  da  die  Reibe  f  iir  •/;  mit  der  ersten  Potenz  von 
x  —  ar0  beginnt.  Wenn  aber  #  ==  y0'  ist,  die  Sekante  also  zur 
Tangente  wird.  verbleibt  von  der  Reibe  fur  t?  : 

7/  ^  "2T-y<>"  ^  ""  ^^j2  +  irr//o/"  ^  ~  ^o)3  +  •  •  • 

Dann  verschwindet  7;  in  mindestens  zweiter  Ordnung.  Desbalb  eben 
sagt  man,  daB  die  Tangente  die  Kurve  im  Punkte  (ar0,  y0)  berlihrt; 
daher  heiBt  sie  aucb:  berlihrende  Gerade. 

Wir  konnen  weiter  schlieBen:  Wenn  an  der  betracbteten  Stelle 
(2r0,y0)  insbesondere  y0"  gleicb  Null  ist,  verscbwinclet  77  mit  x  —  x0  in 
mindestens  dritter  Ordnung.  Allgemein:  Wenn  an  der  Stelle  (or0,  y0) 
alle  Differentialquotienten  vom  zweiten  an  bis  zum  ?itea  gleich  Null 
sind,  verschwindet  7;  in  gerade  (n  +  l)ter  Ordnung,  sobald  y0(7i4"1}  4=  0 
ist.  Es  kommt  namlich: 


Nocb  niehr:  Wenn  iy  reell  ist,  bat  diese  imendliche  Reihe  bei  hin- 
reichend   kleinem   absolutem  Betrage  von   x  —  XQ    bekanntlich  das- 


HUYGENS.  Jedoch  eine  klare,  vollstandige  T^osuag  des  Tangentenproblema  mit 
Hilfe  der  Differentialrecimung  gab  erst  LEIBNIZ  In  seinem  1677  an  OLDENBUKG 
gerichteten  Briefe  fiir  NEWTOX  (abgedruckt  in  GERHABDT,  ,,Der  Briefwechsel 
von  GOTTFRIED  WILHELM  LEIBNIZ  mit  Mathematikern",  1.  Bd.,  Berlin  1899, 
S.  240).  Perner  ist  nocb  besonders  zu  nennen  LEIBNIZ'  ,,Nova  M^thodus 
pro  maximis  et  minimis  itemque  tangentibus  etc.*',  Acta  eruditorum 
(Leipzig  1684). 
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selb'e  Yorzeichen  wie  ihr  erstes  Glied.  Wenn  x  —  x0  das  Vorzeichen 
wechselt,  ci  h.  werm  einmal  x  <  XQ  ,  das  andere  Mai  x  >  x0  gew'ahlt 
wird,  -wechselt  (x  —  x^f*1  das  Vorzeichen  nur  dann,  wenn  n  gerade 
ist  Falls  also  ra  gerade  1st  und  eine  reelle  Kurve  vorliegt,  muB 

sie  im  Punkte  (*0,  y0)  ihre  Tangente  durch- 
setzen,  wie  in  Fig.  7.  Falls  aber  n  un- 
gerade  ist,  hat  r\  einerlei  Vorzeichen,  ob 
nun  x  >  x0  oder  <  x0  ist,  d.  L  dann  bleibt 
die  Kurve  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(ar0,  ?/0)  auf  der  einen  Seite  der  Tangente. 
Satz  6:  Die  Tangente  der  Kurve 
y=f(x]  im  Kurvenpunkte  (x0,  //0)  hat 
in  den  laufenden  Koordinaten  5,  t) 
die  G-leichnng: 

^-/w^rwfe-^)' 

1st  die  Kurve  reell  und  der  erste  nicht  versckwindende 
Differentialquotient  aus  der  Eeihe 


von  gerader  Ordnung,  so  verlauft  die  Kurve  in  der 
gebung  der  Berulirungsstelle  (or0,  y0)  auf  einer  Seite  der 
Tangente;  andernfalls  dagegen  durchsetzt  sie  dort  die 
Tangente. 

Da  die  Differenz  7]  der  Ordinaten  in  urn  so  hoherer  Ordnung 
mit  x  —  XQ  verschwindet,  je  mehr  Differentialquotienten  von  ?/0"  an 
gleich  Null  sind,  schmiegt  sich  die  Kurve  der  Tangente  um  so  mehr 
an,  je  mehr  Differentialquotienten  von  //0"  an  gleich  Null  sind,  und 
zwar  gilt  dies  auch-dann,  wenn  die  Kurve  ihre  Tangente  durchsetzt 

Im  allgemeinen  wird  in  einem  Kurvenpunkte  y"  4=  0  sein, 
d.  h.  die  Kurve  die  Tangente  nicht  durchsetzen, 

Kurvenpunkte,  in  denen  der  zweite  Differentialquotient  ?/"  gleich 
Null  ist,  heifien  Wendepunkte  oder  Inflexionspunkte1,  da  in 
solchen  Puiikten,  sobald  dort  nicht  auch  //'"  =  0  ist,  also  im  all- 
gemeinen, die  reelle  Kurve  ihre  Tangente  durchsetzt  und  deshalb 
zuerst  nach  der  einen,  dann  nach  der  anderen  Seite  gekrummt  ist. 
Die  Tangente  selbst  heiBt  dann  eine  Wendetangente  oder  In- 
flexionstangente.  Es  mufi  ,aber  bemerkt  werden,  daB  diese 


1  Diese  Kezeichuung  tritt  zuerst  bei  PERM  AT  1679  auf.  Die  Bedingung 
y" '  =  0  dagegen  hat  zuerst  LEIBNIZ  m  seiuer  ,,Nova  methodus  etc.u  1684 
(siehe  die  Anm.  zu  S.  IS)  angegebeu. 
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Bezeichnungen  deshalb  einen  Mangel  haben,  well  im  Falle  y"  =  0 
auch  y'"  =  0  sein  kann  und  dann  die  Tangente  nicht  mehr  die 
Kurve  zu  durchsetzen  braucht,  die  Kurve  also  vor  und  nach  der 
betreffenden  Stelle  in  einerlei  Art  gekriimmt  sein  kann,  daher  keinen 
eigentlichen  Wendepunkt  hat  Da  hiervon  aber  im  Falle  einer 
imaginaren  Kurve  nicht  die  Rede  sein  kann,  erscheint  es  trotz- 
dem  angebracht,  unterschiedslos  eine  Kurvenstelle  einen  Wendepunkt 
zu  nennen,  sobald  fur  sie  y"  verschwindet 

1.  Bei spiel:    Bei  der  Kurve  y  =  rcn,  die  im  Anfangspunkte  die  z-Achse 
bertihrt,   sind  im  Anfangspunkte  alle  Difierentialquotienten  bis  zum  (n  —  l)ten, 
dieser  eingesclilossen ,  gleich  Null,   wiihrend   der  ?zte  von  Null  verschieden  ist. 
Der  Anfangspunkt  ist  also,  wenn  n  >  *J  ist,  ein  Wendepunkt.    Doch  nur,  wenn 
n  ungerade  ist,  liegt  hier  ein  eigentlicher  Wendepunkt  vor. 

2.  Boispiel:     Wenn    eine  Kurve    durch    Spiegel ung   an    einem   ihrer 
Punkte  0  in  sich  tibergeht,  d.  h.  also  wenn  zu  jedem  Punkte  P  der  Kurve  ein 
zweiter,    Q,   vorhanden  ist  derart,  daB  0  die  Strecke  PQ  halbiert,  wird  der 
Punkt    0  im   allgemeinen   ein  Wendepunkt  sein.     Deun   niramt  man   ihn  zum 
Anfaugspunkte,  so  muB  die  G-leichung  der  Kurve  y  =  f(x)  ungeandert  bleiben* 
wenn  man  x  durch   —  2*  und  y  durch   —  y  ersetzt.     Also: 

y  =      x=  -     (-x). 
Hieraus  folgt: 

y' 

y"  =  /"(*)-  -f"(-x}- 

Pur  x  =  0  aber  ergibt  dies  y"  =  f"  (0)  =  -  /"  (0),  daher  y"  =  0. 

Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  sind  in  gewisser  Hinsicht 
unvollstandig.  Da  wir  aber  im  nachsten  Paragraphen  eine  all- 
gem  ein  ere  Theorie  entwickeln,  die  diese  umfa6t?  sehen  wir  hier  von 
weiteren  Auseinandersetzungen  ab.  Wir  wollen  aber  noch  die  ver- 
schiedenen  Darstellungsformen  der  Tangente  angeben:  Zunachst 
fanden  wir -die  Tangente  der  Kurve  y  =/'(#)  im  Kurvenpunkte  (a?0,  ?y0) 
in  der  Form: 

9-/'(aro)  =  rwfe-aro) 

oder  kiirzer: 

(3)  ^-yo^yo^s-^o)- 

Liegt  die  Kurve  in  der  Form  vor: 

^(ar,y)»0, 

so  finden  wir,  indem  wir  y  als  die  hierdurch  definierte  Funktion 
von  x  auffassen,  durch  vollstandige  Differentiation: 

f.  +  W-*, 

daher: 
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so  daB  die  Tangentengleicliung  lautet: 

(4)  i;°:r-^-f  /;°fe-y0)  =  0. 

Hierbei  bedeuten  F»  und  Fy»  die  Werte  von  Fx  und  Fy  fur  x  =  a-0 

und  y  «  j/G. 

Liegt  die  Kurve  in  der  Form  vor: 


so  definiert  die  erste  Gleichung  f  als  Funktion  von  *,  so  da8  nach 
der  zweiten  auch  y  eine  Funktion  von  z  ist.     Dabei  wird 
,        d  ?/  __  d  ij     d_x  ___  y'  (f) 

y  =        =        :  "      "     ""  " 


7/7 


Setsen  wir  dies  in  (3)  fur  die  Stelle  (g  der  Kurve  ein.   so  finden 
wir  als  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Punkte: 


oder  auch: 

,A,  E- 


Bezeichnen  wir   diese   beiden  langs  der  Tangente  gleichen  Briiche 

rait  t,  so  kommt: 

(7)  E  =  ^  ft)  +  t  ?/  ft),       9,  =  ^  (W  +  *  V'  ft)- 

Hier  ist  die  Tangente  mit  Hilfe  eines  Parameters  t  dar- 

gestellt,  indem  zu  jedem  Punkte  (5,  t))  der  Tangente  ein  gewisser 

Wert  von  t  gehort,  und  umgekehrt. 

Die  Tangente  bildet  mit  der  #-Achse  einen  gewissen  Winkel, 
dessen  Tangens  nach  (3)  gleich  y0r  oder  —  bei  der  allgemeiuen 
Parameterdarstellung  der  Kurve  —  nach  (7)  gleich  ^'ft^^'ft)  ist- 
Lassen  wir  den  Bertihrungspunkt  (t0)  die  Kurve  durchlaufen,  so  sind 
^o?  y&  fQ  als  Veranderliche  besser  init  ar,  y,  t  zu  bezeichnen.  Der 
Winkel  x  der  Tangente  des  veranderlichen  Kurvenpunktes  (t}  hat 
also  den  Tangens: 


Hieraus  ergibt  sich: 

f9)  cos  r  *'(t]  sin  T  = 


._ 

P'  (O2  +  V'  («* 

Die  hier  auftretende  Quadratwurzel  kam  schon  in  der  Formel  (6), 
S.  10,  bei  der  Bestimmung  der  Bogenlange  $  vor.  Deshalb  wollen 
wir  ein  fiir  allemal  festsetzen,  daB  diese  Wurzel  auch  dem  Vor- 
zeichen  nach  mit  der  bei  der  Bogenlauge  auftretenden 
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Wurzel  iibereinstimmen  soil;  was  dies  im  reellen  Falle  bedeutet, 
wird  sich  sogleich  ergeben.     Zunachst  1st  nun  nach  (5),  S.  9: 
fin  dx  d  y 

(Wj  jj  =  <*>**>     J7  =  smT' 

also  der  Tangentenwinkel  r  derselbe  Winkel  wie  in  Satz  2,  S.  12. 
Wenn  die  Kurve  re  ell  ist  und  eine  reelle  Parameterdarstellung 
x  =  <p(t\  //  =  \tj(t}  hat.  wollen  wir  sie  orientieren,  d.  h.  ihr  einen 
bestimmten  Sinn  des  Fortschreitens  beilegen:  Als  positiven  Fort- 
schreitungssinn  auf  der  Kurve  bezeicbnen  wir  denjenigen,  der  sich 
ergibt,  wenn  der  Paratneter  t  immer  groBere  Werte  als  yorher 
annimmt.  Dann  braucht  durchaus  nicht  auch  die  Abszisse  x  zu 
wachsen:  sie  tut  es  nur  so  lange,  als  dx-.dt  oder  <pr  (t)  positiv  ist. 
Daher  mogen  die  Leiden  Figuren  8  und  9  zur  Erlauterung 


Fig.  8.  Fig.  9. 

Auch  die  Tangenten  orientieren  wir  und  zwar  geometrisch,  da  sie 
sich  der  Kurve  anschmiegen,  in  dem  Sinne,  der  dem  auf  der  Kurve 
entspricht,  d.  h.  analytisch  wie  folgt:  Die  Tangente  (7)  des  Kurven- 
punktes  (/0)  soil  positiv  gerechnet  werden  im  Sinne  wachsender  Werte 
des  Parameters  t.  Unter  dem  Tangentenwinkel  T  wird  ferner  der- 
jenige  Winkel  verstanden,  um  den  sich  die  positive  o>Achse  drehen 
mu8,  um  zur  positiven  Tangente  parallel  zu  werden,  wobei  daran 
zu  erinnern  ist,  daB  die  Winkel  im  Sinne  der  Drehung  von  der 
positiven  ar-Achse  nach  der  positiven  t//-Achse  hin  positiv  gerechnet 
werden.  Nunmehr  ist  der  Winkel  r  bis  auf  ein  beliebiges  ganzes 
positives  oder  negatives  Vielfaches  von  2^  vollkommen  festgelegt, 
und  COST  und  sinr  sind  nicht  nur  proportional  cp'(t]  und  t//(£), 
sondern  auch  mit  denselben  Vorzeichen  wie  diese  beiden  Werte 
behattet,  so  daB  die  Quadratwurzel  in  (9)  positiv  angenomrnen 
werden  mufi.  Dasselbe  wurde  auf  S.  10  bei  der  Definition  der 
Bogenlange: 
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acgenommen,  so  daB  also  die  von  derStelle  (t0]  an  gerechnete 
Bogenlange  von  Null  an  wachst,  falls  ihr  Endpunkt  (t)  vom 
Punkte  [t0]  an  die  Kurve  im  positiven  Sinne  durchlauft. 

Die  im  Beriihrungspunkte  P  einer  Tangente  auf  ihr  senkrecht 
stehende  Gerade  heiBt  die  Nor  in  ale  des  Kurvenp-unktes  P.  Durch 
positive  Drehung  der  positiven  Tangente  um  P  herum  und  zwar 
um  einenrechten  Winkel  soil,  setzen  wir  fest,  die  positive  Normale 
hervorgehen.  Ihr  Winkel  v  mit  der  positiven  ;r-Achse  heifit  der 
Normalenwinkel.  (Siehe  Fig.  8  und  9,  S.  23.)  Nun  koinmt: 

v  =  T  +  \  n,     cos  v  =  —  sin  r.,     sin  r  =  cos  r,     tg  v  =  —  ctg  r, 

-w'(t)  -  v'(t)  ,  v'W 

cos  a  =    __.JL:-L=  ,    sin  i/  «    f      .  w    =  ,    tg  i/  =  —  -*—  ;  • 
a  -f  y'  (t)*  ]/  <p'  W*  +  v'  (^)2  ^  W 


Wenn  die  Kurve  ^  =  cp(t),  y  =  ^(zf)  imaginar  ist,  behalten  wir 
alle  soeben  aufgestellten  Formeln  bei.  Sie  definieren  luimlicli  T,  a 
und  v  unzweideutig,  sobald  man  nur  die  Qnadratwurzel 


dadurch  einwertig  gemacht  hat,  da6  man  fur  eine  Stelle  des  fiir  t 
erlaubten  Bereiches  willkiirlich  eine  Entscheidung  dariiber  getroffen 
hat,  welch  en  der  beiden  Werte  der  Wurzel  man  benutzen  will. 
Hierbei  setzen  wir  wie  auf  S.  10  fest,  daB  der  Bereich  von  t,  der 
ja  aus  einer  Umgebung  eines  gewissen  Wertes  besteht,  frei  von 
solchen  Stellen  t  sein  soil,  an  denen  die  Wurzel  verschwindet,  also 
eine  der  beiden  Gleichungen: 

.     9/(0±'YM  =  o 

besteht  oder  beide  Gleichungen  gelten.  Wenn  zunachst  t  =  t0  ein 
Wert  ist,  der  nur  eine  dieser  beiden  Gleichungen  befriedigt  ergibt 
sich  aus  (?)  als  Gleichung  der  Tangente  des  Punktes  (tQ): 


in  den  laufenden  Koordinaten  y  und  tj,  und  dabei  gelten  entweder 
die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren  Vorzeichen.  Eine  der- 
artige  Stelle  (*0)  hat  also  nach  S.  13  eine  Minimalgerade  zur 
Tangente.  Fortan  wollen  wir  daher  solche  Kurvenpunkte  (#0),  flir 
die  nur  eine  der  beiden  Gleichungen: 


besteht,  Minimalpunkte  der  Kurve  nennen.  Weim  ferner  (t0) 
eine  Stelle  ist,  fiir  die  beide  Gleichungen  gelten,  wird  9/(Y0)  =  0  und 
?//'(f0)  «B  0;  dann  liegt  nach  S.  4  ein  singularer  Punkt  vor.  In  diesem 
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Falle  geben  die  Gleichungen  (7)  gar  nicht  mehr  eine  Gerade,  der 
Tangentenbegriff  verfluchtigt  sich  also.  In  der  Tat  definierea  als- 
dann  auch  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  fiir  /  =  t0  gar  nicht  mehr 
einen  Winkel  r,  weil  alle  Zahler  und  Nenner  verschwinden. 

Bei  Betrachtungen,  in  denen  die  Bogenl'ange  oder  die 
Tangente  eine  Eolle  spielt,  schlieften  wir  somit  grund- 
satzlich  stets  die  Minimalpunkte  und  singularen  Punkte 
der  Kurve  aus. 

Geht  man  bei  einer  reellen  Kurve  zu  einer  neuen  Parameter- 
darstellung  der  Kurve  fiber  (siehe  S.  1 6),  so  stimmt  die  Orientierung; 
die  sich  auf  sie  bezieht,  nur  dann  mit  der  alten  Orientierung  der 
Kurve  iiberem,  weim  der  neue  Parameter  mit  dem  alten  wachst. 
1st  z.  B.  y  =  f(x]  dieselbe  reelle  Kurve  wie  x  =  <p(t}9  //  =  t/'^)?  so 
spielt  x  die  Rolle  des  neuen  Parameters.  Die  neue  Orientierung 
besteht  dann  darin,  da6  die  Kurve  positiv  mit  wachsender  Abszisse 
gerechnet  wird;  sie  stimmt  daher  mit  der  alten  Orientierung  nur 
dann  uberein,  wenn  dx:dt  oder  also  <f'(t)  positiv  ist.  AuBerdem 
treten  an  die  Stelle  der  Formeln  (8),  (9)  und  (12)  diese: 


(13) 


i  y  4. 

cos  T  =  -  y  ,     sin  T  =     ,  •      •  •  ,     tg  t  — 


l'i 

i)  =.  T  4.  i.  ft  ,     cos  v  =  —  sin  T  ,     sin  ?>  =  cos  r ,     tg  ?>  =  —  ctg  T  . 
-y'  i  ,  i 

COS  i;  =  y        .      sm «/  =  .      tg  v  — r ' 

yi  +  2//2  1/1  +  y/2  ^ 


wobei  die  Wurzel  positiv  ist. 

Nach  (8)  und  (9)  ist  der  Tangenten winkel  r  der  Kurve  x  —  (p(t), 
t/^Tff[t]  eine  bis  auf  ein  additives  ganzes  Vielfaches  von.2vT  ein- 
wertige  analytische  Funktion  von  t.  Da  wir  aber  bei  einem 
Winkel  r  wegen  der  verschiedenen  Arten,  wie  man  ihn  messen 
kann,  stets  solche  additive  Vielfache  zulassen,  konnen  wir  ihu  doch 
statt  t  als  neuen  Parameter  einfuhren.  Wegen  dy:dx  =  sinr : COST 
mtissen  alsdann  die  Ableitungen  von  x  und  y  nach  T  die  Formea 
haben : 

(14)  -^  =  ^(r)cosr,      ^  =  F(r}^-c. 

Hat   insbesondere   der   Punkt   (XQ,  ?/0)    der   Kurve    den   Tangenten- 
winkel  TO,  so  folgt: 

Satz  7:  Langs  einer  Kurve  in  derEbene  sind  die  Punkt- 
koordinaten  x  und  y  Funktionen  des  Tangentenwinkels  T 
von  der  Form: 
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'•  r //'  * 

r    __   |  £  i    COS  T  £/T  ,        //  =   '/o  +  I   ^  \TJ 

'-'        '        J  '  e,' 


sin 


falls  der  Punkt  >u?  y0)  den  TangenUnwinkel  TO  hat. 
Ween  insbesondere  langs  einer  Kurve  x  =  <JP$,  y  = 

Formel 


besteht,  konnen  wir  daraus  nach  (8)  folgern: 

tgr  =  tg*; 

d.  k  r  =  ^  +  nx,  wo  TZ  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet.  1st  n  gerade,  so  diirfen  wir  alsdann  direkt  t  als  den  Tau- 
gentenwinkel  bezeichneu;  1st  aber  n  ungerade,  so  bedeutet  t  den- 
jenigen  Winkel  der  Tangente  mit  der  ^r-Achse,  der  sich  ergibt?  wenn 
man  die  bisherige  Orientierung  der  Kurve  in  die  entgegengesetzte 
Terwandelt. 

Ferner  bedeutet  der  Parameter  t  den  Winkel,  den  die  positive 
oder  negative  Tangente  der  Kurve  mit  irgend  einer  festen  Richtung 
iii  der  Ebene  bildet,  sobald  es  eine  Konstante  a  derart  gibt,  daB 

*»-**+* 

oder: 


ist,  d.  it.  wenn 


eine   Koastante   vorstellt.     Dies   aber   ist  der  Fall,   wenn    die  Ab- 
leitung  des  Ausdruckes  verschwindet.     Somit  ergibt  sich  der 
Satz  8:  Bei  der  ebenen  Kurve 


if  =  M>  t 

bedeutet  der  Parameter  t  den  Winkel,  den  die  positive  oder 
negative  Tangente  der  Kurve  mit  einer  festen  Richtung 
bildetj  wenn  fur  alle  Werte  von  t  die  Gleichung  gilt: 


^   . 


Kurz  sei  schliefilich  der  JBegriff  der  Asymptote  erwahnt. 
Lassen  wir  einmal  die  Voraussetzung  fallen,  daB  die  auftretenden 
Funktionen  endlich  sein  sollen,  so  konnen  wir  annehmen,  flir  einen 
gewissen  Wert  f0  von  t  sei  wenigstens  eine  der  beiden  Funktionen 


Lcritkrung  uvischen  Kurven  in  der  Ebene. 


miendlich  groB,  so  da8  die  clurcli  diese  Gleieliungen  gegebene  Kurve 
einen  unendlicli  fern  en  Punkt  [tQ]  hat.  Wenn  dann  die  Glei- 
chung  (6)  oder: 

(15;  i"'r  —  ff'ij  =  <f>w'  —  Ui  (pr 

fur  t  =  /0  einen  Sinn  behalt,  d.  h.  wenn  die  Verhaltnisse: 
U>':  -^  (ff  :((f  U''  —  ?"gp') 

fur  tf  =  /0  endlich  bleiben,  stellt  die  Grleichung  (15)  die  Tangente 
des  unendlich  fernen  Punktes  der  Kurve  dar,  und  diese  Tangente 
heiBt  erne  Asymptote  der  Kurve.  Bekannt  ist  das  Beispiel  der 
Hyperbel.  Em  anderes  Beispiel  lieiert  die  liyperbolische 
Spirale,  die  dadurch  definiert  ist,  daB  bei  ihr  der  Kadius- 
vektor  r  =  ]?xz  +  //2  gleich  ist  einer  Konstanten  a,  dividiert  xuit  dem 
Winkel,  den  r  mit  der  jr-Achse  bildet  Wird  dieser  Winkel  mit  / 
bezeichnet,  so  ist  also  bei  der  byperbolischen  Spirale: 

a  a 

x  =  —  cos  t ,     //  =     -  sin  t . 

Fiir  t  =  0  wird  x  =  ^cr  und  //  =  a.     Hier  ist  allgemein: 

?//':  —  <f'  :(<f  Wf  —  U>  <f')  =  (t  cos  t  —  sin£):(£  sint  +  cos  t}:a, 

und  fur  t  —.  0  reduzieren  sich  diese  Verhaltnisse  auf  0 :  1 :  a,  so  daB 

nach  (15) 

t)  =  a 

die  Gleichung  der  Asymptote  ist. 

Noch  sei  bemerkt:  Je  groBer  t  wird,  desto  kleiner  wird  hier 
r  =  a  :  t  Die  hyperbolische  Spirale  windet  sich  daher  unendlich  oft 
um  den  Anfangspunkt,  und  die  Windungen  werden  fiir  lim  t  =  ex: 
unendlich  eng.  Einen  solchen  Punkt  wie  hier  den  Anfangspunkt 
nennt  man  einen  asymptotischen  Punkt  der  Kurve. 

§  5.    Beriihrung  zwischen  Kurven  in  der  Ebene. 

Haben  zwei  Kurven  c  und  c  in  der  Ebene  einen  Punkt  P 
gemein,  so  sagen  wir,  daB  sie  einander  in  P  in  gerade  nter  Ord- 
nung  bertihren,  sobald  folgendes  eintritt: 

Auf  c  wird  ein  veranderlicher  Punkt  A  in  der  Umgebung  von  P 
angenommen;  es  soil  nun  moglich  sein,  ihm  einen  ebenfalls  ver- 
anderlichen  Punkt  21  auf  c  in  der  Umgebung  von  P  so  zuzuordnen. 
dafi,  falls  A  langs  c  nach  P  strebt,  auch  21  langs  c  nach  P  strebt  und 
dabei  erstens  die  Strecken  PA  und  P$L  in  gleicher  Ordnung  ver- 
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scfawinden    und    zweitens    die    Strecke    ^«,    verglichen    mit    der 
Strecke  PJ.   in  gerade  (n  +  l)ter  Ordnung   verschwindet,  d,  h.  daB 

die  beiden  Grenzwerte 

,.      P&  iv        AW, 

hm_    und     lim-^ 

endlich  nnd  von  Null  verschieden  bleiben,1  siehe  Fig.  10. 

Unsere  Aufgabe   wird  es  sein,   dies   analytisch  zu  formulieren, 
die  analytischen  Merkmale  daffir  zu  gewinnen  und  uberdies  zu  zeigen, 
daB  die  in  dem  letzten  Paragraphen  betrachtete 
Beruhrung  von  Kurve  und  Tangente  auch  unter 
diesen  neuen  Begrifi'  fallt.      Wir  setzen  dabei 
ausdrucklich  voraus,  daB  der  gemeinsame  Punkt 
Pig.  10.  P  auf  keiner  der  beiden  Kurven  ein  Minimal- 

punk't  orler  ein  singuliirer  Punkt  sei  (wie  auf  S.  25). 
Werden  die  beiden  Kurven  durch  die  Gleichungenpaare 

(1)  x  =  <p(t),    y=*q(t)    nnd     £  =  /'(0,     t)=^W 
dargestellt  und  gehort  zu  den  Werten  *c   nnd   t0   der  Parameter  t 
und  t  ein   gemeinsamer  Punkt  P  oder  (*0,  //0)   beider   Kurven,    so 
ist  also: 

(2)  *0  =  9>  (0  =  AO  *    3/o  =  V  Co)  =  ff  (fo) 
und  liberdies 

(3)  9>'(03  +  V'(tf4=0,     f'W  +  ff'W^O. 

Der   auf  c   in    der  Utngebung  von  P  gewahlte  Punkt  A   habe   die 
Koordinaten  x,  y  und  den  Parameter  tQ  +  At.     Dann  ist: 


" 


i[ 

Dem  Punkte  A  wird  nun  ein  Punkt  31  oder  (5,  t))  mit  einem  Para- 
meter t0  +  At  dadurch  zugeordnet,  daB  man  At  als  eine  Funktion 
von  A  t  annimmt,  die  fiir  A  t  =  0  verschwindet,  weil  ja  21  mit  A 
zugleich  nach  P  wandern  soil,  Demnach  setzen  wir  eine  Eeihen- 
entwicklung  an: 
(5)  Ai  =  ^At  +  h.At*+.... 


-  CATJCFY  verlangt  in  seinen  ,,Le9ons  sur  les  applications  du  calcul 
infinitesimal  ti  la  g^om^trie",  1.  Bd.,  Paris  18267  daB  der  Winkel  APR 
in  der  ^ton  Ordnung,  verglichen  mit  der  Strecke  PA,  verschwinde,  und  nimrnt 
iiberdies  PA  =  P$l  an.  Man  kommt  auf  Gmnd  dieser  Deitnition  zu  denselben 
Bedingungen  wie  oben. 
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indem  wir  an  die  auf  S.  2  tiber  die  Funktionen  gemachten  Voraus- 
setzungen  erinnern.  Entsprechend  den  Formeln  (4)  ergeben  sich  fiir 
die  Differenzen  der  Koordinaten  von  SI  und  P  die  Entwicklungen  : 


(6) 


Es    branchte    kaum    bemerkt    zu    werden,    daB    #0',  a:,,",  .  .  .    und 

y0'»  y0">  •  •  -  in  (4)  und  £o'>  &>  •  •  •  und  9u'»  9o"f  -  -  •   in  (6)   di€   A-b" 
leitungen  der  Werte  (1)  von  x,  y,  j,  5    fiir   £  =  ^0    bzw.    t  =  t0    be- 

deuten.     Subtraktion  der  Gleichungen  (6)  von  den  GHeichungen  (4) 
liefert  die  nachher  anzuwendenden  Formeln: 


fur  die  Differenzen  der  Koordinaten  der  Punkte  A  und  9t. 
Nach  (4)  ist  das  Quadrat  der  Strecke  P  A  : 


Wegen  der  ersten  Voraussetzung  (3)  oder  ^0/2  +  y0'2  4=  0  bleibt  also 
PA:  At  fiir  lim  At  =  0  endlich  und  von  Null  verschieden.  Ebenso 
bleibt  P^:At  fiir  lim^t  =  0  endlich  und  von  Null  verschieden. 
Wegen  der  Beziehung  (5)  zwischen  At  und  At  folgt  hieraus,  daB 
P  2t :  P  A  fiir  lim  A  t  =  0,  d.  h.  fiir  lim  P  A  =  0  nur  dann  endlich 
und  von  Null  verschieden  wird,  wenn  die  Zahl  ^  4=  0  ist,  Indem 
wir  also  ^  4=  0  anzunehmen  haben,  wird  die  erste  der  beiden  auf- 
gestellten  Forderungen  befriedigt.  Da  nun  PA  fiir  limJ£=0  in 
derselben  Ordnung  wie  A  t  verschwindet,  kann  die  zweite  Forderung 
so  gefaBt  werden:  Es  soil 

ll  Tf\       

ii  m     -— — 

A  t  =  0  «  * 

einen  endlichen  und  von  Null  verschiedenen  "Wert  haben. 
Da  wir  auch  imaginare  Kurven  zulassen,  miissen  wir  aber  noch 
eine  Einschrankung  machen:  Die  gesetzmaBige  Zuordnung  zwischen 
den  Punkten  A  und  21  der  beiden  Kurven  lieBe  sich  insbesondere 
so  wahlen,  daB  man  die  Kurven  mit  einer  Schar  von  Minimal- 
geraden  schnitte  und  alsdann  diejenigen  beiden  Punkte  A  und  21 
einander  zuwiese,  in  denen  eine  derartige  Gerade  beide  Kurven 
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trifft  Dann  wiirde  aber  die  Strecke  A^l  als  Stuck  einer  Minimal- 
geraden stets  gleich  Null  sein  (siehe  S.  12),  es  wiirde  also  keine 
Zahl  n  geben,  fur  die  sich  die  zweite  Forderung  erfiillen  lieBe.  In 
der  Definition  der  Beriihrung  nieT  Ordnung  liegt  also  noch  die  Vor- 
aiissetzung,  daB  die  Gerade  J31  keine  Minimalgerade  sei. 
Unter  dieser  Voraussetzung  gilt  ein  im  reellen  allerdings  soforb  ein- 
leuchtender  Satz,  der  jedoch  bei  imaginaren  Gebilden  noch  bewiesen 
werden  muB: 

Strebt  eine  Strecke  ^21,  ohne  auf  einer  Minimalgeraden 
zu  liegen,  nach  Null,  so  sind  ihre  Projektionen  auf  die 
beiden  Achsen  so  beschafferi,  daB  eine  von  ihnen  in  der- 
selben Ordnung  wie  J9t  nach  Null  strebt,  wahrend  die 
andere  in  derselben  oder  in  hoherer  Ordnung  nach  Null 
streben  kann. 

Bildet  A$t  namlich  mit  der  #-Achse  den  Winkel  a,  so  ist 
tga  =|=  z  und  =j=  —  2,  weii  AW,  nicht  auf  einer  Minimalgeraden  liegen 
soil,  so  daB  aus: 

tsrcc  1 

sin  a  =  — ~g — ~ —      cos  ct  =  — =-— — — 
|/i  +  fg*o  yi  +"tg»« 

folgt,  daB  siua  und  cos  a  enclliche  Werte  haben,  und  aus 

daB  wenigstens  eine  der  beiden  Grofien  sin#  und  cos  a  von  Null 
verschieden  ist.  Da  sich  die  Projektionen  von  A  81  auf  die  Achsen 
durch  Multiplikation  mit  cos  a  bzw.  sino?  ergeben,  liegt  hierin  dor 
Beweis  der  Behauptung. 

Nun  sind  die  Diflterenzen  (7)  diese  beiden  Projektioucn.  Mithiu 
tritt  eine  Beriihrung  in  gerade  nicr  Ordnung  ein,  wenn  eine  dicuer 
Differenzen  mit  A  t  in  der  (n,  +  l)teu  Ordnung  uud  die  andere  in 
derselben  oder  in  hoherer  Ordnung  fur  lim  A  t  »  0  verschwindet 
Weii  aber  At  den  Wert  (5)  hat,  gehen  die  Ausdrucke  (7)  nach  der 
Substitution  des  Wertes  (5)  in  Reihenentwickluugen  nach  gauxen 
positiven  Poten^en  von  At  allein  Tiber.  Dem  nach  ist  m  ibrdern, 
daB  beide  Eeihen  von  der  ersten  bis  niQU  Potenz  von  At  Irei  werdon, 
aber  wenigstens  eine  ein  von  Null  verschiedenes  Glied  mit  der 
(»+l)tcu  Potenz  von  At  babe.  AuBerdem  folgt,  daB  n  nolwundig 
eine  ganze  positive  Zahl  sein  muB.  Somit  gilt  tier 

Satz  9:  Haben  zwei  Kurven 

einen  Punkt  (ar0>i//0)  gemein,  der  fur  keine  der  beiden  Kurveu 
ein  Minimalpuukt  oder  singular  1st,  so  beriihron  Bio  ein* 
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ander  daselbst  in  gerade  nter  Ordnung,  \venn  man  Zahlen 
;t1?  Aa,  .  .  .  An+j5  von  denen  ^  ^0  1st,  so  bestimmen  kann, 
da8  die  Reihen  nach  Potenzea  von  At,  die  aus 

*  -  *  -  TT  (**'  J'  ~  £<>'  Jt)  -1"  ••-•!  «'  ^  ~  J"''"  J  {']  +  '  '  '  ' 

?/  ~  "  =  TT  &<>'  ^  *  -  V  ^  0  +  TT  <•'/«"  J  i2  ~  ^'" 
durch  die  Substitution 


hervorgehen,  frei  von  der  ersten  bis  ?^teu  Potenz  von  At 
werden,  aber  wenigstens  eine  von  beiden  uicbt  auch  YOE 
der  (n  +  l)tra  Potens  von  At  frei  \vird.  Dabei  bedeuteu 
aru',  //0'  usw.  die  Ableitungen  von  x  und  y  nach  t  und  j0',  tj0'  usw. 
die  von  f  und  i;  nach  t  fiir  den  gemeinsameu  Puukt  beider 
Kurven. 

Hierbei  baben  wir  Xw+a,  A/i+v  .  .  .  obne  weiteres  gleich  Null  an- 
nehmen  dtirfcu,  well  ja  diese  ZaLlen  iu  den  Gliedern  der  Reihen 
bis  55  u  den  (/*  +  l)tl'n  Potenzen  voii  A  t  gar  nicht  vorkommen. 

'Weil  \  4:  0  sein  soil,  Iblgt  aus  (5),  daB  aucli  uingekehrt  At 
als  Potenzreihe  vou  A  t  dargestellt  werden  kann.  Man  schlieBt 
dartius  leicht,  daB  die  fiir  eine  Beriihrimg  in  gerade  ??i|jr  Ordnung 
Lervorgelieuden  Merkmale  dieselben  bleiben  iniissen,  tails  man  die 
beiden  Kurven  miteinander  vertauscht.  Da  die  urspriliiglich  fiir 
eine  solche  Beriihrung  Ibrinnliorten  Bedingungen  voni  Koordinaten- 
systom  und  der  Parameterdnrstellung  der  beideu  Kurven  unabhangig 
sind,  schliolit  in  tin  ibrner,  daB  die  hervorgolieuden  aualytiacbou  Merk- 
male ebenialls  cine  vom  Koordinateusystom  und  der  Parameter- 
darstellung  unabbiingige  JBecieutung  huben  miissen. 

Folgericbtig  ware  es  siu  sagcn,  dali  xwei  Kurven,  die  emeu  Puukt 
gcmom  luibeii,  dort  stcts  eine  Beriihrung  von  mi-ndestens  nullter 
Ordnung  miteinander  eingehen.  Ma,n  spricht  jedocb  nur  dann  von 
einer  Berilhruug,  wenn  die  Orilimngw/ahl  n  miiidestena  gleich 
Eins  1st,  d.  h.  wenn  es  Werie  #0  und  t0  von  t  und  t  gibt,  fiir  die 
nicht  imr 

(«)  ^o  =  So»      .Vo  =*  9o 

1st,  ftoudern  nach  Satz  9  fur  n**l  auch  oine  Zahl  >tx  4=  °  vorhanden 
i8t,  derart,  dali  • 

(9)  V-^ilV-0!       .Vo'-ii^-O 
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wird,  d.  h.  wenn  yQ'  :  xQr  gleich  r>0':£0'ist,  anders  ausgedruckt:  wenn 
die  Kurven  im  gemeinsamen  Punkte  dieselbe  Tangente 
haben  (vgL  8.  22).  Soil  die  Beriihrung  von  mindestens  zweiter 
Ordnung  sein,  so  muB  es  nach  Satz  9  auBerdem  eine  Zafal  \ 
derart  geben,  da  8 

-  W  +  V-  V  *o"=  °>  -  *2  l)o'  +  9o"-  V   V  =  ° 

oder 

<=  V  So"  +  A2£0',      //o"  =  V2  JJ0"  +  *2  V 


wird.     Noch   umstandlicher  warden  die  Bedingungen   fur   eine  Be- 
ruhrung  in  mindestens  dritter  Ordnung, 

Wird  als  zweite  Kurve  c  die  Tangente  der  ersten  Kurve  c  im 
Punkte  (XQ,  y0)  angenommen,  so  hat  sie  nach  (7),  S.  22,  die  Grlei- 
chungen  : 


so  dafi  t0  =  0  wird.  Hier  ist  j0'  ==  a?0',  90'  =  y0',  also  (9)  fur  ^  =  I 
erfiillt,  was  daher  besagt,  da8  die  Tangente  die  Kurve  in 
mindestens  erster  Ordnung  beriihrt.  Auf  S.  20  haben  wir 
(vgl.  Fig.  7)  solche  Punkte  A  und  2t  der  Kurve  c  und  ihrer  Tangente  c 
einander  zugeordnet,  denen  dieselbe  Abszisse  x  zukommt,  so  daft 
damals  die  Strecke  ^21  nichts  anderes  als  die  Ordinatendifferenz 
war.  Die  dort  angestellte  Betrachtung  lehrt  somit,  daB  die  Kurve 
y-=a/'(.T)  -an  der  Stelle  (#0)  von  ihrer  Tangente  in  ger«a,de  wter 
Ordnung  beruhrt  wird,  wenn  /',  •  1..  y(n)  fiir  x  =  or0  ver- 
schwinden,  dagegen  y(n+v  fiir  x  =  XQ  von  Null  verschiederi 
ist.  Nach  S.  20  erhellt  ferner,  daB  man  die  Wendepunkte  der 
Kurve  c  als  diejenigen  Stellen  definieren  kann,  an  denen  sie 
ihre  Tangente  in  mindestens  zweiter  Ordnung  beriihrt 
Diese  Definition  ist  sogar  umfassender  als  die  frtihere,  weil  sie  aueh 
fur  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Tangenta  zur  y-Achse  parallel 
ist.  Das  allgemeine  Kennzeichen  der  Wendepunkte  ergibt  sich,  woil 
schon  ^  =  1  hervorging  und  £0"  =  t)t/'  =  0  nach  (11)  wird,  aus  (10)  so: 

V/=s*2*o'>      ffo"  ^  ^/V- 
Elimination  an  A2  liefert  also  den 

Satz  10:  Die  Kurve  x**(p(t},  y  **  ift(t)  wird  von  ihreu 
Tangenteu  an  denjenigen  Stellen  in  mindestens  xweiter 
Ordnung  beruhrt,  d.  h.  sie  hat  an  denjenigen  Stellen  Wende- 
punkte,  wo  die  Bedingung  erfullt  ist; 

x  y"  —  y  x'  =  0  . 
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Beispiel:  Die  Kurve  y  =  y x  geht  durch  den  Anfangspunkt  und  hat 
dort  einen  Wendepunkt,  dessen  Tangente  die  t/-Achse  1st,  wie  man  sofort  aus 
x  —  y8  und  dem  ersten  Beispiele  auf  S.  21  sieht.  In  Parameterdarstellung 
konneii  wir  schreiben:  x  —  t3,  y  =  t>  so  daB  wir  nach  Satz  10  die  Bedingung 

3*8.0  -  1-6*  =  0 
anzusetzen  haben,  die  fiir  t  =  0  in  der  Tat  erfiillt  ist. 


§  6.    Merkmaie  fiir  die  Beriihrung  bei  besonderen  Darstellungs- 
formen  der  Kurven. 

Liegen  die  Gleichungen  der  Kurven  c  und  c  in  der  Form  vor: 


uud  haben  die  Kurven  den  Punkt  mit  der  Abszisse  XQ  gemein,  d.  h. 
^  f(xo)  ™  ff(xo)  —  //o»  so  vereinfacken  sich  die  Bedingungeu  fur  eine 
Beriihrung  in  mindestens  nter  Ordnung  bedeutend.  Jetzt  uainlich 
sind  x  und  j  die  Parameter  t  und  t,  da  sich  die  Kurveu  so  dar- 
stellen  lassen.: 

x  =  t,     //  =  f(t]     und  j  =  t,     i)  = 


Die  Reihen  des   Satzes  9,  S.  30,  lauten  hiernach    in    diesem   Falle 
wie  folgt: 

f  x  -  1-=  At—  Al, 


Hierin  muB 


eingesetzt  werden.     Dann  aber  bcffinut  or  —  r  erst  mit  der  (»+l)tea 
Poteuas  von  A  t,  wenu  Ar  «  1,  ^  =  I{  =  .  .  .  -  An  «  0  ist,  so  daB  also 


zu  setxen  ist    Nun  nimint  //  —  l)  nach  der  Substitution  dieser  Reihe 
die  Form  an: 

f  //  -  «  =  A  (//„'  -  VI  ^  '  +  a,  C'/o"  -  9«")  ^  ^2  + 

(ii) 


wobei  aber  die  Glietler  hoherer  als  7itw  Ordnung  nicht  so  einfach 
gestaltet   sind.    Wir  brauclien  sie  gar  nicht  auzugebeu,   denn  wir 

KUH,  Ditt',  I,  3.  Auil,  ^ 
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haben  nur  noch  zu  verlangen,  da8  die  Glieder  erster,  zweiter,  .  .  . 
nter  Qrdnung  gleich  Null  seien,  woraus  folgt: 

//o'-9o'>  yQ"  =  *)o">  •••   //ow=a9ofn)- 

Beachten  wir,  da8  t  =  or,  t  =  j  1st,  so  konnen  wir  demnach  sagen: 
Satz  11:   Haben  die  beiden  ebenen  Kurven: 

/  =  und     9  = 


den  Punkt  mit  der  Abszisse  XQ  gemein,  so  beriihren  sie 
einander  in  diesem  Punkte  in  mindestens  wter  Ordnung, 
wenn  die  Ableitungen  von  y  nach  x  mit  den  entsprechen- 
den  Ableitungen  von  t)  nach  £  bis  zu  denen  7zt(?r  Ordnung 
einschliefilich  fiir  x  =  j  =  XQ  tibereinstimmen. 

Der  Punkt  mit  der  Abszisse  .r0  +  Ax  hat  bei  der  ersten  Kurve 
die  Or  din  ate 


bei  der  zweiten  die  Ordinate: 


Hierin  aber  stimmen  jetzt  die  Glieder  bis  zur  nten  Potenz  von  Ax 
uberein,  so  da8 

y  -  9  =  (^TijrW^^  -  t)0rn+1))4*n+I  +  ••• 

1st  Wie  wir  auf  S.  20  zur  Ableitung  des  Satzes  6  schlossen,  konnen 
wir  also  auch  hier  folgern:  Liegen  reelle  Kurven  vor  und  wechselt 
A  x  sein  Zeichen,  so  gilt  dasselbe  von  der  Ordinatendifferenz  //  —  \) 
wenn  n  gerade  ist,  sonst  nicht,  vorausgesetzt,  daB  der  absolute  Betrag 
von  Ax  hinreichend  klein  gewahlt  wird  Daher  ergibt  sich  der 

Satz  12:  Wenn  zwei  reelle  ebene  Kurven  einander  in 
gerade  wter  Ordnung  beriihren,  durchsetzen  sie  einander 
an  der  Beruhrungsstelle,  falls  n  eine  gerade  Zahl  ist, 
sonst  nicht. 

Wir  sehen  hieraus  wieder  (wie  auf  S.  32),  daB  wir  in  Satz  6  des 
§  4  tatsachlich  die  Beriihrung  nter  Ordnung  zwischen  einer  Kurve 
und  leiner  Geraden  vor  uns  batten. 

Wenn  wir  von  der  Annahme  ausgehen,  daB  die  Punktkoordi- 
naten  der  beiden  Kurven  durch  Bogenliingen  *  und  §  als  Para- 
meter ausgedriickt  seien; 


>  //  *  ^  W    und    f  ^  /'(g)?  q^ff  (j), 
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vereinfachen  sich  ebenfalls  die  Bedingungen  fiir  die  Beruhrung  in 
hoherer  Ordnung  bedeutend. 

Wenn  namlich  die  Kurven  einander  in  P  tiberhaupt  beriihren, 
also  dieselbe  Tangente  haben,  sind  einerseits 

,  _  dx          ,  __  dy 
X  ~  ¥7'      y   ~"d7 
und  andererseits 


Kosinus  und  Sinus  des  Tangentenwinkels.  Da  aber  der.  Winkel  fur 
beide  Kurven  verschiedenartig  gemessen  sein  kann,  1st  dann  an  der 
gemeinsamen  Stelle  entwederar'  =  j'  und  y  =  $  oder  x  =  —  j', 
y  =  —  t)'.  Liegt  der  zweite  Fall  vor,  so  kommt  man  docn  zu  dem 
erstea  zuriick,  wenn  man  bei  der  zweiten  Kurve  den  Parameter  —  6 
einfuhrt,  da  ja  mit  §  auch  —  §  die  Bogenlange  vorstellt,  weil  sie 
von  einer  Quadratwurzel  abhangt.  Wir  nebmen  also  vorlaufig  .r0/~  ^\ 
t/^  =  t)0'  an  der  gemeinsaraen  Stelle  an. 

Die  Bedingungen  (9),  S.  31,  fiir  die  Beriibrung  in  mindestens 
erster  Ordnung  geben  dann  ^  =  1.  Da  nun  nach  Satz  1,  S.  11,  fiir 
alle  Werte  von  s  bzw.  I 

(3)  *'*  +  /*-!,     j'*  +  9/2=l 

ist,  folgt  bieraus  durch  Differentiation  nach  s  bzw.  § 

(4)  x'  a/'  +  //  //  '  -  0  ,     j'  x"  +  t)'  9"  -  0  . 

Die  Bedingungen  (10)  auf  S.  32,  die  fur  die  Beriihrung  in  mindestens 
zweiter  Ordnung  noch  hinzutreten,  nehnien  wegen  ix  =  1  die  Form  an: 


*0      ~co 

Beachten  wir  aber  die  Gleichungen  (3)  mid  (4),  so  folgt  ^  =  0  und: 

DaB  dasselbe  einfache  Ergebnis  auch  fiir  Berflhrung  in  beliebig 
hoher  Ordnung  gilt,  kftrinen  wir  durch  den  SchluB  von  n  —  1  auf  n 
dartun:  Wir  nehmen  an,  wir  h&tten  bewiesen,  daB  die  beiden  Kurven 
einander  in  mindestens  (n  —  l)ter  Ordnung  berlihren,  wenn: 

ro  ^  *Jo  >      //o    **  %  >  "  *  '       ,''/oln"  }  ***  ^o  tt~ 
ist,  und  es  hatte  sich  auBerdem  ergeben: 


36  Erster  Absehnitt:    Kurven  in  der  Ebene. 

Soil  nun  Beriihrung  in  mindestens  wter  Ordnung  eintreten,  so  geltea 
zunaehst  diese  Formeln.    Danach  1st: 


(--4^ 


worin  nun 

(6)  J£  «  Jj  +  J^  Jan  +  .;  . 

zu  setzea  ist.  Dann  aber  zeigt  sich,  daB  beide  Entwicklungen  erst 
mit  Grliedern  von  nter  Ordnung  beginnen.  Wir  haben  deshalb  zu 
fordern,  dafi  diese  beiden  Glieder  verschwinden.  Dadurch  er- 
gibt  sich: 

,  -  W  +  *o(W)  -  I0(n)  «  °?          -  ^V  +  y0(B)  -  ^o"  =  0, 

also: 

(7)  *ow  „  So«  +  ln  so>,      yow  „  V»>  +  ^  ^;. 
Hieraus  folgt  waiter  wegen  (5): 

V  V  +  Vyow  =  io's0(li)  +  *>'  !»ow  +  ^,  fe/a  +  O 

oder  also  nach  (3): 

(8)  ar0'  ^^  +  y0'y0<«>  =  So'  J()w  +  ^  ^  +  ^ 

Man  erkennt  jedoch  durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Formeln  (4) 
nach  5  bzw  §,  dafi  sich 


•  y'  y(n]  und  i'  £(n)  -f  i)'  i)(u) 
durch  die  Differentialquotienten  niedrigerer  als  it**  Ordnung  aus- 
driicken  lassen.  Da  diese  aber  nach  (5)  fur  den  gemeinsamen  Punkt 
bei  beiden  Kurven  die  gleichen  Zahlenwerte  haben,  sind  auch  die 
beiden  vorstehenden  Surnmen  fur  den  gemeinsamen  Punkt  einander 
gleich.  Aus  (8)  schliefien  wir  deshalb  ln  =  0  und  aus  (7); 

Hiermit  ist  der  SchluB  von  n  —  1  auf  n  beendet 
Beachten  wir  nun  noch,  daB  die  Ableitungen 

^    f,    l'",  - . .    und    i)',    if,    if, ,  .  . 

ubergehen,  sobald  t  durch  -  §  ersetet  wird,  so  ergibt  aich  tier 
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Satz  13:    Haben  die  beiden  Kurven 

*  =  V  Mi     //  =  ^  W     u*d     5  =  /•(«),     t)  =  y  (8), 

bei  denen  5  und  §  Bogenlangen  bedeuten,  einen  Punkt 
(.v  =  $0,  §  =  S0)  gemein,  so  beriihren  sie  hier  einaader  in 
mindestens  wter  Ordnung,  wenn  die  Bedingungen  erfiillt  sind: 

*o'  -  ±  Jo'.     <'==  ?o">     V-  ±  £o'">  -  -  •     *o(n)  =  (± 

//o'  -  ±  V>     ^0"  =  V*    :'/o'"  =  ±  9o'"  •  '  •     2/o<n) 
und  zwar  gilt  dabei  entweder  uberall  das  obere  oder  iiberall 
das  untere  Vorzeichen.  : 

Da  in  diesem  Falle,  wie  sich  ergafy  Aj  =  1,  dagegen  J^  =  0,  .  . . 
An  =  0  ist  und  da  wir  alle  iibrigen  Zahlen  A  gleich.  Null  annehmen 
konnen  (vgl.  S.  31),  diirfen  wir  jetzt  nacb  (6)  insbesondere 
A  %  =  A  s     oder     A  Z  =  —  A  s 

wahlen.  Die  Definition  der  Beruhrung  in  mindestens  it**  Ordnung 
in  §  5  gibt  folglich  den 

Satz  14:  Beriihren  zwei  Kurven  c  und  c  einander  in 
einem  gemeinsamen  Punkte  P  in  gerade  wter  Ordnung,  so 
haben  sie  in  P  zunachst  dieselbe  Tangente.  Tragt  man  dann 
aufdenKurven  c  und  c  von  P  aus  nach  derselben  Bichtung 
der  Tangente  hin  gleich  lange  Bogen  auf  bis  zji  Punkten 
A  und  2t,  &o  verschwindet  die  Strecke  J9t  in  der  (/z+l)teQ 
Ordriung,  sobald  cler  aufgetragene  Bogen  in  der  ersten 
Ordnung  verschwindet, 

Noch  sei  ein  Satz  angegeben,  der  sofort  aus  Satz  11  folgt: 

Satz  15:  Beriihrt  eine  Kurve  c  zwei  andere  Kurven  ^ 
und  ct>  in  einem  gemeinsamen  Punkte  P  in  wtet>  Ordnung,  so 
beriihren  auch  ^  und  c2  einander  dort  in  mindestens  nter 
Ordnung. 

Uberhaupt  gilt  der 

Satz  16:  Wenn  drei  Kurven  ein  und  denselben  Punkt 
gemein  haben  und  einander  dort  beriihren,  so  sind  von  den 
Ordnungszahlen  der  drei  Beriihrungen  zwei  einander  gleich, 
wahrend  die  dritte  entweder  auch  jenen  beiden  gleich  oder 
aber  groBer  ist 

Haben  zwei  Kurven  z.  B.  in  JP  dieselbe  Wendetangente,  so  be- 
rtihren  sie  einander  dort  in  mindestens  zweiter  Ordnung, 

Aus  der  Definition  cler  Beriihrung  ntcr  Ordnung  oder  auch  aus 
Satz  14  folgt  noch,  da6,  wenn  eine  reelle  Kurve  a  zwei  andere 
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reelle  Kurven  b  und  c  in  demselben  Punkte  P  in  nter  bzw.  (»  +  *7z)ter 
Ordnung  beriihrt,  sie  alsdann  in  der  Umgebung  von  P  der  Kurve  c 
am  nachsten  ist. 

Von  zwei  Kurven,  die  einander  in  hoherer  als  erster  Ordnung 
beriihren,  sagt  man  wohl  auch;  da8  sie  einander  oskulieren. 
Doch  steht  dieser  Sprachgebrauch  nicht  fest  (siehe  S.  45). 

An  einer  spateren  Stelle,  in  §  10,  werden  wir  in  der  Lage  sein, 
dem  allgemeinen  Satze  liber  die  Beriihrung  ?zter  Ordnung  zwischen 
zwei  Kurven  noch  eine  neue  Fassung  zu  geben. 

§  7.    Beruhrung  von  Kurve  und  Kreis. 

Wir  wenden  die  allgemeine  Theorie  des  §  5  auf  eine  beliebige 

Kurve 


und  einen  Kreis  an.    Der  Kreis  habe  die  laufenden  Koordinaten 

;r,  t),  und  es  seien  #,  b  seine  Mittelpunktskoordinaten,  r  der  Radius, 

Mit  Hilfe  des  Zentriwinkels  t  lauten  die  Gleicbungen  des  Kreises 

(vgl.  2.  Beispiel?  S.  8)  so: 

(2)  j  =  a  +  rcost,         9  =  /;-)-  r  sin  t. 

Hier  ist 

j'  =  —  rsint,     t)'  =  rcost,     j"=  —  rcost,     t)"=  —  rsint. 

Verlangen  wir,  daB  der  Kreis  die  Kurve  in  mindestens  zweiter  Ord- 
nung beriihre,  so  haben  wir  nach  §  5  zu  fordern,  da8  es  em  Werte- 
paar  t,  t  gebe,  fiir  das  die  Werte  (1)  mit  den  Werten  (2)  iiberein- 
stimmen  und  die  Gleicbungen  (9)  und  (10)  auf  S.  31,  32  bestehen. 
Wir  baben  also  die  sechs  Bedingungen: 

cp  =  a  +  rcost,  y/  =  b  -f  rsint; 

y>'  =  —  ^  r  sin  t  ,  -iff  =  ^  r  cos  t; 

(jr/'=  —  ij  rcost  —  A2-r  sin  t?      ^^  ~  ^?  rsint  +  l^r  cos  t. 

Ist  t  irgendwie  gewahlt,  so  sind  dies  sechs  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  t,  a,  b,  r,  \  und  A2.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
kounen  wir  wegen  der  beiden  vorhergehenden  so  schreiben; 


denn  es  ist  ^  =)£  0,  und  hieraus  folgt: 

1  -  tfv"-tf 

1  ""     ^4  -f  vra 
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Also  geben  die  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Gleichungen: 

a        g> *  +  y"   _      (y"  +  ^ V 

A?  foV'-VVT    * 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  endlich  geben  mit  Riicksicht  auf  die 
in  der  zweiten  Zeile: 


£-M£       ^ 


Auch  kann  man  noch  A2  und  t  berechnen.    Doch  brauchen  wir  diese 
Werte  nicht.    Hiermit  gelangen  wir  zu  dem 
Satz  17:    Der  Kreis,  der  die  Kurve 


in  ihrem  Punkte  (t)  in  mindestens  zweiter  Ordnnng  beriilirt, 
hat  den  Mittelpunkt  mit  den  Koordinaten: 

ff/»  +  W'*  ,  0)/2  -I-  W'2 

a  s=  <r  --  /  7/       ,    x/  '/'  ,     *  =  V  H  --  /    //       /    //  V  » 
^         9/  y"  —  i//'  93      r  y  '          <p  y    —  ip  <p"   r  ' 

und  das  Quadrat  seines  Radius  ist: 

^^    w-  +  ^y 

(<jr/  ^"  -  y'  ^")* 

Dieser  Kreis  wird  nach  Satz  12,  S.  34,  die  Kurre  im  Be- 
riilirungspunkte  (xt  y)  im  allgemeinen  durchaetzen  ,  wenn  die  Kurve 
und  also  auch  der  Kreis  reell  ist;  er  ist  aber  stets  von  alien  Kreisen 
derjenige,  der  sich  an  dieser  Stelle  der  Kurve  am  besten  anschmiegt. 
Er  heiBt  derKriimmungskreis,  Schmiegungskreis  oder  Oskula- 
tionskreis1  der  Kurve  an  der  Stelle  '(fy 

Ist  t  die  Bogenlange  $  der  Kurve,  so  ist  nach  Satz  1?  S.  11: 

<p'2  +  V/2  «   ] 

und  daher: 

yV  +  ^V-O, 
so  da6  wir  erhalten: 

IS:    Die  Kurve 


mit  der  Bogenlange  s  hat  an  der  Stelle  (s)  den  Kriimmungs 
kreis  mit  dem  Mittelpunkte 

a^ff+'^T,     i  =  y  +~, 
1  Der  Name  Oskulationakreis  kommt  bei  LEIBHIZ  1686  vor, 
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wahreud 


das  Quadrat  des  Radius  ist. 

1st  der  Parameter  t  der  Tangentenwinkel  r  der  Kurve,  d.  h.  ist 


so  ist  nach  Satz  8,  S.  26: 

y'  y"  -  y'  <p"  =  j 
gf/>J  4-  y'3  7 

so  daB  der  allgemeine  Satz  17  ergibt: 
Satz  19:    Die  Kurve 

x  =  (p(r]f      //  =  */>(r) 

mit  dem  Tangentenwinkel  r  hat  an  der  Stelle  (T)  den  Krilm- 
mungskreis  mit  dem  Mittelpunkte 

a  —  (f>  —  i//,       6  =  i/'  +  y'? 
watrend 

7-2  =  r^'2  +  ,/.'2 

das  Quadrat  des  Eadius  ist. 

Liegt  die  Kurve  in  der  Form  y  =  f(x)  vor,  so  konnen  wir  ./• 
als  den  Parameter  t  auffassen,  also  x  =  t,  //  =  f(t]  schreiben,  so 
da6  der  allgemeine  Satz  17  ergibt1: 


f*\ 

(3)  ,  - 

Da  sich  der  Kriimmungskreis  im  Beriihrungspunktc  an  die 
Kurve  besonders  eng  anschmiegt  und  da  ein  Element  eines  Kreises 
in  der  Richtung  von  der  positiven  zur  negativen  //-Achse  bin  be- 
trachtet  —  sagen  wir  kurz:  von  oben  gesehen  —  konv.ox  odor 
konkav  erscheint,  je  nachdem  es  eine  groBere  ocler  kleinere  Orcii- 
nate  als  die  Kreismitte  hat,  so  ist  die  Kurve  im  Punkte  (ar,  //)  kon- 
vex  oder  konkav,  je  nachdem  ;/  -  i^O  ist,  d.  h.  nach  (3),  jo  nach- 
dera  //'^O  ist  Natiirlich  hat  dies  nur  fur  reelle  Kurven  einori  Hinn. 

Satz  20:  Kine  reelle  Kurve  //  =  /'(.?•)  ist  an  einer  Stelle 
(#,  ?/)  nach  oben  hin  konvex  odcr  konkav,  je  nachdem  //" 
daselbst  kleiner  oder  grofier  als  Null  ist 


1  Dor   in  (3)  angegcbeno  Wort  von  r2   findet  sich   zueret   bei-  NJBWTOK, 
,,Methodus  fluxiouum",  1786. 
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Die  dritte  Formel  (3)  gibt  noch,  wenn  tgr  =  ?/  benutzt  wird, 
die  fur  manche  Anweudungen  niitzliche  Formel 


o 

COS3T 


-5-  -~ 

r1        \dx* 

Liegt  die  Kurve  in  der  Form  JF(x,  y]  =  0  vor,  so  lassen  sich 
//'  und  //"  aus  den  Gleichungen  berechnen,  die  durch  vollstandige 
Differentiation  hervorgehen,  namlich  aus: 

F,  +  F,y  =  0.       P.*  +  2^,7/  +  ?yy?r  +  V  =  0  , 
so  daB  die  Formeln  (3)  liefern: 


a  =  x  — 


y  F         ti1  2  O    jy        IT      J7*       i       TJl        ~fp  2      ' 

*^  .T^   J%*   —    &fjf,,rxj!u   +   JPi/y-Vx 

Die  Normale  der  Kurve  y  =  f(x)  im  Punkte  (A*)  hat?  da  sie  auf 
der  Tangente 

senkrecht  stebt,  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  9   die  Gleichung: 

—        1 
'  2/' 

Setzt  man  hierin  die  Werte  von  a  und  b  aus  (3)  fur  £  und  tj  ein7 
so  wird  die  Gleichung  erfiillt,  so  daB  also  der  Mittelpunkt  des 
Kritmmungskreises  auf  der  Normalen  liegt. 

Die  Formeln  (3)  kann  man  auch  mit  Hilfe  des  Satzes  11, 
S.  34,  finden,  indem  man  von  der  Kurvengleichung  //  =  f(x)  und  der 
Kreisgleichung: 

ausgeht.  Zweimalige  vollstiindige  Differentiation  von  (5)  nach  j  gibt 
namlich ; 

j  —  a  +  (t)  —  A) i)'  =  0,       1  +  t)'2  -f  (i)  —  4)1)"  —  0. 

Vtkrlaugt  man  nun,  daB  der  Punkt  (x,  y)  der  Kurve  und  dem  Kreise 
(5)  gemein  sex  und  daB  daselbst  i/  » y'  und  i/'  « y"  werde,  so 
gehon  die  drei  Gleicbnngen 

(,r  ^  a)*  +  (l)  -  4)2  „  r^, 

,r  «.  a  +  (//  —  A)//  =  0 ,       1  +  //-  +  (y  —  b}y"  =  0 

hervor/  cleren  Auflosung  nach  a?  4  und  r2  in  der  Tat  die  B'ormeln  (3) 
liefert 
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Wir  untersuchen  nun,  unter  welcher  Bedingung  der  Krummungs- 
kreis  die  Kurve  in  noch  hoherer  als  zweiter  Ordnung  beriihrt.  Fur 
eine  Beriihrung  in  mindestens  dritter  Ordnung  ist  zu  fordern,  daB 
auch  $"  an  der  Stelle  (x  =  j)  mit  y"  ubereinstimmen.  Nun  ergibt 
sich  t>'"  aus  derjenigen  Gleichung,  die  durch  dreimalige  vollstandige 
Differentiation  von  (5)  nach  £  hervorgeht,  namlich  aus: 

8W  +  fo-*)r~0- 
Mithin  miiBte  an  der  betracbteten  Stelle  (x)  noch 

3///"  +  (y  -  %'"  -  0 
sein,  woraus  wegen  des  Wertes  (3)  von  b  hervorgeht: 

(6)  3yy/2-(l+y'V//-0- 

Somit  gilt  der 

Satz  21:  Die  Kurve  y  =  f(x]  wird  nur  an  solchen 
Stellen  (x)  von  ihren  Kriimmungskreisen  in  hoherer  als 
zweiter  Ordnung  bertihrt,  an  denen: 

8yY/a-(l+/V-0 

ist 

Weil  ?j\  y",  y'"  Funktionen  von  x  sind,  iat  dies  eine  Bedingung 
fiir  #,  die  bei  einer  beliebigen  Kurve,  wenn  (iberhaupt,  nur  fiir 
einzelne  Stellen  (x)  erfiillt  sein  wird.  An  solchen  Stellen  —  sie 
heifien  Scheitel  —  wird  die  Beriihrung  im  allgemeinen  von  nicht 
hoherer  als  dritter  Ordnung  sein.  Nach  Satz  12,  S.  34,  wird  dort 
also  der  Krummungskreis  die  Kurve  im  allgemeinen  nicht  durch- 
setzen,  wenn  eine  reelle  Kurve  vorliegt. 

1.  Bei  spiel:  Ist  eine  Kurve  hinsichtlich  einer  Geraden  symmetriach,  so 
werden  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Greraden,  sobald  sie  nicht  singular  siud, 
Scheitel  sein.  Denn  wenn  jene  Gerade  zur  ^-Achse  gewilhlt  wird,  mufi  die 
Funktion  y  =  f(x)  die  Eigenschaft  haben,  da6  fiir  jedes  x 

y  »  f(x)  =  /r(-  a?) 

ist,  woraus  durch  Differentiation  folgt: 


Pur  a;  =  0  ergibt  sich  hieraus  y'  =»  y'"  »  0?  So  daB  (6)  erfullt  ist, 

Fragen  wir,  ob  es  vorkommen  kann,  da8  alle  Puukte  einer 
Kurve  Scheitel  sind.  Es  miifite  fiir  jede  Stelle  (x)  der  Kurve  (lie 
Bedingung  (6)  erfiillt  sein.  Nun  aber  sind  die  BestimmungsatUcke 
«?  b,  r  des  Kriimmungskreises  nach  (3)  Funktionen  von  #,  fiir  die 


§  7.   Beruhrung  von  Kurve  und  Kreis. 


43 


da  ^_  3 

dx  y 

db  __  J 

dx  y1 

dx  y1  '  ' 

ist,  so  daB  aus  (6)  folgen  wiirde,  daB  a,  b  und  r2  fiir  alle  Punkte  (x 
der  Kurve  konstante  Werte  batten,  d.  h.  die  Kurve  batte  uberall 
denselben  Krummungskreis,  ware  also  mit  dem  Kreise  identisch. 

Satz  22:  AuBer  den  Kreisen  gibt  es  keine  Kurve,  die 
uberall  von  ibren  Kriimmungskreisen  in  hoberer  als  zweiter 
Ordnung  beriibrt  wird. 

Zu  den  Kreisen  gehoren  insbesondere  natiirlich  auch  alle 
Geraden,  die  keine  Hinimalgeraden  sind, 

Nacb  Satz  17  wird  der  Radius  des  Krummungskreises  unend- 
lich  groB,  wenn 

(ff  i/y  —  T//  fp"  =  o , 

also  der  Beriihrungspunkt  nacb  Satz  10,  S.  32,  ein  Wendepunkt 
ist.  Der  Kreis  geht  dann  in  die  Wendetangente  iiber.  Der 
Radius  kann  andererseits  nur  dann  gleich  Null  warden,  wenn 
(f'2  +  i/''2  =  0  ist.  Dies  aber  tritt  nur  in  singularen  und  Minimal- 
punkten  ein,  fiir  die  der  Begriff  der  Beriihrung  nach  S.  28  uber- 
haupt  versagt. 

Die  Kriimmungskreise  und  zwar  insbesondere  diejenigen,  die 
zu  den  etwa  vorhandenen  Scheiteln  geboren,  dienen  ebenso  wie  die 
Tangenten  zum  angenaberten  Zeichnen  einer  Kurve.  Hierfiir  zwei 
Beispiele. 

.     2.  Beispiel:    Bei  der  Sinuskurve 


crgibt  sich  nach  (3): 

a  ^  x  4-  ctga?(l  +  cos4^), 


sin  x 

%  cos2  jt 
sin  x 


Fig,  11. 
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Die  Stellen  x  =  0,  ±71,  ±  2n  ,  .  .  auf  der  a-Achse  sind  Wendepuukte  (y"  =  0), 
deren  Tangenten  die  Winkel  ±}n  rait  der  x  Aclise  bilden.  Die  Punkte  x=  ±£7r? 
±  v  7i  .  .  .  mit  den  Ordinaten  ?/  =  ±  1  sind  Scheitel  mit  dem  Kriimmungsradius  1, 
fur  die  der  Mittelpunkt  dea  Kruramungskreises  auf  der  #-Achse  liegt  (siehe 
Fig.  11).  Audi  fiir  die  Stellen  x  --  ±%n  uud  die  periodisch  wiederkehrendeu 
analosen  Stellen  ist  der  Kriimnmngskreis  leicht  zu  konstruieren.  Denn  fur 
x  =  ITT  1st  a  =  x  +  f  ,  6  =  -  y:J,  ra  =  y. 

3.  Beispiel:  Zuweilen  geniigt  es,  nur  die  Scheitel  und  ihre  Krummungs- 
kreise,  die  Wendepuukte  und  ihre  Wendetangenten  sowie  die  Asymptoten  zu 
konstruieren,  um  eine  Kurve  mit  grofier  Annaherung  zeichnen  zu  konnen.  Dies 
gilt  z.  B.  bei  der  sogenannten  Wahrscheinlichkeitskurve 


der  Wahrscheinlichkeitsreehnung,  einer  Kurve,  die  man  ihrer  Gestalt  wegcn 
auch  die  Glockenkurve  nennt.  Nach  dem  1.  Beispiele  hat  aie,  well  die 
2/-Achse  eine  Symmetriegerade  ist,  den  Scheitel  (x  —  0,  y  -  1),  siehe  £0  in 


Fig.  12,  und  der  Mittelpunkt  A"0  des  zugehorigen  Krummungskreisea  liegt  auf 
der  2/-Achse  und  hat  die  Ordinate  £,  Aber  es  gibt  noch  zwei  andere  reelle 
Seheitel  Sl  und  £23  denn  die  Bedingung  (6)  lautct  hier: 


12o;2  +  6)<r-2x*  +  3  -  2x*]  =  0 
und  wird,  wie  man  mittels  Fehlerrechnung  ermittelt,  aufier  von  x  ~  0  noch 
von  x  =  ±  1,394  befriedigt.  Zu  diesen  Abszissen  gehort  die  Ordinate  y  =  0,143. 
Die  Krummungskreise  dieser  beiden  Scheitel  Sl  und  S%  haben  Mittelpunktc 
/ii  und  K3  mit  den  Koordinaten  a  =  ±  1,954  und  b  =  1,545.  Die  Bedingung 
y"  —  0  fur  die  Wendepunkte  gibt 

(4  or  -  2)e~x*  „  o 

und  wird  befriedigt  durch  x  ~  ±  -J-  J/2  oder  ±  0,707,  Daher  sind  xwei  Wcndt;- 
punkte  FFj  und  TF2  vorhanden;  sie  haben  die  Ordinate  0,607.  Man  berechnet 
leicht  die  Ordinate  2  :  ]/e  oder  1/213  fur  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  der 
Wendetangenten  mit  der  jy-Achse,  so  daB  sie  sich  danach  zeichnen  lassen.  Die 
angegebenen  Zahlenwerte  sind  auf  drei  Dezimalen  abgerundet.  SchlieBlidi  iwt 
noch  zu  bemerken,  daB  die  oi-Achse  eine  Aayniptotc  iat. 

Die  Ermittelung  des  Kriimmungskreises  ordnet  sich  einem 
allgemeinen  Problem  unter: 

Es  liege  eine  Kurve  y  ~  /"(#)  vor.  Eine  zweite  Kurve  sei  durck 
eine  Gleichung 
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gegeben,  die  noch  n  Konstanteu  c1?c2,...cn  enthalt,  liber  deren 
Werte  wir  verfugen  konnen,  so  da8  also  eigentlich  eine  Schar  Ton 
unendlich  vielen  Kurven  vorliegt.  Z.  B.  enthalt  die  Gleichung  ernes 
Kreises  drei  Konstanten  a,  b5  r,  und  wir  haben  oben  das  Problem 
gelost,  unter  alien  Kreisen  denjenigen  zu  bestimmen,  der  die  ge- 
gebene  Kurve  y  =  f(x)  an  einer  gegebenen  Stelle  in  moglichst  holier 
(namlich  mindestens  zweiter)  Ordnung  beriihrt.  So  stellen  wir  uns 
liier  das  Problem,  die  Konstanten  cx,  <?2,  ...  cn  so  zu  wahlen,  daB 
die  Kurve  t)  =  yfe)  die  Kurve  y  =  f(x)  an  der  Stelle  (x)  in  moglichst 
hoher  Ordnung  beriihre.  Nach  Satzll,  S.  34,  muB  man  c1?  c3,  ...  cft 
so  bestimmen,  daB  moglichst  viele  von  den  Gleichungen: 

/•(*)  =  £(*),       f(x)=!l'(x),       f"(*)  =  9"  (*•)-• 

erfiillt  werden.  Da  wir  iiber  n  Konstanten  verfugen  konnen,  so 
werden  wir  n  derartige  Bedingungen  erfiillen  konnen,  als  letzte  diese: 

/•^~^(;r)  =  gto-*  (.?:). 

Wir  werden  also  erreiclien  konnen,  daB  eine  Beriihrung 
in  gerade  (n  —  l)ter  Ordnung  eintritt.  Doch  zur  exakten  Be- 
griindung  dieser  Behauptung  wiire  noch  zu  untersuchen,  ob  die 
n  Bedingungen  auch  tatsachlich  gerade  Cj,  c2,  ...cn  bestimmen. 
Hierauf  gehen  wir  nicht  weiter  ein;  bei  jeder  besonderen  Anwendung 
der  allgemeinen  Idee  muB  man  die  Bedingungen  in  dieser  Hinsicht 
genau  untersuchen. 

4.  Bei  spiel:  Die  allgemcme  Grleiclmng  eines  Kegelschnittea  enthSlt 
fiiuf  Konstanten.  In  einem  allgemeinen  Punkte  einer  Kurve  wird  man  alao 
einen  Kegulschnitt  konstruieren  konnen,  der  die  Kurve  in  vierter  Ordnung 
beriihrt  (vgl.  das  12.  Beiapiel,  S.  70). 

Wir  erwiihnten  oberi,  S.  88,  daB  der  Sprachgebrauch  bezuglich 
des  Wortcs ',,0skulation<f  schwankcnd  ist.  So  nermt  man  z.  B.  dio- 
jenige  Kurve  t)— ^fe)  der  betrachteten  Schar  die  oskulierende, 
die  in  der  hochsten  Ordnung  beriihrt. 
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Durchl&uft  ein  Punkt  eine  reelle  Kurve  c  von  einer  Stelle  P 
nach  einer  Stelle  1\  liin,  so  iindert  er  bestiiaclig  seine  Riclitung,  die 
in  jedem  Augenblicke  durch  seine  Tangente  a-ngegeben  wird,  Je  starker 
dieae  Anderung  der  Richtung  ftir  ein  und  dieselbe  WeglUngo  1*  !\ 
auf  der  Kurve  ist,  urn  so  starker  krlimmt  sich  die  Kurve  (siehe 
Fig  18).  Diese  Erwiigung  legt  es  nahe,  als  Mali  der  Kriimmung  der 
Kurve  vonPbis^^  das  Verhaltnis  aus  dem  Drehungswiukel 
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der  Tangente  und  der  Lange  des  auf  der  Kurve  zuriick- 
gelegten  Bogens  zu  definieren.  Dann  ist  wohlbeuaerkt  das 
MaB  der  Kriimmung  fiir  einen  Teil  des  Weges  nicht  notwendig  das- 
selbe  wie  fiir  den  ganzen  Weg.  Es  ist  claher  besser,  den  erwahnten 
Quotienten  als  die  mittlere  Krummung  des  Kurvenbogens  PPl 
zu  bezeichnen.  Ist  T  der  Tangentenwinkel  in  P,  r1  der  Tangenten- 
winkel in  Pj  und  ist  der  Bogen  von  P  bis 
//  Pl  gleich  s,  so  ist  die  mittlere  Krtimmung: 


Strebt  der  Punkt  Pl  langs  der  Kurve 
Bach  P,   so  strebt   der  Bogen  s   und   die 
Differenz  rl  —  T  nach  Null.    Wenn  alsdann 
ein  Grenzwert  der  mittleren  Krummung  vor- 
o.  13  handen  ist,  wird  man  ihn  kurzweg  als  die 

Kriimmung  der  Kurve  an  der  Stelle  P 
bezeichnen  diirfen.  Ein  solcher  Grenzwert  ist  tatsachlich  vorhanden. 
Demi  wenn  Pl  nach  P  strebt,  treten  an  die  Stelle  von  rl  —  T  und  .s- 
das  Differential  dr  des  Tangentenwinkels  und  das  Differential  ds 
der  Bogenlange,  das  sogenannte  Bogenelement.  Die  Krummung 
der  Kurve  an  der  Stelle  (x,  //)  ist  daher  der  Differential- 
quotient 


des  Tangentenwinkels  T  nach  der  Bogenlange  s.  Nebenbei  bemerkt 
heifit  das  zum  Bogenelement  ds  gehorige  Differential  dr  des  Tan- 
gentenwinkels T  der  Kontingenzwinkel. 

Da  die  Bogenlange  s  und  der  Tangentenwinkel  r  nach  S.  23 
bestimmt  definiert  sind,  gilt  dasselbe  nach  (1)  fiir  das  Krummungs- 
roafi.  Liegt  insbesondere  eine  reelle  Kurve  vor,  auf  der  nach  der 
.Anweisung  auf  S,  23  ein  positiver  Fortschreitungssinn  festgestollt 
worden  ist,  so  nimmt  -die  Bogenlange  s  in  diesern  Sinne  zu,  so 
daB  dabei  ds  >  0  ist.  .  Wenn  nun  zugleich  der  Tangentenwinkel  r 
wacbst,  ist  auch  dr  >  0  und  also  uach  (1)  das  KriimnmngsniaB 
positiv,  Man  erkennt  hieraus,  daB  das  KriimmungsmaB  positiv 
oder  negativ  1st,  je  nachdem  die  Kurve  beim  Fortschreiten 
im  festgesetzten  Sinne  von  ihrer  Tangente  nach  links  oder 
nach  rechts  abweicht,  vorausgesetzt,  daB  man  das  Achsenkreuss 
in  der  gewohnten  Weise  orientiert.  Wenn  z.  B.  bei  der  Kurve  in 
Fig,  14  der  Fortschreitungssinn  der  durch  deu  Pfeil  angedcutete  ist, 
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hat  sie  in  P  ein  positives  KriimmungsraaB ;  dasselbe  gilt  iiberall 
langs  der  stark  gezeichneten  Bogenstticke,  wahrend  es  an  den  iibrigen 
Stellen  negativ  ist.  Den  Ubergang  von  den  einen  zu  den  anderen 
bilden  diejenigen  Punkte  der  Kurve,  wo  das  KrujnmungsmaB  gleich 
Null  ist.  DaB  dies  die  Wendepunkte  • 
sind,  leuchtet  sofort  ein;  wir  werden  es 
aber  nachher  auch  analytisch  bestatigt 
finden. 

Ist  die  Kurve  in  allgemeiner  Para- 
meterdarstellung 

•  ,\  .    r  j\ 

Fig.  14. 


(2)  * 

gegeben,  so  hat  man  nach  (5),  S.  9: 


Ferner  ist  nach  (8),  S.  22: 

daher: 

Da  nun  nach  (1): 

ist,  ergibt  sich  mithin: 

(3) 


r  =  arctg--;  , 

9 

d  r   __  <pf  ip"  —  yr  go" 
"" 


ds 


„      1- 
dt  '  dt 


j  <JD    ty'     —   ty    (p 


+  V* 


Satz  23:     Die  Kurve  x 
das  KrummungsmaB: 


hat  im  Punkte  (<) 


Dabei  hat  man  die  Quadratwurzel  wie  auf  S.  24  einwertig  zu 

inachen.    Im  reellen  Falle  wird  sie  nach  S.  23  positiv  angenommen. 

Nach  (3)  ist  das  KrummungsmaB  A  nur  an  solchen  Stellen  gleich 

Null,  wo  y'v"  -  rf  <f"  **  °  ist'  d*  L  nacl1  Satz  10»  S*  32>  in  den 
Wendepunkten,  womit  die  vorhin  gemachte  Bemerkung  analytisch 
beatatigt  wird,  Der  Wert  Unendlich  dagegen  kommt  fiir  r/r/^-f  i///a«  0 
vor,  also  nur  fur  singulare  und  Minimaistellen  der  Kurve  (vgl  S,  24). 
Aus  dem  Satze  17,  S.  39,  folgt  noch,  dafi  das  KrtimmuugsniaB 
eines  Kurvenpunktes,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  gleich  dem  rezi- 
proken  Werte  des  Radius  desjenigen  Kreises  ist,  der  die  Kurve  an 
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der  betreffenden  Stelle  in  zweiter  Ordnung  beriihrt.  Deshalb  eben 
heiBt  jener  Kreis  der  Kriimmungskreis-  Wir  wollen  dem  Radius  r 
des  Krummungskreises  dasselbe  Vorzeichen  wie  dem  Kriimmungs- 
mafie  beilegen,  so  daB  also  stets: 

7i  =  7 
ist  und  wir  sagen  konnen: 

Satz  24:  Das  KrummungsmaB  eines  Kurvenpunktes  ist 
gleich  dem  reziproken  Werte  des  Eadius  desjenigen 
Kreises,  der  die  Kurve  an  der  betreffenden  Stelle  in 
mindestens  zweiter  Ordnung  bertihrt. 

Den  Eadius  r  des  Kriimmungskreises  nennt  man  den  Kriim- 
mungsradius  des  Kurvenpunktes  P,  den  Mittelpunkt  des  Krum- 
mungskreises den  Kriimmungsmittelpunkt  des  Kurvenpunktes  P, 

Zu  dem  Krummungsmittelpunkte  gelangen  wir  auch  so:  Wir 
sahen  schon  auf  S.  41,  daB  er  auf  der  Normalen  von  P  oder  (#,;//) 
liegt,  deren  Gleichung  in  den  laufenden  Koordinaten  y,  t)  ist: 

(4)  £  +  /  *)  =  *  +  ?/?/, 

wenn  wir  uns  die  Kurve  in  der  Form  y  =  f(x]  gegeben  denken. 
Setzt  man  fur  den  Augenblick 

JV=s  +  y't)  -(x  +  y'y), 

so  daB  JV  =  0  die  Normalengleichung  vorstellt,  so  bedeutet  JV  erne 
Funktion  von  £,  t)  und  #,  weil  ;//  und  //  liings  der  Kurve  ge- 
gebene  Funktionen  von  x  sind.  Wachst  nun  x  um  Jar,  so  erfahrt 
N  eiue  Zunahme  AN.  Dann  ist  N  +  AN—  0  die  GHeichung  dor 
zum  Kurvenpunkte  (x  *)-  A  x}  gehorigen  Normalen,  Behalten  wir 
darin  die  Werte  von  £  und  t)  unveriindert  bei,  so  sind  j,  t)  die  Koordi- 
naten des  Schnittpunktes  beider  Normalen.  Sie  erfiillen  also  die 
beiden  G-leichungen  N  ~  0  und  N  +  A  N  =  0  ,  wofur  man  auch 
setzen  kann: 


o,          =  o.  . 

Ax 


Strebt  der  Kurvenpunkt  (x  +  Ax]  langs  der  Kurve  naoh  dem 
Punkte  (x),  d.  h.  wird  der  Grenxiibergarjg  limAx^O  gtunacht, 
so  strebt  der  Schnittpunkt  beider  Normalen  nach 
Punkte  (j,  t)),  dessen  Koordinaten  den  beiden  Gleichungen 


geniigen.    .Die  erste  ist  die  Gleichung  (4),  und  die  zweite  goht  aus 
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ihr  durch  vollstandige  Differentiation  nach  x  bei  festgehaltenen  Werten 
yon  5  und  t>  hervor  und  lautet  daher  so: 

(5)  y"9-l+y"  +yy". 

Berecbnet  man  aus  (5)  und  (4)  zuerst  t)  und  dann  j,  so  ergeben  sich 
die  Werte  a  und  b  der  Koordinaten  (3),  S.  40,  des  Mittelpunktes 
des  Krummungskreises.  Daher  gilt  der 

Satz  25:  Der  Kriimmungsmittelpunkt  eines  Punktes 
einer  ebenen  Kurve  ist  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes 
der  Normalen  dieses  Kurvenpunktes  mit  der  Normalen 
eines  benachbarten  Kurvenpunktes. 

Zu  dem  Kriimmungsmittelpunkte  fiihrt  auch  die  folgende  Uber- 
legung:  Eine  starre  Gerade  I  mit  einem  auf  ihr  fest  angebracbten 
Punkte  L  bewegen  sich  so,  daB  L  die  Kurve  bescbreibt  und  I  dabei 
bestandig  die  zugehorige  Tangente  der  Kurve  bildet.  Insbesondere 
betrachten  wir  zwei  Lagen  der  Geraden:  einmal  sei  L  der  Kurven- 
punkt  P  oder  (x,  y)  und  dann  ein  benachbarter  Kuryenpunkt  Pl  oder 
(x  +  Ax,  y  +  Ay]\  die  Gerade  I  soil  also  zuerst  die  Tangente  von  P 
und  dann  die  Tangente  von  Pl  sein.  Der  Ubergang  aus  der  ersten 
in  die  zweite  Lage  kann  nach  Satz  5,  S.  17,  durch  eine  Drehung 
um  einen  gewissen  mit  der  Geraden  /  starr  verbundenen  Punkt  be- 
wirkt  werden,  dessen  Koordinaten  a  und  b  seien.  Der  Drehungs- 
winkel  ist  die  Zunahme  A  T,  die  der  Tangentenwinkel  T  von  P  bis 
P3  erfahrt,  und  die  Gleichungen  der  Drehung  sind  nach  (1),  S.  14, 
von  der  Form: 

(6)  5  =  |  cos  A  r  —  tj  sin  A  r  +  m ,     ij  =  j  sin  A  r  +  tj  cos  A  r  4-  n . 

Dabei  bedeuten  m  und  n  Konstanten,  wahrend  5,  ij  die  Koordinaten 
eines  Punktes  vor  der  Drehung  und  j,  t)  die  Koordinaten  desselben 
Punktes  nach  der  Drehung  sind.  Weil  der  Punkt  (a,  1}  in  Euhe 
bleiben  soil,  mussen  die  Gleichungen  (6)  bei  den  Annahmen 
£  =  £  =  #,  ^ss^z^J  erfiillt  sein.  Daher  kommt: 

(7)  (i  =  a  cos  A  r  —  b  sin  A  r  +  m,     b  «=  a  sin  A  r  +  b  cos  A  r  +•  n, 

Da  ferner  der  Punkt  (#,  ?/)  in  den  Punkt  (^  +  JA-,  y  +  J;/)  tiber- 
gehen  soll?  miissen  sie  auch  bei  der  Annahme  r  ==  %>  \)  =  y  und 
3:  sss  x  +  zf  #,  t)  =  y  +  A  y  bestehen.  Also  ist: 

x-\-  Ax  s=  or  cos  Ax  —  y  sin  Ax-\-  m,    y+Ai/  «  or  sin  Jf-r  +;//  cos  Jr+n. 

Subtrahiert  man  diese  Gleichungen  von  (7),  so  fallen  m  und  ra  heraus: 
a  —  x  «-  Ax  ~  (a  ~~~  x}  cos  J r  —  (A  —  y) sin  Jr, 
#  _y  «.  Jy  =  (a  —  or)  sin  Jr  +  (/>  —  y)  COS  Jr. 

S,  Biff,  I.    3,  Aufl.  4 
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Beizn  Grenziibergange  ]imjT  =  0  streben  auch  Aij  und  Jr  iiach 
Null,  so  daB  Ax,  A  if  durch  die  Differentiale  dx,  dy  und  cos  AT 
durch  Eins  und  sinJz  durcb  das  Differential  dx  ersetzt  werden 
diirfen.  Alsdann  kommt: 

—  dz  ~  —  (£  —  y)dr  ,        —  -  d  y  =  (a  —  x}dr 
oder: 
fo\  du  ,  ,    dx 

(S)  «-*-27'       b=y+df 

Nach  Satz  19,  S.  40,  ist  der  Drehungspunkt  folglicli  der  Kruminungs- 
mittelpunkt  von  P.  Daher: 

Satz  26:  Die  Drehung,  vermoge  deren  ein  Punkt  P 
einer  ebenen  Kurve  und  seine  Tangente  in  einen  uuend- 
lich  benachbarten  Punkt  der  Kurve  und  seine  Tangente 
ubergeiien,  findet  am  den  Krummungsmittelpunkt  von 
P  statt. 

Bezeichnet  v  den  Normalenwinkel,  so  kann  man  die  laufenden 
Koordinaten  j,  i)  der  Normalen  mittels  eines  Parameters  t  so  dar- 
stellen: 

I  =  x  +  tcosv,      t)  «  j/  +  tsin^. 

Zu  positiven  Werten  von  t  gehoren  alsdann  nach  8.  24  die  Punkte  fe  i)) 
auf  der  positiven  Normalen.  Nach  (12),  S.  24,  kann  man  hierfur 
schreiben: 

y  =  x  —  t  sin  r  ,       t)  =  ?/  -f  t  cos  T  , 

Dann  Ia8t  sich  aufs  neue  bestatigen,  daB  der  Krummungsmittelpunkt 
auf  der  Normalen  liegt.  Denn  wenn  man  t  gleich  r  oder  also  gleich 
l:k  wahlt,  folgt  aus  (1)  nach  (10),  S.  23: 


und  dies  sind  die  Werte  (8).     Zugleich  hat  sich  ergeben; 

Satz  27:  Der  Krummungsmittelpunkt  einer  reellen 
ebenen  Kurve  liegt  auf  der  positiven  oder  negativen 
Richtung  der  Normalen,  je  nachdem  das  KriimmungsmaB 
positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  konnen  das  KrummungsmaB  einer  Kurve  noch  in  folgen- 
der  Weise  in  Beziehuug  zu  einem  Kreise  setzen:  Wir  nehmen  einen 
Kreis  vom  Radius  Eins  an  und  ziehen  zu  jeder  Normalen  n  der 
Kurve  den  paralleled  Kadius  und  zwar  —  bei  reellen  Kurven  — 
im  positivea  Sinue  der  Normalen  vom  Kreispunkte  zum  Kreismittel- 
punkte  (siehe  Fig.  15),  Dadurch  wird  jedem  Punkte  P  der  Kurve 
ein  Punkt  P'  des  Kreises  zugeordnet,  so  auch  dera  Punkt  Pl  ein 
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Puukt  P^.  Nun  stehen  die  Normalen  n  und  7^  von  P  und  Pl  auf 
den  Tangenten  t  und  ^  senkrecht.  Ihr  Winkel  und  demnach  auch 
der  Winkel  der  Eadien  von  P'  und  P/  ist  daher  gleich  rl  —  T. 
Dieser  Winkel  ist  gleich  dem  Bogen  P'  P^  des  Kreises  und  zwar 
ist  er  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Bogen  P'  P^  den  posi- 
tiven oder  negativen  Drehsinn  in 
der  Ebene  hat.  Wenn  wir  also 
die  Bogen  auf  dem  Kreise  im 
positiven  Drehsinne  positiv  rech- 
nen,  stimmt  der  Bogen  P'  P^ 
auch  dem  Vorzeichen  nach  mit 
rl  —  T  tiberein.  Somit  ist  die 
mittlere  Krummung  des  Kurven- 
bogens  PPl  gleich  dem  Verhiilt- 
nisse  aus  dem  Kreisbogen  P'  P^  Fig.  ir>. 

zum    zugehorigen    Kurvenbogen 

PPV     Beim   Grenzubergange,   der   zustande  kommt,  wenu  Pl  langs 
der  Kurve  nach  P  riickt,  findet  man: 

Satz  28:  Orclnet  man  jedem  Punkte  P  einer  ebenen 
reellen  Kurve  einen  Punkt  P'  auf  einem  Kreise  voni  Radius 
Eins  in  der  Weise  zu,  daB  die  positive  Normale  von  P  clem 
von  P'  nach  der  Kreismitte  gezogenen  Radius  parallel  ist, 
so  ist  das  KrummungsrnaB  von  P  gleich  dem  Verhaltnisse 
aus  dem  Bogenelement  des  Kreises  in  P'  zum  zugehorigen 
Bogenelement  der  Kurve  in  P.  Den  Kreisbogen  hat  man  im 
yinne  der  Drehung  von  der  positiven  #-Achse  zur  posi- 
tiven y-Achse  zu  niessen. 

Wir  kniipfen  hier  noch  einige  Betrachtungen  an:  Gibt  es  auBer 
den  Krcisen  Kurven  konstanter  Krummung?  Langs  der  Kurve 
muBte  die  Ableitung  von  r-  nach  x  gleich  Null  sein,  Wie  Satz  22, 
S.  43,  folgt  hieraus: 

Satz  29:  AuBer  den  Kr'eisen  gibt  es  keine  Kurven 
konstanter  Krummung  in  der  Ebene, 

Zu  den  Kreisen  gehoren  die  Geraden,  die  nicht  Minimalgeraclen 
sind,  als  Kurven  von  der  Krummung  Null, 

In  Satz  7,  S.  25,  stellten  wir  eine  Kurve  vermoge  ihres  Tangenten- 
wmkels  r  so  dar: 

T  * 

x  •  s  x  +  j  /T(T)  cos  t  d  r  y     y  ==  y0  +  j  F(r]  sin  r  d  r . 

*o  TO 
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Hier  1st: 

~  «  ^(r).cos  T,       -^  =  ^7(r)  sin  r  , 

also  wegen  dx  =  dscosr,  dy  =  dssinr: 

ds       W 
-d7~F> 

mithin  I  =  1  :  A.     Daher  gilt  der 

Satz  30:  Diejenige  ebene  Kurye,  bei  der  das  Kriim- 
mungsmaB  k  eine  gegebeneFunktion  desTangentenwinkelsr 
ist  und  die  durch  den  Punkt  (x0,  y0)  geht  und  dort  den 
Tangentenwinkel  r0  hat^  wird  durch  die  Gleichungen 


cos  T 


T 

/•  sin  T 

J  -i~- 


mittels  des  Parameters  T  dargestellt. 

"Wird  ihre  Bogenlange  s  vom  Punkte  (o;0,  y0)  an  gerechnet,  so 

folgt  aus  (1): 


0 

Also  konnen  wir  auch  sagen; 

Satz  31:  Diejenige  ebene  Kurve,  die  durch  den  Punkt 
K)»  yo)  Sekt>  dort  den  Tangentenwinkel  r0  hat  und  langs 
deren  das  KrummungsmaB  k  eine  gegebene  Funktion  der 
vom  Punfcte  (xQ7  y0)  an  gerechneten  Bogenlange  s  ist,  wird 
mittels  des  Parameters  s  durch  die  Gleichungen  dar- 
gestellt: 

*  *  S  9 

x  =  *0  +  /cos  (To  +fkd*\  ds,      y  «  ?/0  +  fain  fr0  +  f/t  r/.vj  da  . 
oo  od 

SchlieBlich  noch  einige  einfache  Bemerkungen: 
Bei  einer  Kurve,  die  in  der  Form  y  **  f(x)  gegeben  ist,  stellt 
sich  die  Krummung  so  dar: 


wie  sofort  aus  Satz  23,  S.  47,  folgt.    Bei  dieser  Darstellung  ist: 

W    /V  I  fw/  4  *,,.  .,.  _  ^  «j*._ 
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Da  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  fiir  die  Scheitel  der  Kurve 
gleich  Null  wird,  vgl.  (6),  S.  42,  folgt:  Bei  einer  reellen  Kurve 
kann  die  Kriimmung  nur  in  den  Scheiteln  Maximal-  oder 
Minimalwerte  erreichen.  Diejenigen  Scheitel,  in  denen  wirklich 
ein  Extremwert  vorkommt,  sind  fiir  die  Gestalt  der  Kurve  besonders 
charakteristisch.  Man  kann  sie  die  eigentlichen  Scheitel  nennen. 
Aber  auch  die  iibrigen,  uneigentlichen  Scheitel  sind  von  Bedeutung 
fiir  das  Zeichnen  der  Kurve,  weil  sich  die  Kurve  in  jedern  Scheitel 
dem  Kriimmungskreise  nach  S.  42  besonders  innig  anschmiegt. 


§  9.    Einhiillende  Kurven  in  der  Ebene. 

Es  liege  eine  Schar  von  Kurven  vor  vermoge  einer  Gleichung 
(1)  F(x,  y,  *)=0, 

die  auBer  den  Koordinaten  x,  //  noch  eine  willkiirliche  Konstante  t 
enthalt.  Wahlt  man  t  bestimmt,  so  stellt  die  Gleichung  eine  be- 
stimmte  Kurve  dar.  Gibt  .man  der  GroBe  nach  und  nach  alle  er- 
laubten  konstanten  Werte,  so  erhalt  man  unendlich  viele  Kurveo. 
Da  die  Kurven  durcli  Festsetzung  des  Wertes  einer  Konstanten  t 
festgelegt  werden,  so  sagen  wir,  daB  sie  eine  einfach  unencl- 
liche  Kurvenschar  oder  Schar  von  oo1  Kurven  bilden. 

BeschriLnkt  man  sich  auf  die  Betrachtung  reeller  Kurven,  so 
werden  sie  vielleicht  nur  einen  Teil  der  Ebene  iiberdecken,  wie  z.  B. 
alle  Kreise,  die  zwei  Kreise  beriihren.  Der  von  den  Kurven  der 
Schar  iiberdeckte  Teil,  der  iibrigens  in  einzelne  Felder  zerfallen 
kann,  wird  durch  Grenzlinien  von  demjenigen  Teile  der  Ebene  ge- 
schieden  sein,  der  keine  reellen  Kurven  der  Schar  enthalt  Es 
ist  dann  ein  Problem,  diese  Grenzlinien  zu  bestimmen.  Da  die 
Kurven  (1)  bis  an  die  Grenzlinien  herangehen,  sie  aber  nicht  iiber- 
schreiten?  werden  sie  die  Grenzlinien  im  allgemeineti  beriihren.  Die 
Grenzlinien  werden  also  reelle  Kurven  bilden,  die  die  reellen  Kurven 
cler  Schar  (I)  beriihren. 

Diese  Uberlegung  fiihrt  uns  auch  in  dem  Falle^  wo  wir  tins 
nicht  auf  reelle  Kurven  beschranken,  zu  der  Frage,  ob  es  eine 
Kurve  0  gibt,  die  alle  Kurven  der  Schar  (1)  beriihri 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  wollen  wir  unter  den  Kurven 
(fj,  (A,)  .  .  .  diejenigen  Kurven  cler  Schar  (1)  verstehen,  die  den  An- 
nahmen  t  ~  fl9  t  —  tz, . .  .  entsprechen.  Die  fragliche  Kurve  C  wird 
nun  die  Kurve  (^)  in  einem  Punkte  (jx,  fy),  die  Kurve  (^)  in  einem 
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Fig.  16. 


Punkte  (r2,  \).t)  usw.  beriihren  (siehe  Fig.  10).  Unagekehrt:  In  irgend 
einem  Punkte  (£,  t))  der  fraglichen  Kurve  C  wird  eine  bestimmte 
Kurve  (t}  der  Schar  (1)  die  Kurve  C  beriihren.  Jedem  Punkte  (j,  t)) 

der  Kurve  C  niuB  deshalb 
ein  bestimmter  Wert  t  zu~ 
geordnet  sein.  Mit  anderen 
Worten:  wir  diirfen  die  Ko- 
ordinaten  y,  t)  der  Punkte 
von  C  als  Funktioneu  einer 
GroBe  t  auffassen,  die  langs 
der  Kurve  C  alle  bestimmten 
Werte  *1?  *3  .  .  .  durchlauft 
Wie  aber  miissen  nun  diese 
Funktionen  5  und  ij  von  if 
beschaffen  sein? 

Erstens  muB  der  Punkt 
(j,  tj)  auf  der  Kurve  (t}  der  Schar  (1)  liegen: 

(2)  JPfo  tj,  0  =  0. 

Zweitens  muB  die  Tangentenrichtung  dijid^  von  C  mit  der  Rich- 
tung  der  Tangente  im  Punkte  (j,  ij)  der  Kurve  (*)  iibereinstiramen. 
Es  muB  mithin  fiir  die  gesuchten  Funktionen  £  und  t)  von  t  auch: 

oder; 

ff\\  y-,  d  r         .-,   d  i)        >, 

\*^J  ^r  —    T"  -^  h  —    "—  0 

sein.  Es  fragt  sich  also,  welche  Funktionen  j  und  ij  von  ^  die  b'eiden 
Gleichungen  (2)  und  (3)  erfiillen. 

Sollen  die  Funktionen  die  Gleichung  (2)  erfiillen,  so  muB  auch 
die  aus  (2)  durch  vollstandige  Differentiation  nach  /  hervorgehende 
Gleichung  bestehen: 

(4)  "     J^^  +  ^li  +  j^^o, 
die  sich  aber  wegen  (3)  einfach  auf 

(5)  Jj\  «  0 

reduziert.  Wenn  umgekehrt  j,  t)  solche  Funktionen  von  t  sind,  die 
den  beiden  Gleichungen  (2)  und  (5)  geniigen,  so  erfiillen  sie  auch  (4) 
und  daher  auch  (3).  Mithin  gilt 

Satz  32:     Liegt    eine    einfach    unendliche    Schar    von 
Kurven  in  dtjr  Ebene  von 

F(x,  y,  t)**Q        (t  »  konsi) 
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und  gibt  es  Funktionen  £  und  t)  von  t: 
j  =  ff,(t},      9  =  V'M> 
die  den  Bedingungen 


fiir  alle  Werte  von  t  geniigen,  so  geben  sie  in  Parameter- 
darsteilung  eine  Kurve  an,  die  die  Kurven  der  Schar 
bertihrt. 

Eine  derartige  Kurve  ist  demnach  vorhanden,  aobald  die  beiden 
Gleichungen 

(6)  /'fc  i),  t)  =  o,      *j 


keine  Widerspruche  enthalten  and  durch  Auflosen  nach  ^7  1]  solche 
Funktionen  von  t  fiir  diese  GroBen  ergeben,  von  denen  wenigstens 
eine  nicht  konstaht  ist  Sind  dagegen  £  und  i)  frei  von  t,  so  geben 
sie  nur  einen  oder  inebrere  Punkte  an. 

Uritersuchen  wir  diesen  Ausnahmefall  genauer.     Es  sei 


ein  konstantes  Wertepaar,  das  die  Bedingurigen  (6)  erfiillt.  Es  raoge 
also  zwei  Zalilen  a  und  b  derart  geben,  daB  fiir  jeden  erlaubten 
Wert  von  t: 

/•(a,  6,  t)  .-  0,       l£iM)  ^  o 


ist.  Alsdann  wird  jede  Kurve  (t}  der  Schir  (1)  durch  den  Punkt 
(a,  1}  gehen  —  wegen  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen.  Wenn 
also  die  Auflosung  der  Gleichungen  (6)  nach  £  und  t)  nur  ein  oder 
mehrere  von  t  unabhangige  Wertepaare  liefert,  so  heifit  dies,  daB 
die  Kurven  der  Schar  (1)  einen  oder  inehrere  Punkte  gemein  haben 
und  daB  es  keine  Kurve  gibt,  die  alle  Kurven  der  Schar  beriihrt. 
Alsdann  nennt  man  die  Kurvenschar  ein  Kurvenbiischel,  jene 
Punkte  (j,  xj)  die  Scheitel  des  Biischels. 

1.  Beispiol:    Bei  der  Schar  der  ool  Kegelsclmitte 


lauten  die  Gleichungen  (6): 

f  +  ttf  -  1  -  t**  0,      i)2-  1  »  0 

und  lieferu  vier  konstantc  Wertepaare  fur  j,  Q,  namlich  («f  I,  +  1)7  (+  1, 
-  1),  (-  1,  +•  1),  (—  1,  -  1).  Es  liegen  hiev  alle  co*  Kegelschnitte  durch  dieae 
vier  Punkte  vor,  Ea  gibt  kerne  Kurve  ?  die  tille  dieae  Kegelschnitte  beriihrt, 
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Wenn  —  wie  in  diesem  Beispiele  —  die  Grofie  t  in  (1)  links 
nur  linear  auftritt,  liegt  stets  ein  Buschel  vor,  denn  wenn  F  —  0 
die  Form  hat: 

>*»*  +  '/)  =  °> 

ergibt  (6): 

d.  h.  die  Werte  j,  5  erfiillen  die  Gleichungen 

y(S,  tj)  =  0,       ^(j,  t))  =  0 

zweier  Kurven,  die  nicht  zusammeufallen,  weil  sonst  die  ursprling- 
liche  Grleichung  der  Schar  nur  scheinbar  t  enthielte.  Die  Schnitt- 
punkte  dieser  beiden  Kurven  sind  die  Scheitel  des  yorliegenden 
Biischels, 

2.  Beispiel:    G-egeben  seien  zwei  Kreise  mit  den  Radien  rt  und  r2  und 
den  Mittelpunktskoordinaten  al9  bl  bzw.  <22,  b%.    Wir  wollen  alle  Kreise 
(x  -  w)2  +  (y  -  v)2  =  & 

betrachten,  die  diese  beiden  Kreise  senkrecht  schneiden.  Zwei  Kreise  schneiden 
einander  senkrecht,  wenn  das  Quadrat  ihrer  Zentralen  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  Kadien  ist.  Also  ist  zu  verlangen: 

(u  -  ad*  +  (v-  b^  =  R*  +  rx2, 

(u  -  a2)2  4-  (v  -  6,)2  =  JR~  +  r,22 
oder: 

-  2%  u  -  2Z?i  2?  +  (u1  4-  ?^a  -  A12)  =  V  -  oj8  -  V, 

-  2a2  «*  -  2Z>2  »  -f  (2^t2  -h  z>a  -  ^?2)  =  r,,2  -  a,2  -  &A 

Hiernach  lassen  sicb  u  und  0  linear  durch  ul  4-  ?^2  —  R-  ausdriickou.  Da  nun 
die  Gleichung  der  gesuchten  Kreise  so  geschrieben  werden  kann: 

re2  4-  yl  -  2 ux  -  2* ?/  -h  (?^8  4-  r*  -  J?2)  =  07 

also  linear  in  M,  2?  und  w2  4-  «?2  —  JtT2,  so  tblgt,  dafi  sie,  wenn  wir  it1  +  r  -  A1'-  «  / 
setzen,  linear  in  ?  wird: 

x*  4.  ^2  _  2 (a  zf  +  fiOas  -  kJ(/  M-  3)#  4-  *  «  0. 

Hieraus  scblieBen  wir:  Alle  Kreise,  die  zwei  gegcbene  Kreise 
senkrecht  schneiden,  bilden  ein  Buschel,  d.  h.  sic  haben  jswei 
Punkte  gem.ein,  Diese  beiden  Punkte  konnen  imagin&r  sein. 

Wir  wollen  im  folgenden  voraussetzen,  dafi  die  vorgelegttk- 
Kurvenscbar  (1)  kein  Buschel  sei,  daB  also  die  Gleichungori  (0) 
nicht  nur  durch  konstante  (von  t  freie)  Wertepaare  f,  t)  erfOllt 
werden.1  Gibt  es  dann  auf  Grund  des  Sakcs  32  eine  Kurve  (\  die 


1  Bei  dieser  Voraussetzung  ist  es  noch  immer  luoglich,  duB  di(j  (5rloi- 
chungen  (6)  auch  konstante  Losungcn  y,  l)  haben.  Dann  gtiliou  alle  Kurven  tl) 
z war  durch  einige  feste  Punkte,  beruhren  aber  ftuBerdem  eine  Kurve  L\  Nur 
die  Kurve  wird  weiterhin  untersuclit,  Beispiel:  Alle  Kreise  von  gleichttm 
mit  einem  gemeinsamen  Punkte. 
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alle  Kurven  der  Schar  (1)  beriihrt,  so  heiBt  sie  eine  Einhullende, 
Umhiillende  oder  Enveloppe  der  Schar  (I).1  Man  nennt  sie  aueh 
eine  Hiillkurve. 

Zur  derselben  Kurve  gelangt  man  durch  eine  andere  Betrach- 
tung:  Wir  fassen  zwei  zu  benachbarten  Werten  t  und  t~\-  At  ge- 
horige  Kurven  der  Schar  (1),  also  zwei  benachbarte  Kurven  (t)  und 
(t  +  At]  der  Scbar  ins  Auge.  Haben  sie  Punkte  (£?  t))  gemein,  so 
besteben  fur  j  und  t;  die  beiden  Bedingungen: 

F(l,  t),  *)  =  0,         F&  i),  t+  /1  0  =  0, 
die  sich  durch 


ersetzen  lassen.  Macben  wir  nun  den  Grenztibergang  lim  Jtf=0, 
so  hei6t  dies,  da8  wir  die  Grenzlagen  der  Scbnittpunkte  der  Kurve  (t) 
mit  der  Kurve  (t  +  //z?)  betrachten,  die  sogcnanuten  Grenzpunkte 
der  Kurve  (t).  Fur  diese  Grenzpunkte  fe,  ij)  besteben  aber  infolge 
der  beiden  letzten  Gleichungen  die  Bedingungen: 


(7)  *&  ,,  t}  ~  0,  j          =--  0, 

die  mit  den  Gleichungen  (6)  iiberemstimmen,  d.  h.: 

Satz  33:  Der  geometrische  Ort  der  Grenzpunkte  der 
Kurven  einer  einfach  unendlichen  Kurvenschar 

*Tfc  ^  *)  ^  0, 

d.  b.  der  Ort  der  G-renzlagen  der  Schnittpunkte  jeder  Kurve 
der  Schar  mit  einer  benachbarten  Kurve  der  Schar  ist 
identisch  mit  der  Einhiillenden  der  Kurvenschar. 

Der  Charakter  der  Kinhiillenden  tritt  vielleicht  durch  folgende 
Darlegung^  die  aber  keinen  Anspruch  auf  Strenge  macbt,  noch  etwas 
klarer  outage:  Durch  einen  beliebigen  Punkt  (ar0,  ?/0)  der  Ebene 
worden  im  allgemeinen  mehrere  der  Kurven  (1)  gehen,  entsprechend 
den  verschiedenen  Werten  von  t,  die  der  Gleichung: 

(8)  ,/'r(*0,  yc?  *)  «  ° 

genugen.  Zwei  dieser  Kurven  (t}  durch  den  Punkt  (ar0.,  //0)  werdeu 
einander  unendlich  nahe  sein,  wenn  die  zugehorigen  Werte  der  Kon- 
stanten  t  einander  unendlich  benachbart  sind,  wenn  also  der  vor- 
stehenden  Gleichung  durch  eine  Doppelwurzel  t,  d.  h.  durch  einen 


1  Die  Theorie  der  einhiillenden  Kurven  beginnt  mit  VON  TSOHIUNHAUS  in 
clcn  Acta  Eruditorum  16B2. 
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gewissen  Wert  von  t  und  durch  einen  unendlich  benachbarten  Wert 
t  +  d  t  genugt  wird,  wenn  also  auBer  (8)  auch 


ist,  woraus  wegen  (8)  folgt: 


Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  haben  aber  wieder  die  Form  der  Glei- 
chungen  (6).  Daher  ist  die  Einhiillende  unserer  Kurven- 
schar  als  der  Ort  derjenigen  Punkte  zu  bezeichnen,  fur 
die  die  G-leichung  F(x,  y,  t)  =  0  eine  Doppelwurzel  t  hat 

Bei  der  Anwendung  der  Satze  32  und  33  darf  man  nicht  auBer 
acht  lassen,  daB  die  Betracbtungen  dieses  Paragraphen  auf  viel 
umfanglicheren  Voraussetzungen  beruben  als  unsere  friiberen  Uber- 
legungen.  Denn  friiher  betrachteten  wir  immer  auf  einer  vorgelegten 
Kurye  einen  Punkt  allgemeiner  Lage,  in  dessen  Umgebung  die 
Entwickelbarkeit  nach  Potenzreihen  als  moglich  vorausgesetzt  werden 
durfte.  Jetzt  dagegen  baben  wir  bei  den  Kurven 

F(*,  y,  t}  -  0 

nicht  mehr  beliebige,  sondern  die  ganz  bestimmten  Grenzpunkte, 
wie  wir  sie  oben  nannten,  zu  betrachten,  deren  Wahl  nicht  in 
unserem  Belieben  steht.  Da  ist  es  aber  fraglich,  ob  die  Reihen- 
entwicklungen  wirklich  moglich  sind.  Hiervon  muB  man  sich  also 
bei  den  Anwendungen  iiberzeugen. 

3.  Bei  spiel:  Alle  Kreise  vom  Radius  Eins,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
Geraden  x  =  y  liegen,  siehe  Fig.  17,  bilden  die  einfach  unendlicbe  Schar: 

(10)  (o?-*)2  +  (t/-  O2-  1  -0. 

Hier  liefert  Satz  32  als  G-leichung  J<\  =  0: 


oder  t  =  |  (x  -f  y).  Einseteen  dieses  Wertcs  in  (10) 
ergibt  die  Einhullende  (x  —  ?/)2  «  2,  die  aus  den 
beiden  Geraden 

X  —  y  =s  i  1/2 

besteht,  was  auch  geometrisch  einleuchtet.  Bchreibt 
man  aber  die  Gleichung  (10)  in  der  Form: 

Fig.  17. , 

(11)          2if  -  x  -  y  -  1/2  -  (a?  -  y)a  «  0 

und  benutzt  sie  als  Gleichung  jF=  0,  so  gibt  JF*  =  0  die  absurde  Gleichung 
2  =  0.  Der  Fehler  liegt  hier  darin,  daB  die  in  (11)  auftretende  Wurzel  gerade 
fiir  die  Punkte  der  beiden  einhallenden  Geraden  verschwindet  und  in  der  Urn- 
gebung  solcher  Funkte  nicht  entwickelbar  ist 
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Da  die  einleitenden  Bemerkuiigen  dieses  Paragraphcn  leicht  ein 
MiBverstiludnis  veranlassen  konnen,  sei  ausdrucklich  bemerkt:  Im 
Falle  einer  reellen  Kurvenschar  mit  einer  reellen  Einhiiilenden 
konnen  die  Kurven  der  Scliar,  obgleich  sie  die  Einhtillende  beruhren, 
sie  sebr  wohl  durchsetzen.  Dies  kann  allerdings  nacb  Satz  12,  S.  34, 
nur  dann  vorkommen,  wenn  sie  die  Einbtillende  in  hoherer  als  erster 
Ordnung  beruhren. 

4.  Bei spiel:  Die  Kriimmungskreise  einer  reellen  Kurve  habeu  die  Kurve 
selbst  zur  Einhiillenden ,  aber  im  allgemeinen  durchsetzen  sie  die  Kurve, 
vgl  S.  39. 

Hat  insbesondere  eine  elnfach  unendliche  Scbar  von  G-e- 
raden  eine  Einhiillende?  so  ist  es  diejenige  Kurve,  deren  Tangenten 
die  Scbar  bilden.  Da  sich  eine  Gerade,  die  mit  der  r-Acbse  den 
Winkel  T  bildet,  in  der  Form 

a:  sin  T  —  //  cos  r  —  konst.  =  0 

darstellen  laBt,  liegt  eine  einfacb  unendliche  Schar  von  nicbt  samt- 
lich  parallelen  Geraden  vor,  wenn  die  Konstante  durch  eine  Funktion 
T(r)  ersetzt  wird1: 

(12)  x  sin  T  —  //  cos  r  —  T(r]  =  0. 

Hier  spielt  r  die  Eolle  der  willktirlicben  Konstanten  t  in  (1).  Nacb 
Satz  32  haben  wir  also  die  Gleicbung  (12)  nacb  r  zu  differenzieren: 

x  cos  T  4-  //  sin  T  —  T  (T)  =  0, 

u»d  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergeben  sicb  die  Koordi- 
naten  der  Punkte  der  Kinlmllenden  in  der  Form: 

(13)  x  =  7Tsin  T  -f  T  cos  T,       //  «  —  Tcos  r  +  T  siti  r 

als  Funktionen  des  Parameters  r.    Folglich  gilt  der 

Satz  34:  Die  Parameterdarstellung  einer  ebenen  Kurve 
mittels  ihres  Tangentenwinkeis  r  hat  stets  die  Form: 

x  =  Tsin  r  +  T  cos  r,      y  «  —  Tcos  T  +  T  siu  r, 

wobei  7r  eine  Funktion  von  r  bedeutet 

Auch  in  Satz  30,  S.  52,  lag  eine  Parameterdarstellung  mittels 
des  Tangentenwinkeis  vor*  Setzen  wir  die  Werte  von  dx:dr^  die 


1  Die  GHeiclumg  (12)  ist  fUr  inanche  Zwecke  schr  be<iuem.  Wir  kommeu 
darauf  spater  zurSck.  Sie  tritt  auf  bei  rEKKERS  im  Cambridge  and  Dublin 
Math,  Journ.  1855  5  HIERN  nonut  sie  im  Quarterly  Journ.  of  Math.  1864  die 
magiflche  Gleichung  der  Tangente. 
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aus  beiden  Darstellungen  folgen,   (oder  auch  die  von  dt/:dr)  ein- 
ander  gleich,  so  kommt: 


d.  h.  in  (13)  bedeutet  T+  T"  den  reziproken  Wert  der  Krizmmung, 
daher  den  Knimmungsradius  der  Kurve. 

§  10.    Evolute  und  Evolventen. 

Die  Normalen  einer  Kurve  ?/  =  f(x]  bilden  ebenfalls  eine  ein- 
fach  unendliche  Geradenschar.  Auf  S.  48  stellten  wir  die  Normale 
des  Kurvenpunktes  (x)  in  den  laufenden  Koordinaten  j  und  tj  so  dar: 

tf=  5  +  7/9  -(*+//y)BBs  o- 

Weil  hierbei  y  —  f(x)  und  //  =  f(x]  ist,  liegt  in  N  —  0  eine  Grlei- 
chung  vor,  die  aufier  den  rechtwinkligen  Koordinaten  j,  t)  der  Punkte 
der  Normals  nur  noch  eine  willklirliche  GroBe  x  entbalt,  d.  h,  die 
Gleichung  der  Normalen  sc  liar.  Dabei  spielen  j,  tj  und  x  die  Rollen, 
die  den  GroBen  x,  y  und  t  in  der  Gleichung  F  =  0  des  vorigen 
Paragrapheu  zukamen.  Die  auf  S.  48  durchgefuhrte  Rechnung  ordnet 
sich  sornit  genau  der  allgenieinen  Betrachtung  unter,  die  auf  S.  57 
zu  Satz  33  fiihrte.  Demnach  besagt  der  Satz  25,  S.  49: 

Satz  35:  Die  Normalen  einer  ebenen  Kurve  haben  den 
geometrischen  Ort  der  Kriimmungsmittelpunkte  der  Kurve 

zur  EinhiilleDdei]. 

Der  Ort  der  Kriimmungsmittel- 
punkte der  gegebenen   Kurve   c   sei 
mit  c'  bezeichnet  (siehe  Fig.  18),    Die 
Tangenten  von  c'  sind  die  Normalen 
von   c,    oder    auch:     die    Kurve   c 
durchsetzt    die    Tangenten    der 
Kurve  cf  senkrechi    Nun  gibt  es 
aber  unendlich  viele  Kurven,  die  die 
—   Tangenten  einer  Kurvo  c    senkrecht 
^-  18t  durchsetzen.     Suchen  wir  sic   xu  be- 

stimmen: 
Die  Knrve  c  sei  gegeben  uud  habo  die  Gleichungen: 


in  denen  &  ihre  Bogenlange  bedeuten  soil  Mit  ar,  ?/  bexeicbnen 
wir  die  Koordinaten  eines  Punktes  P  einer  solchen  Kurve  c?  von 
der  die  Tangenten  von  c'  senkrecht  durchsohnitten  werdea.  Die 
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Tangente  im  Punkte  P'  oder  (5,  19)  von  c'  enthalte  also  den  Punkt  P 
oder  (z,  y]  der  gesuchten  Kurve.     Dann  muB  nach  (5),  S.  22,  sein: 

x  -  y  _  y  -  t> 

X'     ~~     9' 
oder,  wenn  dieser  Bruch  mit  n  bezeichnet  wird: 

(2)  *  =  £+"£',       y«9  +  »9'. 

Hierin  bedeutet  die  GroBe  n  nichts  anderes  als 
die  Entfernung  des  Ptinktes  P  oder  (#,  y)  Yom 
Punkte  P'  oder  (#',  7)?  denn  es  ist 


Fig.  19. 


und  die  rechte  Seite  ist  nach  Satz  1,  S.  12,  gleich 
n2  (siehe  Fig.  19).  Von  Tangente  zu  Tangente 
wird  sich  n  andern.  Daher  ist  n  eine  noch  un- 
bekannte  Funktion  von  §.  Ware  sie  bekannt, 
so  wiirden  die  Grleichungen  (2)  eine  Parameterdarstellung  der  ge- 
suchten Kurve  c  geben.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  der  die  Funk- 
tion n  geniigen  muB,  driicken  wir  aus,  daB  die  Tangente  der  ge- 
suchten Kurve  in  ihrem  Punkte  (z,  y)  auf  der  hindurchgehenden 
Tangente  von  cr  senkrecht  stehen  soil: 


xf 


_ 
9'" 


oder: 

(3)  sV+gy-0, 

wobei    der   Strich   die    Dijfferentiation   nach 
aber  ist: 


andeutet     Nach  (2) 


so  daB  die  Bedingung  (3)  des  Senkrechtstehens  ergibt: 


Da  aber  ^  die  Bogenlange  von  c'  bedeutet,  ist  nach  Satz  1?  S.  12: 

£'3  +  9/3  -  1 
und  daher  auch: 


so  daB  die  Bedingung  einfach  ri  =  —  1  liefert.     Hieraus  folgt: 

n  =s  —  .  g  +  «       (a  «  Konst,). 
Setzen  wir  dies  in  (2)  ein,  so  kommt: 
(4)  x  -  S  -  (ft  -  «)£',       ;/*!,_(»-  a)  5'. 
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Dies  also  siud  die  Gleichungen  einer  Kurve,  die  alle  Tangenten  der 
gegebenen  Kurve  c  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Solche  Kurven 
heiBen  orthogonale  Trajektoriea  der  Tangentenschar.  Daher: 
Satz  36:  Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Tangeuten 
einer  Kurve 


mit  der  Bogenlange  §  stellen  sich  mittels  des  Parameters  y 

so  dar: 

*  =  £-(§-«)£',       y  =  9  -  (8  -  a)  *)'• 

Dabei  bedeutet  <z  eine  willkiirliche  Konstante.  Die  zu 
einem  bestimmten  Werte  von  a  gehorige  Trajektorie 
schneidet  auf  der  Tangente  des  Punktes  (3)  der  urspriing- 
lichen  Kurve  die  Strecke  a  —  %  ab. 

In  den  Punkten,  in  denen  alle  Trajektorien  ein  und  dieselbe 
Tangente  von  c  treffen,  haben  sie  lauter  parallele  Tangenten.  AuBer- 
dem  ist  der  Abschnitt,  den  zwei  Trajektorien,  sagen  wir  die  zu 
a  =  ax  und  a  =  «2  gehorigen,  auf  den  Tangenten  von  c  bestimmen, 
konstant,  da  bei  der  einen  n  =  n1  ~  ^  —  S,  bei  der  andereu 
?i  ==  n2  =  a2  —  S,  also  n:  —  7?,2  =  ^  —  a3  =  koiist.  ist.  Alle  co1  Trajek- 
torien haben  ferner  dieselbe  Normalensehar,  namlich  die  Schar  der 
Tangenten  von  c'.  Wenn  wir  also  irgend  eine  Trajektorie  kon- 
struiert  haben  und  auf  alien  ihren  Normalen  eine  konstante  Strecke 
auftragen,  erhalten  wir  wieder  eine  der  Trajektorien.  Eine  Kurve 
aber,  die  man  erhalt,  wenn  man  auf  den  Normalen  einer  Kurve 
konstante  Strecken  auftragt,  heiBt  eine  Parallelkurve  dieser  Kurve. 
Es  haben  sich  also  mebrere  Satze  ergeben: 

Satz  37:  Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Tangenteu 
einer  ebenen  Kurve  liegen  so,  dafi  je  zwei  von  ihnen  cine 
konstante  Strecke  auf  alien  diesen  Tangenten  abschneideru 

Satz  38:  Die  Parallelkurven  einer  ebenen  Kurve  c 
sind  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Tangenteu  der- 
jenigen  Kurve,  die  von  den  Normalen  der  Kurve  c  eiugchiillt 
wird,  also  des  Ortes  der  Krummungsmittelpunkte  von  c. 

Satz  39:  Parallelkurven  haben  deiiselbeui  Ort  von  Kriim- 
mungsmittelpunkteu. 

Liegt  eine  reelle  Kurve  c  vor  und  hat  man  ein  Mittel,  ihre 
Bogenlange  §  (gerechnet  von  einem  gewissen  Punkte  P0'  aus)  zu 
messen,  so  kann  man  die  zu  irgend  einem  positiven  oder  negative!* 
Werte  a  gehorige  orthogonale  Trajektorie  (4)  der  Tangenten  vou  c' 
punktweise  so  konstruieren:  Gehort  zu  einem  Punkte  JP'  von  c'  die 
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Bogenlange  £  (n'amlich  der  Bogen  von  7'0'  bis  P'),  so  trage  man  auf 
der  Tangente  von  P'  die  Strecke  n  =  a  —  §  von  P'  aus  ab.  Der 
Endpunkt  P  gehort  der  Trajektorie  an.  Dabei  sind  die  Vorzeichen 
zu  beachten:  Wenn  die  Kurve  c  positiv  im  Sinne  der  wachsenden 
Bogenlange  §  gerechnet  wird,  kommt  ihren  Tangenten  entsprechend 
ein  positiver  Sinn  zu,  und  die  Strecke  n  =  a  —  §  ist  in  diesem  Sinne 
aufzutragen,  falls  sie  positiv  ist,  anderenfalls  von  P'  aus  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne.  Insbesondere  gehort  der  Trajektorie  der- 
jenige  Punkt  A'  von  c  an,  dessen  Bogenlange  §  =  a  ist  Wahlt 
man  P'  auf  c'  liber  A'  hinaus,  so  erhalt  die  Strecke  n  =  a  —  §  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  vorher,  siehe  Fig.  20,  so  daB  man 
schon  hieraus  erkennt,  daB  die  Trajektorie  zwei  von  A'  ausgehende 
Zweige  hat,  die  sich  in  A'  zu  einer  Spitze  vereiuen.  In  A'  namlich 


Fig.  21. 

ist  sie  zur  Kurve  c'  selbst  senkrecht;    es  ist  dies  ein  singularer 
Punkt  der  Trajektorie.     Denu  nach  (4)  ist: 


und  diese  Werte  verschwinden  beide  fiir  §  —  a  (vgL  S.  4). 

Die  angegebene  Konstruktion  kann  auf  zwei  Arten  mechanisch 
hergestellt  werden.  Die  erste  Art  ist  folgende:  Von  P0f  sei  langs 
c'  bis  A'  ein  vollkommen  biegsamer  unausdeltnbarer  Fadeii  ge- 
spanut,  der  in  P0'  befestigt  sei  und  in  A'  einen  Zeichenstift  habe. 
Wird  der  Faden  von  der  Kurve  c'  abgewickelt,  aber  bestandig  straff 
gehalten,  so  beschreibt  der  Stift  den  in  Fig.  19  (S,  61)  dargestellten 
Teil  der  Trajektorie  von  Ar  bis  P0,  Diese  Erzeugung  ist  uuvoll- 
kommen,  well  sie  nicht  auch  den  ttbsr  A'  hinaus  gekgenen  zweiteu 
Zweig  der  Trajektorie  liefert  Besser  ist  daher  folgende  mechanisclie 
Erzcugung:  Man  lege  in  A9  tangential  an  die  Kurve  c  ein  Lineal  / 
und  bringe  auf  ihm  an  der  rait  Af  zusammenfalienden  Stelle  einen 
Zeichenstift  an,  siehe  Fig.  21.  Eollt  alsdann  das  Lineal  ohne 
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G  lei  ten  auf  der  Kurve  c  ab,  so  beschreibt  der  Zeichenstift  den 
einen  oder  anderen  Zweig  der  Trajektorie,  je  nachdem  man  das 
Abrollen  nacli  der  einen  oder  anderen  Seite  bin  vornimmt.  "Wahlt 
man  die  Stelle  A'  in  verscbiedenen  Punkten  von  c',  so  erbalt  man 
die  zu  verscbiedenen  Werten  der  Konstante  a  geborigen  Trajek- 
torien  (4). 

Diejenige  Kurve,  die  ein  Punkt  einer  langs  einer  Kurve  c  ohne 
Gleiten  abrollenden  starren  Geraden  I  beschreibt,  heiBt  eine  Evol- 
vente  der  Kurve  c.  Mit  Riicksicbt  auf  die  urspriiogliche  Problem- 
stellung  konnen  wir  daber  sagen: 

Satz  40:  Jede  ebene  Kurve  ist  eine  Evolvp.nte  des 
Ortes  ibrer  Kriimmungsmittelpunkte. 

Satz  41:  Zwei  Kurven  in  der  Ebene  sind  dann  und  nur 
dann  Eyolventen  derselben  Kurve,  wenn  sie  Parallelkurven 
voneinander  sind. 

Die  Kurve  c',  langs  deren  die  starre  Gerade  /  bbne  Gleiten 
rollt,  beiBt  die  zu  den  bervorgehenden  Evolventen  (den  Bahnkurven 
der  Punkte  von  I)  gehorige  E volute.1  Also  folgt  der 

Satz  42:  Die  Evolute  einer  ebenen  Kurve  ist  der  Ort 
ihrer  Kriimmungsmittelpunkte. 

Ferner: 

Satz  43:  Zwei  Kurven  in  der  Ebene  haben  dann  uud 
nur  dann  dieselbe  Evolute,  wenn  sie  Parallelkurven  von- 
einander sirid. 

Hierbei  ist  nur  noch  zu  ervvabnen,  daB  man  aucb  dann,  wena 
die  Kurven  imaginar  sind,  die  Namen  Evolute  und  Evolventen  ge- 
braucbt.  Dean  die  Babnen,  die  von  den  Punkten  (or,  y]  einer  starren 
auf  einer  Kurve  c  obne  Gleiten  rollenden  Geraden  /  beschrieben 
werden,  gibt  das  Formelpaar  (4)  aucb  dann  wieder,  wenn  die  Kurve  c' 
imaginar  ist 

Zu  einer  gegebenen  Evolute  c  geboreu  unendlich  viel  Evol- 
venten, da  die  Konstaate  a  in  (4)  willkurlicb  ist,  und  maa  kana 
alle  diese  Evolventen  ia  der  Form  (4)  ausdriickea,  sobald  man  die 
gegebeae  Evolute  c  ia  Parameterdarstelluag  mittels  ihrer  Bogen- 
larige  §  zu  geben  vermag,  * 

1  Die  Theorie  der  Evolute  und  Evolventen  hat  ihren  Urspnmg  bei 
ENs,  ,?Horologium  oscillatorium"  (Pam  1673),  Pars  HI:  ,,De  evo- 
lutione  et  dimensione  linearum  curvarum,"  Port  komrnt  auch  der 
Name  Evolute  vor,  dagegen  nenut  er  die  Evolvente  die  De.scripta  ex  evo- 
lutione. 
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Wir  kehren  zu  dem  ursprunglichen  Problem  zuriick: 
Es  liege  also  eine  Kurve  c  von  Punkten  P  oder  (x7  //)  vor,   und 
c    sei   der  Ort  ihrer  Krummungsmittelpunkte  P'  oder  (&  tj),  d.  h.  c 
sei  die  Evolute  von  c.    1st  c  in  der  Form  y  =  /*(ar)  gegeben,  so  wird 
c   nach  (3),  S.  40,  mittels  des  Parameters  x  in  der  Form: 

(5)  ;  =  *-L±A/,      ^'/H-1^/'- 

dargestellt,  indem  hierin  y,  //  und  //'  durch  f(x),  f'  (x)  und  f"  (x)  zu 
ersetzen  sind.  Die  Kurve  y  =  f(x]  1st  nur  eine  Evolvente  der 
Kurve  (5).  Alle  anderen  Evolventen  derselben  Kurve  (5)  ergeben 
sich  leicht,  da  sie  ja  die  Parallelkurven  der  Kurve  ?/  =  f(x)  sind. 
Um  sie  zu  erhalten,  braucbt  man  also  nur  auf  alien  Normalen  der 
Kurve  y  =  f(x)  ein  und  dieselbe,  aber  im  ubrigen  beliebige  Streckew 
abzutragen.  Wenn  /'  wie  auf  S.  24  den  Normalenwinkel  der  Kurve 
y  =  f[x]  bedeutet,  sind  mithin: 

X  =  x  -i-  m  cos  v  ,        Y  —  y  -f  m  sin  -v  , 
d.  h.  nach  (13),  S.  25: 

(6)  JT.*-.-^,      y«y  +  .«,,, 

^;  'a  2 


die  Gleichungen  einer  Paralielkurve  der  Kurve  //  =  f(x)9  in  den 
laufenden  Koordinaten  Ar,  *Y  ausgedriickt  mittels  des  Parameters  z, 
indem  y  und  ?/  durch  f(x)  und  f(x]  zu  ersetzen  sind. 

Wir  blicken  auf  Fig.  19,  S.  61,  zuriick,  worin  die  Kurve  c  die 
gegebene  Evolvente  und  die  Kurve  c'  ihre  Evolute,  d.  h.  den  Ort 
ihrer  Krummungsmittelpunkte,  vorstellt.  Die  dort  mit  n  bezeichnete 
Strecke  bedeutet  nun  nichts  anderes  als  den  Krtimmungsradius  r 
von  P.  1st  r  der  Tangentenwinkel  von  P,  gemessen  in  der  auf 
S.  22  festgesetzten  Weise,  so  hat  der  Tangentenwinkel  von  P  deii 
Wert  r-f-J-w,  weil  die  Tangente  von  c  in  P  die  Normale  von  P 
ist.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dafi  man  die  Evolute  cf  im- 
Sinne  der  positiven  Normalen  der  Evolvente  c  durchlauft 
Der  Kontingen£winkel//T  stimmt  dann  bei  der  Evolute  und  Evolvente 
iiberein.  Das  Bogenelement  d§  der  Evolute  ist,  wie  die  oben  ge- 
gebenen  Deutungen  der  Gleichungen  (4)  zeigen,  abgesehen  vom  Vor- 
iieicken  gleich  dr.  Demnach  wird  der  Kriimmimgsradius  ^  der 
Evolute,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  den  Wert'  d&:dr  oder  also 
dridr  haben.  Dies  wollen  wir  analytisch  bestiitigen  indem  wir 
zugleich  das  Yorzeicheu  feststellen. 

Dabei  empfiehlt  es  sich?   die  gegebene  Kurve  c   mittels   ihres 

rt,  Diff.  1.   3,  Autt.  5 
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Tangentenwinkels  r  auszudriicken.  Nach  Satz  34,  S.  59,  haben  ihre 
Gleichungen  die  Form: 

(7)  x  -  Jsin  r  +  T  cos  r  ,       ;/  =  -  Tcos  r  +  T'smr, 

wobei  T  eine  gewisse  Funktion  von  r  bedeutet.  Nach  (14),  S.  60, 
ist  dabei 

(8)  r==T+T" 

der  Kriimmungsradius  der  Kurve  c.  Eine  entsprechende  Darstellung 
muB  aber  auch  fur  die  Evolute  c  gelten.  Bei  ilir  kommt  r  +  \n 
an  die  Stelle  YOB  T,  und  statt  T  tritt  eine  Funktion  von  r  +  |  it 
oder  also  eine  gewisse^  vorlaufig  noch  unbekannte  Funktion  S  von  r 
auf,  so  da8  die  laufenden  Koordinaten  von  c  entsprechend  (7)  sind: 

j  =       5  sin  (r  +  5-  #)  +  Sr  cos  (r  +  -j-  OT)  , 

t)  =  —  S  cos  (r  +  |-  TT)  +  5'  sin  (T  +  T  *r) 
oder: 

(9)  x  =  5  cos  T  —  5'  sin  T  ,       t)  =  5  sin  T  +  S'  cos  T  . 

Entsprechend  (8)  muB 

(10)  Q=S+S" 

der  Krummungsradius  dieser  Evolute  c'  sein.  Da  aber  der  Punkt 
(j,  t))  der  Kriimmungsmittelpunkt  des  Punktes  (x,  y)  der  Kurve  c 
ist,  ergeben  sich  seine  Koordinaten  auf  Grund  des  Satzes  19,  S.  40, 
aus  (7)  direkt  in  der  Form: 

(11)  i  «  r  cos  r  -  2"'  sin  r  ,       t)  =  T'  sin  T  +  T"  cos  r  , 

denn  in  jenena  Satze  bedeuten  ^  und  ijj  die  rechteu  Seiten  der 
Gleichungen  (7).  Aus  (9)  und  (11)  geht  folglich  5=  T  und  S'  =  7V/ 
liervor,  also  aus  (10)  und  (8): 


Daher  gilt  der 

Satz  44:  Der  Kriimmungsradius  der  Evolute  einer 
ebenen  Kurve  ist  gleich  der  Ableitung  des  Kriimmungs- 
radius  der  Kurve  selbst  nach  ihrem  Tangentenwiukel,  vor- 
ausgesetzt,  daB  man  die  Evolute  entsprechend  dem  posi- 
tiven  Sinne  der  Norinalen  der  Kurve  orientiert. 

Siehe  hierzu  Fig.  22. 

Die  Evolute  einer  Kurve  c  hat  ihrersdts  wieder  eine  Evolute, 
diese  ebenfalls  usw.  Die  durch  fortgesetxte  Evolutenbildui»R  hervor* 
gehenden  Kurven  heiBen  die  h5heren  Evoluten  der  Kurve  c. 
Von  jetzt  an  seien  mit  c1,  c'1,  c"1  .  .  .  der  Reihe  nach  die 
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zweite,  dritte  usw.  Evolute  von  c  bezeichnet.  Einem  Punkte  P  oder 
(z,  y)  von  c  miissen  dabei  die  Punkte  P1,  P11,  P111 .  .  .  oder  (xl ,  ?/J, 
(xz>  y^  (*s?  y»)  •  -  •  von  cli  c">  cin  usw-  entsprechen.>  Siehe  Fig.  23. 
Allgemein  1st  dann  die  Normale  eines  Panktes  Pf7l)  von  c-n]  die 
Tangente  des  Punktes  P{H+i]  von  c()l+l\  und  Pu+1)  bedeutet  den 


Fig.  22. 

Kriimmungsmittelpunkt  des  Punktes  P(?i)  von  c(n).  Die  (n  -j-  l)te 
Evolute  soil  ferner  entsprechend  dem  positiven  Sinne  der  Normalen 
der  nten  Evolute  orientiert  sein.  Dann  1st  T  +  \  n  n  der  Tangenten- 
\vinkel  der  raten  Evolute  von  c.  Da  die  Koordinaten  von  P1,  die 
wir  jetzt  xl  und  yx  (statt  j  und  ^)  nennen,  nach  (1  1)  aus  denen  von  P, 
namlich  aus  den  Werten  (7)  hervorgehen,  wenn  x  durch  r  -\-\vi  und 
7J  durch  Tf  ersetzt  wird,  kommt  allgemein 

n  =       T™  sin  (T  +  2.a)  +  T*+»  cos  fr  +  ~  TT)  , 

;  ; 


(  yn  =  -  ^n)cos  (r  +  J  n)  +  ^1}  sin  (r 


als  Darstellung  der  7zten  Evolute  c(w)  von  c  raittels  des  Tangenten- 
winkels  T  von  c.     Entsprechend  (8)  und  (12)  ist  iiberdies 

(14)  r(M)  =  T(n)  +  T(H+®  =  rfr<"""1' 

der  Kriimmungsradius  der  ?/ten  Evolute  c^.1 

1.    Beispiel:     Ein    auf   seine    Acheen   bezogener    Kegelschnitt    rnit 
Mittelpunkt  hat  die  Gleichung 

V-  i/'Z 

(16)  >^"1 

mit  zwei  Konstariten  «  und  /?.    Fur  den  Taogentenwinkel  T  ergibt  sich  hior 
wegeja  tg  r  =  dy.dx  (lurch  Diiferentiation: 

1  Die  oben  entwiekelte  Theorie  der  hoheren  Evoluten  wurde  von  HIEKN 
in  seiner  auf  8.  59  erwfthnten  Abbandlung  gegebeu, 


68  Erster  Absehnitt:    Kurven  in  der  Ebene. 


x  y    . 

—  cos  r  +  -3-  sin  i  —  0 , 

a  j* 

und  aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

..,., 

(16)  *  = 

wobei 


(17)  A  =  I/a  sia*z:  +•  /?  cos*  i 

sein  soil.  Die  Darstellung  (16)  des  Kegelschnittes  mittels  seines  Tangenten- 
winkels  r  mufi  sich  der  Form  (7)  unterordnen  ,  und  da  T  nach  (7)  gleich 
a;  sin  T  —  I/COST  1st,  findet  man  sofort,  daB  hier  T  gleich  A  ist.  Nach  (18)  hat 
daher  der  Kriimmungsradius  der  n***  Evolute  des  Kegelschnittes  den  Wert: 

(18)  r(w)  =  A(H)  +  A("+2), 

worin  die  Indizes  rechterhand  Differentiation  en  nach  T  andeuten. 

Die  Koordinaten  der  zu  einem  Punkte  P  der  Kurve  c  gehorigen 
Punkte  P,  Pl\  ...  der  Evoluten  c\  c11,  .  .  .  lassen  sich  iibrigens  auch 
statt  in  der  Form  (13)  auf  Grand  des  Satzes  19,  S.  40,  iibersicht- 
lich  darstellen.  Deutet  namlich  der  Strich  die  Differentiation  nach 
dem  Tangentenwinkel  T  an,  so  gibt  jener  Satz: 


c 


Da  sich  nun   der   Tangentenwinkel  r  +  |  n  der  ersten  Evolute 
nur  urn  eine  additive,  also  beim  Differenzieren  uuwesentliche  Kon- 
stante  von  r  unterscheidet,  sind  ganz  entsprechend: 

**  ~xi  -y/.     //2  =7/3  +  V 

die  Koordinaten  des  Punktes  Pn  der  zweiten  Evolute  c".  SchlieBt 
man  so  weiter  und  fuhrt  man  jedesmal  die  schon  vorher  berechneten 
Koordinaten  in  das  folgende  Gleichungenpaar  ein,  so  kommt: 


(19) 


fur  die  Koordinaten  der  zu  P  gehorigen  Punkte  P\  Pl\  P™,  PIV  usw. 
der  Evoluten  von  c.  In  diesen  Formeln  treten  die  Binomialkoefii- 
zienten  auf;  die  Zeichen  x  und  //  wechseln  bestiindig  ab,  und  die 
"  Vorzeichen-  der  links  stehenden  Ausdriicke  bestimmen  sich  nach  der 
Begel: 


die  der  rechts  stehenden  Ausdrucke  nach  der  Eegel: 
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Sobald  also  die  Kurve  c  mittels  ihres  Tangenten- 
winkels  r  gegeben  1st,  stellen  sich  die  Koordinaten  xn 
und  ?/n  der  wten  Evolute  c(n]  als  Funktionen  von  x  und  ?/  und 
ihren  Ableitungen  bis  zur  ttten  Ordnung  einschlieBlich  dar. 

Man  kann  leicht  einsehen,  da8  dies  bei  beliebiger  Para- 
meterdarstellung  nicht  gilt.  Denn  wenn  die  Kurve  c  in  irgend 
einer  Form 

x  =  9  W  i       'H  =  if  (0 


gegeben  1st,  kommt  tgr  =  7//:<p'  und  daher: 

d  i         cpf  if>"  —  yr  cf>" 
~dt  ^        tp"*  4-  ^ 

Fur  irgend  eine  Funktion  /'  von  t  oder  r  ist  demnach: 


. 
dt 

Setzen  wir  hierin  f—x  oder  f  —  y,  so  zeigt  sich,  daB  die  in  (19) 
vorkommenden  erst  en  Ableitungen  x  und  yr  nacb  r  Funktionen 
der  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  x  und  ?/  nach  t  sind, 
so  daB  xl  und  yl  auBer  von  x  und  ?/  noch  von  den  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  von  x  und  //  nach  t  abhangen,  wie  es  ja  auch 
schon  die  bekannten  Formeln  fiir  die  Koordinaten  des  Kriiinmungs- 
inittelpunktes  in  Satz  1  7,  S.  39,  lehren.  Wenn  man  fernerhin  /'  durch 
eine  hohere  Ableitung  von  x  nach  t  ersetzt,.  so  findet  man  allgemeiny 
daB  sich  die  Ableitungen  nter  Ordnung  von  x  und  y  nach  r  durch 
x  und  y  und  ihre  Ableitung  erster  bis  (n  +  l)ter  Ordnung  nach  t 
ausdrticken. 

Nach  (19)  stellen  sich  somit  die  Koordinaten  xn  und  ?/n  der  nten 
Evolute  c(u)  als  Funktionen  von  x  und  ?/  und  ihren  Ableitungen  nach 
dem  Parameter  t  bis  zur  (n  +  l)ten  Ordnung  einschliefiiich  dar. 
Die  Ausdriicke  werden  aber  untibersichtlich,  selbst  wenn  nQan.  die 
Abszisse  x  als  Parameter  t  benutzt  Wir  geben  deshalb  nut  die 
Werte  von  xl9  v/x  und  .r2,  ?/2: 

4-  yf*    ,  ,    i  +  y'L> 

._      y.  .      -  —   '         ! 


,7Tg   =  ,7!          4         -~        //    +  -^         //      , 

/;  -  „  4.  i±Ji:L  f  i  _  3  ,/*»  JL  1L±£ 

//a  ~"  //   '  \  l       °  //  J  ^         75 


Hierbei  deuten  die  Striche  die  Differentiation  nach  der  Abszisse  x  an. 
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Man  tibersieht,  daB  die  Ableitung  (n  +  l)ter  Ordnung  von  //  nach 
.r  in  den  Werten  von  x  und  ?/  linear  auftritt,  wenn  n  >  1  ist. 

n  */  n 

Wenn  nun  zwei  Kurven  c  und  y  etwa  in  den  Darstellungen 
y  =  f(x]  und  l)  =  g  (5)  vorliegen,  wenn  sie  ferner  einen  Punkt  P  und 
wenn  die  Evolutenpaare  c1  und  y1,  c11  und  y11,  .  .  .  schlieBlich  noch 
c<n-i»  un(j  J/OI-D  die  zu  P  zugehorigen  Punkte  gemein  haben,  folgfc 
hieraus,  daB  die  Ableitungen  von  y  nach  x  mit  denen  von  t)  nach  j 
bis  zur  wten  Ordnung  einschlieBlich  fiir  P  ubereinstimmen. 

Umgekehrt:  Findet  diese  Ubereinstimmung  statt,  so  haben  die 
genannten  Evolutenpaare  die  zu  P  zugehorigen  Stellen  gemein. 

Hieraus  aber  ergibt  sich  mit  Riicksicht  auf  Satz  11,  S.  34,  der 

Satz  45:  Wenn  zwei  Kurven  c  und  y  in  der  Ebene 
einander  in  hoherer  als  erster  und  z\var  in  gerade  ttter 
Ordnung  berlihren,  gehen  ihre  ersten,  zweiten  usw.  Evo- 
luten an  den  zugehorigen.Stellen  eine  Beriihrung  in  gerade 
(w  — l)ter,  (TZ  — 2)ter  usw.  Ordnung  miteinander  ein,  so  daB  ihre 
(n  —  l)ten  Evoluten  einander  nur  in  der  ersten  Ordnung  be- 
rlihren. 

Ein  Blick  auf  die  Fig.  23,  S.  67,  wird  geniigen,  um  hieraus 
eine  neue  Formulierung  der  Bedingungen  fiir  eine  Be- 
riihrung in  gerade  wter  Ordnung  zu  gewinnen: 

Satz  46:  Wenn  zwei  Kurven  c  und  y  in  der  Ebene  einen 
Punkt  P  und  die  Tangente  dieses  Punktes  gemein  haben, 
so  beriihren  sie  einander  an  dieser  Stelle  in  gerade  7*tlM' 
Ordnung  dann  und  nur  dann,  wenn  dort 

r  =  4-  o ,       r1  =s  4-  ol .  .  .  .  r(n  ~2)  =  4-  o(n"2) 

-!-.    s     '  -i—    s       i>  -*l~    \ 

ist.  Dabei  bedeuten  r,  y1,  .  . .  ?'<u~2)  die  Krummungsradicu 
der  Kurve  c  und  ihrer  n  —  2  ersten  Evoluten  an  cler  Stelle  P 
bzw.  an  den  zugehorigen  Stellen,  und  o,  ol,  .  .  .  (>(7/~2)  haben 
die  entsprechende  Bedeutung  in  bezug  auf  die  zweite 
Kurve  y.  tfberdies  gelten  uberall  die  Plus-  oder  ilberall 
die  Minuszeichen,  je  nachdem  beide  Kurven  an  der  gemein* 
samen  Stelle  P  denselben  oder  entgegengesetzten  Fort- 
schreitungsinn  haben. 


2.  Beispiel:  Nach  dem  vierten  Beispiele  auf  S.  45  kann  man 
daB  eine  gegebene  Kurve  c  an  einer  gegebenen  Stelle  P  von  einem  gewisaen 
Kegelschuitte  /  in  gerade  vierter  und  im  allgemeinen  nicht  noch  huherer  Ord- 
nung beruhrt  wird.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diesen  oskulierenden 
Kegelschnitt  zu  ermitteln.  Dabei  seien  r,  r1  und  r11  die  zur  Stello  P  g(j- 
horigen  Krummungsradieu  der  Kurve  c  selbst  und  ihrer  ersten  und  cweiten 
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Evolute.     Wir  nehmen  an,  diese  Werte  seien  gegeben,   so  daB  uns  dann  auch 

die  gegenseitige  Lage  des  Punktes  P  und  der  zugehorigen  Punkte  P1,  P11  und 

P111  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Evolute  von  e  bekannt  sind.     Da  wir  uns 

den    Fortschreitungssinn    auf    dem 

gesuchten  Kegelschnitte  vorbehalten 

konnen,  handelt  es  sich  nach  dem 

letzten  Satze  um  folgendes:  Es  soil 

derjenige   Kegelschnitt  y    ermittelt 

werden,  der  in  P  dieselbe  positive 

Tangente  i  und  Normale  n  wie  c  hat 

und  bei  dem  P1,  P11,  Pm  ebenfalls 

die    zu    P    gehorigen    Stellen    der 

ersten,  zweiten  und  dritten  Evolute 

des  Kegelschnittes  y    sind.     Siehe 

Fig.  24,  bei  deren  Konstruktion  wir 

die  Ergebnisse  schon  benutzt  haben, 

zu    denen   wir    gelangen    werden.1 

Sehen   wir  vor  der  Hand  von  den  Fig.  24. 

Parabeln    ab,    so    diirfen    wir    an- 

nehmen,    daB   die  Gleiehung  des  Kegelschnittes,   bezogen    auf  seine  Achsen, 

diese  sei: 

tf       «/2 

(20)  ~  -    +    ^     =    1   , 


wobei  u  und  /?  Konstanten  bedeuten.    Setzen  wir  wie  im  ersten  Beispiele  (S.  68)  : 
(21)  A  =  1/oTsin2  TT^cos^r  =  l/~         ~"  ~~        cos  2  1  » 


wobei  wir  uns  die  Wabl  des  Vorzeicbens  vorbebalten,  so  ergibt  sich  wie  dort 
die  Pavamcterdarstellung  rnittels  des  Tangentenwinkels  T: 


(22) 


y  =  -  -~~T —  > 


1  In  dieser  Figur  wurde  insbesondeve  r  —  1 ,  rl  —  —  1  und  r11  —  —  i  ge- 
wiiblt.  Die  Gleiehung  des  batzes  47,  S.  73,  liefert  dann  das  Achsenkreuz  des 
Kegelschnittes  /,  bezogen  auf  die  Tangente  von  P  und  Normale  von  P  als 
Koordinatenachsen,  in  der  Form: 

(2X  4-  6?)  -  S)  (24$  -  8?)  +  9)  =  0  . 

Demxlach  lilBt  sich  das  Acbsenkreuz  des  Kegelschnittes  leicht  einzeichnen.  Da 
der  Punkt  P  von  diescn  Achsen  die  AbstSnde  3 : 2  ]/U)  und  9 : 8  ]/10  und  die 
Tangente  vou  P  gegenuber  diesem  Acbsenkreuze  des  Kegelschnittes  den 
Kichtungskoeffizienten  —  3  hat,  lassen  sich  aus 


sofort  die  Halbachsen  a  und  6  berechneu,  indem  man  $&»  3:2')/iO,  2/  =  9:8^10 
und  t/'  ^  —  3  substituiert.     £s  kommt  a  «  3  :  4  ]/¥  und  6  «  9  :  8  ]/£*. 
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r  Ebene. 

und  aus: 

r  ••=  A  -f  A", 

ri  -  IT  ,       rii 

=  .^.r.1 

rf  r 

rfr 

folgt: 

«  ?              .1 

3«  /?(«  —  |5)sin 

2r 

(23) 

n           3«0(«-0)     f 

tf  (1  —  cos  2  r)  (5 
0ft  *h  cos2r)fo 

+  3cos2r)l 
—  3  cos  2  r) 

7     "             4A7 

Es  handelt  sich  nun  vor  alleni  darum,  die  Lage  der  Kegelschnittsachsen 
gegeniiber  der  positiven  Tangente  t  und  der  positiven  Normalen  n  von  P  zu 
bestimmen.  Deshalb  seien  Xt  Y  die  Koprdinaten  eines  beliebigen  Punktes  in 
bezug  auf  das  Acbsenkreuz  des  Kegelsclmittes  (20)  und  3£,  ?)  die  Koordinaten 
desselben  Punktes  in  bezug  auf  das  aus  t  und  n  gebildete  Achsenkreuz  des 
Punktes  P,  das  wir  kurz  das  Achsenkreuz  (t,  n)  nennen,  Dagegen  sollen  #,  y 
die  Koordinaten  des  Punktes  P  in  bezug  auf  das  Achsenkreuz  des  Kegelschnittes 
bedeuten.  Weil  t  mit  der  positiven  a-Achse  des  Kegelschnittes  (20)  den  Winkel  i 
bildet,  gelten  nun  nach  (2),  S.  14,  worin  a,  b  und  (t  durch  #,  y  und  T  zu  er- 
setzen  sind,  die  Gleichungen:  ' 

3£  =  (X  -  a;)  cos  r  +  (T  -  y)  sin  r  ,      g)  =  -  (A'  -  a:)  sin  T  +  (  7  -  y)  cos  r  . 

Die  Achsen  des  Kegelschnittes  werden  durch    }'  =  0   und   X  =  0  dargestellt, 
Demnach  ist  fiir  die  eine  Achse: 

X  =  (Z  -  x)  cos  r  -  y  sin  r  ,       g)  =  -  (X  -  x)  sin  r  »  ?/  cos  r 
oder,  wie  sich  dureh  Elimination  von  X  ergibt: 

X  sin  r  -f-  $  cos  r  -    —  y  , 
wShrend  fur  die  andere  Achse: 

3E  -    -  ONCOST  -f-  (7"-  ?/)shiT?      S)  =  resin  T  4-  (7-#)cos  r 
oder  nach  Elimination  von  Y: 

X  cos  T  —  g)  sin  r  =  —  a; 
hervorgeht.     Folglich  ist: 

(3£  sin  T  +  J)  cos  r  -f  y)  (£  cos  r  -  §)  sin  r  +  re)  ^  0 

die  G-leichung  des  Achsenkreuzes  des  Kegelschnittea,  bezogen  auf 
das  Achsenkreuz  (t,  n),    Wir  konnen  sie  wegen  (22)  so  schr«iben: 


oder,  ausmultipliziert  und  nach  Division  mit  £sin2r: 


^. 

Asin2r  "  A"~  Aa  ~ 

Demnach  handelt  es  sich  jetzt  darum,  die  Koeffissienten  diesor  in  $  wud 
jj  quadratischen  Gleichung  als  Funktionen  der  gegebcnen  GroBcu 
r,  r1  undr11  darzustellen,  Zu  diesemZwecke  sind  die  Forrneb  (21)  tmd  (28) 
zu  benutzen.  Aus  (23)  folgen  zunUchst,  wenn  man  r1  :  r  und  r11  :  r1  bildet,  «wei 
in  ot  und  ft  lineare  homogene  Gleichungen: 


§  10.    Evolute  und  Evolventen.  73 


(25)       [3rsin2r  4-  rl(l  -  cos  2  r}]  a  -h  [-  3r  sin  2  r  -f  r*j(l  4-  coa  2r)|/?  =  0, 
[r1  (1  -  cos  2  T)  (5  -t-  3  cos  2  r)  4-  r11  sin  2  r  (1  —  cos  2  x)]  ce 

*  +  [-  rl(l  -f  cos  2  r)  (5  -  3  cos  2  r)  +  r11  sin  2r(l  -I-  eos2x)]£=  0, 
deren  Determinante  versehwinden  muB.     Dies  gibt: 


so  daB  wir,  indem  wir  eine  HilfsgroBe 

(2T)  A  =  V36r2ria  +  (3rr11  -  5r1*)* 

einfuhren,  setzen  dtirfen: 

-  or1* 


,oa.  .    0  ^ 

(28)  sm2r  =  —  —  ,          cos  2  r  = 

worauf  die  Gleichung  (25)  noch  gibt: 

a          18r2  -  3rrir  -1-  5r12  —  I 


(t   ~~    18r2  -  3rr"  -f  or1'  4- X 
Mithin  ist,  wenn  auch  Q  eine  HilfsgroBe  bedeutet: 

(    ex  =  o(18r2  -  3r r»  +  5r12  —  Z), 
(29)  I  "          2  n  I4>         ^ 

zu  setzen.     Fuhren  wir  die  Werte  (28)  und  (29)  in  (21)  und  in  die  erste  Glei- 
chung  (23)  gin,  so  kommt  mit  Hucksicht  auf  (27): 

A2  =  18r7e  ,       A3  =  36r  ^>*(9r2  —  3rrn  +  4r12) . 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  aber  folgt: 
4 

(30)  e  **  * 


Jetzt  ergibt  sich  durch  Benutzung  der  Formelri  (27)  bis  (30)  sofort,  wie  sicli 
die  in  der  Gleichung  (24)  vorkommenden  Koeffizienten  dutch  r,  r1  und  rn  allein 
ausdrucken.  Entfernt  man  dann  noch  alle  Nenner,  so  komrnt  man  zu  dem 

Satz  47:  Die  Achsen  des  Kegelschnittes,  der  eine  gegebene 
ebene  Kurve  o  an  einer  gegebenen  Stellc  P  in  der  vierteu  Ordnung 
beruhrt,  werden  —  bezogen  auf  das  aus  der  positiven  Tangente  t 
und  der  positiven  Normale  n  von  P  gebiidete  Achsenkreuz  — 
durch  die  in  deii  laufenden  Koordinaten  3£,  9  quadratische  Glei- 
chung  dargesfcellt: 

-  3rr»  +  4rI2)[3r  r1  (W  -  J)«)  +  (Srr11  -  5ria)X||] 
4.  27ra(rlis  -  rr»)3£  +•  SrV^ISr*  -  3rr»  4-  5r12)®  -  27r6r1  -  0. 


Darin  bedeuten  r,  r1  und  r11  den  Kriimmungsradius  der  Kurve  c  in 
P  und  die  Kriimmungsradien  der  ersten  und  zweiten  Evolute  von 
G  in  den  zugeho'rigen.Punkten  P1  und  Pn. 

Siehe  die  Fig,  24  auf  S,  71. 

Man  ist  hieruach  imstande,  die  beiden  Achsen  des  Kegelschnittes  ihrer 
Lage  nach  zu  konstruieren.  'Da  man  auBcrdem  noch  den  Funkt  P  des  Kegel- 
schnittes und  seine  Tangente  t  kennt,  ist  alsdann  auch  leieht  der  Kegelaehnitt 
selbst  zu  ermitteln.  Obgleicb  wir  von  den  Parabeln  absahen,  gilt  das  Ergebnis 
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docb  auch  fur  den  Fall  einer  oskuliereuden  Parabel.  In  diesem  Falle  nam- 
lieh  Hegt  die  eine  Kegelschnittsachse  unendlich  fern,  d.  h.  dann  wird  die  Glei- 
chung  des  Satzes  in  £  und  g)  linear.  Folglich  tritt  dies  ein,  wenn 


1st.  Alsdann  konnen  wir  den  Kurvenpunkt  P  parabolisch  nennen.  Dagegen 
soil  er  elliptisch  oder  hyperbolisch  heiBen,  je  nachdem  der  oskulierende 
Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  Dies  gilt  natiirlich  nur  im  reelleri 
Falle.  Das  analytische  Kennzeichen  hierfiir  ergibt  sich  so:  Der  Kegelschnitt 
ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nacbdem  die  beiden  Kegelschnittsachsen  die 
Tangente  t  von  P  so  scbneiden,  daB  P  dazwiscben  liegt  oder  nicht  Da  sich 
nun  die  Schnittpunktsabszissen  3E  aus  der  Gleichung  des  Satzes  47  fur  £)  ~  0 
ergeben,  also  der  quadratiscben  Gleicbung 


geniigen,  ist  im  Falle  der  Ellipse  zu  fordern,  daB  die  beiden  Wurzeln  #  dieser 
Gleichung  verschiedenes  Vorzeichen  haben.    Dies  liefert  den 

Satz  48:  Ein  Punkt  P  einer  reellen  ebenen  Kurve  ist  ellip- 
tiscb,  paraboliscb  oder  hyperbolisch,  d.  h.  der  in  P  in  der  vierten 
Ordnung  beriihrende  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel,  je  nachdem 


positiv,  gleicb  Null  oder  negativ  ist.  Dabei  bedeuten  r,  r]  und 
r11  den  Kriimmungsradius  der  Kurve  e  in  P  und  die  Krunimungs- 
radien  ihrer  ersten  ind  zweiten  Evolute  in  den  zugeho'rigea 
Punkten. 

Es  ist  vielleicht  niitzlich,  daran  zu  erinnern,  daB  die  Evoluten  stets  in  dem- 
jenigen  Fortschreitungssinne  orientiert  sein  sollen,  der  dem  positiven  Sinno  dor 
Normale  der  Kurve  selbst  (der  Evolvente)  entspricht,  vgl.  S,  65,  Wenn  also  die 
Kurve  c  orientiert  worden  ist,  haben  r,  rl  und  r11  fur  den  betrachteten  Kurven- 
punkt P  ganz  bestimmte  Werte. 

Ferner  sei  darauf  aufmerksam-gemacht,  daB  r,  r1  und  r11  durcb  die  Luge 
der  Punkte  P,  P\  P",  P™  auf  c  und  auf  der  ersten  bis  dritten  Evolute  von 
c  gegeben  sind.  Demnach  ist  es  moglich,  die  Kegelschnittsachsen  auf  Grruml 
des  Satzes  47  mit  Zirkel  und  Lineal  zu  ermitteln,  sobald  jene  Punkte  P,  7M, 
Pn  und  Pni  gegeben  sind,  Wir  iiberlassen  dies  dem  Leser. 


§  11.    Differentialinvarianten  einer  ebenen  Kurve. 

Eine  Kurve  in  der  Ebene  hat  zweierlei  Eigenschaften,  solche, 
die  bestehen  bleibeo,  wenn  man  die  starr  gedachte  Kurve  in  irgend 
eine  neue  Lage  gegeniiber  dem  Achsenkreuze  bringt,  und  solche, 
die  in  diesem  Falle  verloren  gehen.  Die  Eigenschaften  von  der 
ersten  Art,  d.  h.  diejenigen,  die  unver&ndert  bleiben,  wenn  man  die 
Kurve  irgend  welchen  Bewegungen  in  der  Ebene  (vgl  S,  15)  tmter- 
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wirffc,  sind  allein  weseutlich  fur  die  Gestalt  und  die  Abmessungen 
der  Kurve.  Man  nemit  sie  ihre  inneren  Eigenschaften. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  der  inneren  Eigenschaften  zu 
gewinnen,  suchen  wir  GroBen,  die  erstens  wohldefiniert  sind,  sobald 
die  Kurve  vorliegt,  und  zweitens  ungeandert  bleiben,  wenn  die  Kurve 
vermoge  Bewegungen  in  der  Ebene  in  beliebige  andere  Lagen  iiber- 
geht  Solche  GroBen  heiBen  Invarianten  der  Kurve  gegenliber 
alien  Bewegungen  in  der  Ebene.  Insbesondere  beschranken 
wir  uns  auf  GroBen,  die  nur  von  einem  Kurvenpunkte  (x,  y}  und 
seiner  Umgebung  abhangen.  Da  die  Kurve  y  =  f(x)  in  der  Um- 
gebung  des  Punktes  (x,  y)  in  der  Form 

A  ,., f  \Ax    .    ftf f  v  A XL 

Ay  ~f(z)-jT+f  (*)  ~2T  +  • ' ' 

dargestellt  werden  kann,  wenn  Ay  den  Zuwachs  bezeichnet,  den  ?/ 
erfahrt,  sobald  x  urn  Ax  wachst,  soil  es  sich  mithin  urn  Gr6Ben 
hancleln,  die  Funktionen  der  Koordinaten  x  und  y^f(x]  des  be- 
trachteten  Kurvenpunktes  und  der  Koeffizienten  f(x],  f"(x], ...  der 
Reihenentwicklung  sind.  Weil  wir  uns  nicht  auf  eine  besummte 
Kurve  ?/  =  /'(or)  beschranken  wollen,  ist  dah.ei  unter  f(x]  irgend  eine 
Funktion  y  von  x  zu  versteten,  wahrend  f(x\  f"(z),  •  -  •  ihre  Ab- 
leitungen  /y',  y,  .  .  .  sein  sollen.  Demnach  betrachten  wir  GroBen, 
die  Funktionen  von  x,  y,  ?/,  ?/", . . .  sind,  und  zwar  insbesondere 
solche,  die  bei  alien  Bewegungen  in  der  Ebene  ihren  Wert  behalten. 
Sie  heiBen  Differentialinvarianten  der  Kurve  gegenuber 
alien  Bewegungen  in  der  Ebene.1 

DaB  nicht  jede  Funktion  von  x,  y,  y',  y",  .  . .  eine  Differential- 
invariante  ist,  lehrt  ein  einfaches  Beispiel:  Die  Strecke,  die  von  der 
Tangente  des  Kurvenpunktes  (ar,  y)  auf  der  Ordinatenachse  abge- 
schnitten  wird,  hat  die  GroBe  y  —  xy  (nach  (3),  S.  21).  Aber  es 
erhellt,  daB  sie  sich  durchaus  andert,  wenn  man  die  starr  gedachtc 
Kurve  mit  dem  gerade  betrachteten  Kurvenpunkte  in  irgend  eine 
andere  Lage  gegeniiber  dem  Achsenkreuze  bringt  Somit  ist  ?/  —  xyr 

1  Der  BegriflP  der  Diflferentialinvarianten  ist  vicl  allgemeiner  als  der  oben 
gegebene  und  fiir  unsere  besouderen  Zwecke  genugende.  Obleich  man  seit 
Beginn  der  Anwendung  der  Infinitesimalrochnung  auf  die  Geometric  not- 
wendig  auf  Differentialinvarianten  stiefi,  ist  dock  ihr  allgemeinster  BegrifF  erst 
in  den  letzten  drei  Jaln-zehnten  des  verflossenen  Jabrhunderts  von  LIK  ent- 
wickelt  und  seiner  vollen  Bedeutung  nach  erkannt  worden.  Statt  auf  seint* 
ssahlreiclien  einzelnen  Arbeiten  verweisen  wir  auf  daa  23.  Kapitel  seiner  ,,Vor- 
lenungeu  iiber  kontinuierliehe  Gruppeti  mit  geometrischea  und 
andereu  Anwendungenu,  bearb,  vom  Verf.  (Leipzig  1893). 
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gewifi  keine  Differentialinvariante.  Anders  verhalt  es  sich  mit  der 
Krii  Binning 

(1)  *  =  -T=> 

v  ;  1/1  +y'*3 

der  Kurve,  vgl.  (9),  S.  52.  Sie  andert  sich  bei  der  starr  gedachtea 
Kurye  nicht,  falls  man  die  Kurve  in  eine  neue  Lage  bringt.  Mithia 
ware  sie  als  eine  Differeutialinvariante  zu  bezeichnen.  Aber  dagegen 
ist  ein  Einwand  zu  machen:  Das  Vorzeichen  der  Kriimmung  hangt 
von  der  willkurliehen  Festsetzung  iiber  das  der  auftretenden  Quadrat- 
wurzel  ab  (vgl.  S.  47);  wenn  nun  eine  Kurve  und  eine  zu  ihrer  ton- 
gruente  Kurve  vorliegt,  kann  man  also  nur  das  eine  sagen,  daB 
beide  Kurven  in  einander  homologen  Punkten  dieselbe  Kriimmung, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  haben.  Da  wir  uns  stets  auf  ein- 
wertige  Funktionen  beschranken  wollen  (vgl.  8.  2),  betrachten  \vir 
mithin  A2  statt  k.  Das  Quadrat  der  Krtimmung  ist  eine 
Differentialinvariante  gegeniiber  alien  Bewegungen  in  der 
Ebene.1 

Dies  wollen  wir  analytisch  bestatigen:  Wenn  eine  Bewegung 
ausgeiibt  wird,  bei  der  die  Punkte  (x,  y)  in  die  Punkte  (I-,  y]  iiber- 
gehen2,  ist  nach  (2),  S.  14: 

or  =s  (5  —  a)  cos  ot  +  (y  —  1}  sin  a 

y  =  —  (5  —  a)  sin  a  •+  (y  —  t]  cos  cc 
oder  auch: 

x  =  x  cos  a  —  I/  sin  a  +  a  ,        y  =  x  sin  a  +  y  cos  a  +  b, 

Die  Kurve  ?/  =  f(x)  geht  dabei  in  diejenige  Kurve  tiber,  deren  Glei- 
chung  in  den  laufenden  Koordinaten  x,  y  aus  ?/  =  f(x]  gefunden 
wird,  wenn  man  ftir  x  und  ?/  ihre  Werte  (2)  einsetzt.  Denkt  man 
sich  die  so  entstehende  Gleichung  nach  y  aufgelost,  so  hat  man  die 
Gleichung  der  in  die  neue  Lage  gebrachten  Kurve  vor  sich: 


1  Es  ist  das  Verdienst  von  STUDY,  zuerst  mit  gr6Bter  Scharfc  darauf  bin- 
gewiesen  zu  haben,  -daB  die  LiEschen  Betrachtungen  in  der  ungentigenden  Be- 
rucksichtigung  der  beliebigen  Vorzeichen  Mangel  aufweisen,  Vgl.  seine  Auf- 
satze:  ,,Kritische  Betrachtungen  iiber  LIES  Invariantentheorio  der 
endlichen  kontinuierlichen  Gruppen",  Jahresbericht  der  Deutscheu 
Mathem.-Ver^inigung,  17.  Bd.  (1908),  S.  125—  142,  und  ,,Zur  Differential- 
geometric  der  analytiachen  Kurven^,  Transactions  of  the  American  Math, 
Society,  2.  Serie,  15.  Bd.  (J909),  S.  1—49, 

s  Wir  h^ben  hier  die  Bezeiehnung  der  Punkte  umgekehrt  gewtthit  wie 
auf  S.  14  u.  f,  oo 
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Auch  hier  kann  man  die  Differentialquotienten  von  y  hinsichtlich  I- 
bilden,  die  wir  kurz  mit  yf,  y"  .  .  .  bezeichnen.  Da  aber  zwischen 
x,  y  und  x,  y  die  Bezieliungen  (2)  bestehen,  lassen  sich  y',  y"  .  .  . 
durch  x,  y,  y,  y"  .  .  .  ausdriicken  und  umgekehrt  y',  y"  .  .  .  durch 
y"  ----  la  der  Tat  gibt  ja  (2): 


,.^  ,  _  d  2/  _    "~  s^n  "  dx  -}-  cos  «  rfT/   _    ?/'  —  tg  a 

^  '  rf  x  ~"      cos  «  rfS  4-  sin  «  dy      "~  y'  tg  a  -h  1 

Da  nun 

"   —  :    ^^    5-   ^X   •     ^^ 

^    ~~  dx  ~~  dx  '  dx 
ist,  folgt  hieraus  und  aus  der  ersten  Gleichung  (2),  die 


dx 
liefert,  weiter: 

(4) 


dx  .    -f    . 

_  •==.  cos  a  +  y  sm  or 


sin  a  -f  cos  «):t 


usw.  Setzen  wir  die  Werte  (3)  und  (4)  von  y'  und  #"  in  die  Formel  (1) 
fiir  k  ein,  so  finden  wir,  daB  A2  genau  die  urspriingliche  Form,  aber 
in  y'  und  y",  bekommt.  Aus 


ergibt  sich  also  vermoge  der  Ausiibung  der  Bewegung  (2): 


d.  h.  die  GroBe  (5)  ist  eine  Differentialinvariante. 

Urn  nun  systematise!*  Differentialinvarianten  zu  bestimmen, 
gehen  wir  so  vor:  Es  sei  J(x9  y,  x',  </'...)  eine  derartige  Funktion. 
Insbesondere  mufi  dann  die  Gleichung 

(6)  /(5,  y,  f,  f  ,  .  .  .)  -  ^(*,  y,  y',  ;A  -  -  0 
bestehen,  sobald  man  irgend  eine  Schiebung 

(7)  x  *=  x  +  a,       y  =*  //  +  4 

(vgl.  S.  16)  ausiibt    Bei  dieser  Schiebung  ist  aber: 

T,'~d7/  **  dy-^  // 
/y        ^J        ^x       /; 

und  weiter: 

r/'  —  Mi  ~-  iLyL  --  >/' 

•f    ~  dx  ~~  dx       •' 
usw.    Wir  verlangen  also,  daB  die  Gleichung  (6)  infolge  von  (7)  und 

(8)  y'=y',     jT-y",     f  '-//"'»••• 
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far  alle  Werte  der  Konsfanten  a  und  b  bestehe,  daB  also 

J(x  +  a,  y  +  b,  yf,  ?/",  .  .  .)  =  J(x    //,  ?/,  y",  .  .  .) 

sei.  Dies  ist  aber  nur  dann  denkbar,  wenn  die  Funktion  /  von 
ihren  beiden  ersten  Argumenten  frei  ist.  Mithin  sind  die  Diffe- 
rentialinvarianten  Funktionen  «/(/,  y",  .  .  .)  von  den  Ab- 
leitungen  allein. 

Da  jede  Bewegung  durch  eine  Schiebung  und  eine  darauf- 
folgende  Drehung  urn  den  neuen  Anfangspunkt  hergestellt  werden 
kann,  haben  wir  weiterhin  noch  zu  verlangen,  daB  die  Funktion 
•/(?/,  ?/".  .  .)  bei  alien  Drehungen  urn  den  Anfangspunkt: 

x  —  x  cos  a  —  y  sin  #,       y  =  x  sitf  a  +  //  cos  a 

ungeandert  bleibe.  Die  direkte  Erfiillung  dieser  Forderung  ist  nicht 
einfach,  weil  sich  y\  T/' . , .  ziemlich  umstandlicb  durch  ?/',  ?/' .  .  . 
ausdriicken.  Siehe  die  Formeln  (3)  und  (4).  Wir  schlagen  deshalb 
einen  anderen  Weg  ein,  indem  wir  den  folgenden  Umstand  verwerten: 
Wenn  u  und  v  zwei  Funktionen  von  t?/,  y",  .  . .  sind,  die 
sich  bei  beliebigen  Bewegungen  in  derEbene  nur  urn  addi- 
tive Konstanten  andern,  so  daB  stets 

|  «(y'  y"»  •  -  - )  =  w  (?/',  //',  .  .  . )  +  konst., 
1  ^^Ti  •-•)-«(;/,  /',-.-)  + konst 

wird,  muB  die  Funktion 

du 
dv 

eine  Differentialinvariante  sein.  Aus  (9)  folgt  namlich,  wenn 
u(yf  y">  -  -  0  und  v(yf,  T/\  .  . .)  mit  a  und  v  bezeichnet  werden,  sofort, 
daB  du  =  du  und  dv  =  dv,  also  in  der  Tat  auch 

du  __  du 
dv    *~  "rf«? 

ist 

Diese  Bemerkung  wenden  wir  nun  wiederholt  an,  uni  mit 
Leichtigkeit  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Differentialinvarianten  zu 
gewinnen.  Als  Funktion  u  konnen  wir  namlich  eine  schon  bekannte 
Differentialinvariante  J  und  als  Funktion  «?  den  Taagentenwink^l  r 
wahlen,  scbald  er  liberhaupt  langs  der  Kurve  veranderlich  ist  DaB 
er  wirklich  bei  Bewegungen  imr  um  additive  Konstautcn  geSindert 
wird,  sieht  man  sowohl  geometrisch  als  auch  rechnerisch  ein;  Hei 
einer  Bewegung  werden  ja  alle  Richtungen  um  ein  und  clenaelben 
Winkel  a  geandert  (vgl.  8,  15),  so  daB  der  Tangentenwmkel  r  bei 
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cler  in  eine  neue  Lage  gebracbten  Kurye  gleich  T  +  a  ist,  wozu  ein 
beliebiges  ganzes  Vielfaches  von  2  n  addiert  werden  darf  (nacli  S.  23). 
Dies  gilt  nur,  wenn  die  neue  Kurve  ebenso  wie  die  urspriing- 
liche  orientiert  worden  ist.  Im  entgegengesetzten  Falle  wird  T  = 
r  +  ct  +  JT,  und  hier  kann  wieder  ein  beliebiges  ganzes  Vielfaches 
von  2?r  addiert  werden.  Die  Figuren  25  und  26  sollen  beide  Falle 


Fig.  25, 


erlautern.     Analytisch    folgt    dasselbe    sofort   aus    (3),    da    tgT  =  // 
tg  T  —Ji'  ist,  denn  danach  wird: 


Lg  *•    V'gj  Ot    ~p    1 

folglich  in  der  Tat  T  —  a  =  r  +  «JT,  wo  w  irgend  eine  ganze  Zahl 
bedeutet.  Wir  haben  also  allgemein  T  —  T  +  a  -{-  un,  so  daB  r  als 
die  Funktion  v  benutzt  werden  darf.  Somit  folgt: 

Ist  /  eine  Differentialinvariante  gegeniiber  alien  Be- 

wegungen,  so  ist  auch 

dJ 


eine  Differentialinvariante.  Hiermit  haben  wir  eine  Operation 
gewonnen,  mittels  derer  man  aus  jeder  schon  bekannten  Differential- 
invariante J  eine  neue  gewinnt;  man  sagt,  um  dies  auszudriicken, 
daB  dJ:dr  ein  Differentialparameter  gegenubcr  alien  Be- 
wegungen  der  Ebene  ist. 

Da  nun  A2  eine  schon  bekannte  Differentialinvariante  ist,  kanii 
insbesondere  /=P  angenommen  werden.  Daraus  folgt,  daB  auch 
die  Ableitung  von  Aa  nach  r  eine  Differentialnrvariante  ist.  Wird 
jetzt  J  als  diese  Funktion  angenommen,  so  ergibt  sich  ferner,  daB 
auch  die  zweite  Ableitung  von  A2  nach  r  eine  Differentialinvariante 
ist,  usw*  Somit  gilt  der 
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Satz  49:  Unterwirft  man  irgend  eine  solche  Kurve 
//  =  f(x]  der  Ebene,  die  keine  Gerade  1st,  alien  Bewegungen 
in  der  Ebene,  so  andern  sich  zwar  x,  //,  ?/  //"  usw.,  aber 
das  Quadrat  der  Krtimmung  A  sowie  alle  Ableitungen 
dieses  Quadrates  nach  dem  Tangentenwinkel  r,  d.  h.  die 
Funktionen 


>        dr    '        d  ?    '        d  z3    '   *  *  ' 

beh.alten  stets  ihre  urspriinglichen  Werte  und  sind  also 
Differentialinvarianten.  Ferner  ist 

dJ 

di 

ein  Differentialparameter,  d,  h.  eine  Operation,  vermoge 
derer  aus  jeder  Differentialinvariante  /  wieder  eine  Diffe- 
rentialinvariante  hervorgeht 

Dm    die   gewonnenen  Differentialinyarianten   in  //',  //",  //'",  ,  .  . 
auszudrucken,  beachte  man,  da6  r  =  arctgy',  also 

d  r  _      //' 
dx  "  i  +~^s  ' 

folglich  der  Differentialparameter 


ist.     Wenn  man  nun  J  =  k2,  siehe  (1),  setzt,  ergibt  sich: 

(10)  ^  = 

V     ;  dr 

ferner  entsprechend: 

=  2  f-  — 

[(1  +  ^j. 


usw.     Hieraus  erkennt  man  leicht: 

Die  Differentialinvariante,  die  sich  durch  (n  —  2)  malige  Differen- 
tiation von  k3  nach  T  ergibt,  ist  eine  rationale  gebrochene  Jb'unktion 
yon  ;/»  y"»  •  •  •.  y(n)  allein.  Sie  wird  deshalb  eine  Differential- 
invariante wter  Ordnung  genannt,  und  wir  wollen  sie  init  /  be- 
zeichnen  : 


Der  Nenner  dieser  rationalen  gebrochenen  Funktion  outhalt  bloB 
Faktoren  von  der  Form  1  +  y*  und  ;/',  die  nicht  iiberall  langs  der 
Kurve  verschwinclen.  Denn  wir  aetzten  voraus,  dafi  der  Tangentni- 
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winkel  r  langs  der  Kurve  veranderlich  sei,  d.  h.  daB  die  Kurve  keine 
Gerade,  insbes.  keine  Minimalgerade  sei.  Ferner  enthalt  die  Funktion 
die  nie  Ableitung  von  y  nur  linear  im  Zahler,  mit  konstanten  Fak- 
toren  oder  Faktoren  von  der  Form  1  •+-  ?/2  behaftet. 

Dies  gilt  aber  nicht  mehr  fiir  n  =  2,  denn  die  Differential- 
invariante  zweiter  Ordnung  k2,  die  wir  J2  nennen  wollen: 

(12)  f2  =  k*, 

ist  in  //"  nach  (5)  quadratisch. 

Offenbar  ist  jede  Funktion  der  schon  gefundenen  Differential- 
invarianten  /2,  J3,  J^3  .  .  .  ebenfalls  eine  Differentialinvariante.  Man 
kann  sogar  beweisen,  daB  es  aonst  keine  gibt?  doch  bedurfen  wir 
dieses  Satzes  nicht. 

Der  Beweis  wird  so  gefuhrt:  Wegen  der  beschriebenen  Form  von  Jn 
lafit  sich  y(n}  als  rationale  gebrochene  Funktion  von  y'  ,  y"  ^  ...  y{n  ""  J)  tmd 
Jn  darstellen.  Da  das  entsprechende  fiir  y"r^  2/IV,  :  .  .  y(n~~l)  gilt,  kann  man 
schlieBlieh  y(n}  auch  als  rationale  gebrochene  Funktion  von  y",  Js,  J4,  .  .  .  Jn 
ausdriicken,  und  zwar  gilt  dies  fur  alle  Ordnungen  n  >  2.  Soil  nun 
J(y',  y",  .  .  .  2/(7l))  irgendeine  Differentialinvariante  niei  Ordnung  sein,  und  denken 
wir  tins  darin  fiir  y"r,  ylv,  .  .  ,  y(n}  diese  rational  gebrochenen  Funktionen  sub- 
stituiert,  so  geht  aus  J  eine  Funktion  ^2  von  y',  ij"  und  J^,  J^  .  .  .  Jn  hervor. 
Weil  sie  eine  Differentialinvariante  sein  soil  und  weil  andererseits  «73,  «/4,  .  .  .  Jn 
Differentialinvarianten  sind,  mu8  dann  infolge  von  (3)  und  (4)  fur  j  eden  Dreh- 
winkel  a: 

SI  (y',  y",  J3,  J4,  .  .  .  Jn)  =  ^  (If,  y",  J3,  J4,  .  .  .  Jn)  , 
also  auch: 


sein.  Nach  (3)  aber  werden  y'  und  y"  fur  a  —  0  gleich  y',  y";  also  verschwindeu 
Z^hler  und  Nenner  auf  der  linken  Seite  dieser  G-leichung  fiir  a  ~  0.  Demnacli 
ergibt  sich  beim  Grenziibergange  iim  «  —  0  (was  bedeutet,  daB  man  eine  Be- 
wegung  niit  einem  rrach  Null  strebendcn  Dreh  winkel  aus&bt): 


Hierfiir  kann  man  schreiben: 


Differenziert  man  aber  die  Werte  (S)  und  (4)  nach  «,  so  gibt  der  Grenziibergang 
limoc  =  0  die  Werte  —  (1  -f  y'*)  u**d  ^  3y'  v//r  oder,  weil  dann  y1,  y"  mit  s/',  y" 
iibereinstimmen  ,  die  Werte  —  (1  -f  y'*)  und  —  Sy'y",  Daher  naufi  gefordert 
werden  : 


SCHEPFBJRS,  PlflT.  I.    3,  Aufl. 
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Weil  J2  =  k*  eine  Differentialinvariante  zweiter  Ordnuag  1st,  gilt  diese  Pormel 
insbesondere  fur  *£  =  k~,  was  man  auch  leicht  direkt  mittels  Substitution  des 
Wertes  (5)  bestatigt  Da  somit  auch: 


ist  und  da  1  +  t/'2  und  y'  y"  nicht  beide  langs  der  betrachteten  Kurve  iiberall 
gleich  Null  sind,  folgt  aus  den  beiden  letzten  G-leichungen,  dafl 


BJ, 


by'     by" 

sein  muB.  Hier  aber  steht  die  Funktionaldeterminante  von  ^  und  J2  hihsicht- 
lich  y'  und  y",  deren  Versehwinden  bekanntUch  bedeutet,  dafi  52  als  Funktion 
von  y'  und  y"  von  J2  abhSngig  sein  muB.  Deshalb  hat  £2  notwendig  die 
Form  einer  Funktion  von  J%  und  von  den  iibrigen  in  52  schon  vorher  auf- 
getretenen  Argumenten  J3,  J4,  .  .  .  Jn,  was  zu  beweisen  war.  Wir  formulieren 
daher  den 

Satz  50:  Diejenigen  Kurven  y  =  f(x)  der  Ebene,  die  keine 
Geraden  sind,  haben  liinsichtlich  aller  Bewegungen  der  Ebene 
nur  solche  Differentialinvarianten,  die  blofi  Funktionen  der  in 
Satz  49  angegebenen  Differentialinvarianten 


sind,  d.  h.  mit  Hilfe  des  Differentialparameters  dj:d*  gewinnt 
man  aus  der  Differentialinvariante  niedrigster  Ordnung  k*  nach 
und  nach  jede  wesentliche  Differentialinvariante. 

Natiirlich  nennen  wir  ,/2,  <73,  «74,  ...  deehalb  alle  wesentlichen  Diffe- 
rentialinvarianten, weil  jede  andere  blofi  eine  Funktion  von  ihnen  ist. 

Die  Beihe  der  Differentialinvarianten 

(13)  *2?    ~TT>    "S7r»   "??">"• 

laBt  sich  durch  manche  andere  Systeme  von  DiffereBtialinvarianten 

ersetzen.    Man  erkennt  namlich  leicht,   dafi  sie  sich  rational  durch 

(")  **,     *£,    *j^,    *f^-.- 

ausdriicken  lassen.  Da  ferner  der  Krummungsradius  r  der  reziproke 
Wert  von  A  ist,  lassen  sich  diese  rational  durch 

/ 1  e  \  •=>  rf  T  d*  T  d^  T 

(10)  r-,     r  — ,     r    -t  ,     r      3,  ... 

ausdriicken.  Ferner  ist,  wenn  3  die  Bogenltoge  bedeutet,  nach  (1), 
S.  46: 

ds  ___   i 

57  ""  ~, 
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mithin  firr  jede  Funktion  f: 


=  == 

dx   ~~  k    ds   ~~      ds 


Demnach  lassen  sich  die  Differentialinvarianten  (14)  auch  als  rationale 
Funktionen  von 


darstellen,  indem  also  der  Faktor  A  nur  bei  den  geradzahligen  Ab- 
leitungen  von  A  auftritt.  Ebenso  lassen  sie  sich  als  rationale  Funk- 
tionen von 


—       r  —       — 

'      ds  '         ds*  '      ds* 


schreiben,  indem  ebenfalls  der  Faktor  r  nur  bei  den  geradzahligen 
Ableitungen  von  r  vorkommt. 

Aus  (15)  folgt  noch  eine  andere  Darstellung,  die  uns  gestattet, 
die  gefundenen  Differentialinvarianten  geometrisch  zu  deuten:  Wir 
bilden  von  der  Kurve,  die  alien  Bewegungen  unterworfen  wird,  die 
erste,  zweite  usw.  Evolute  (vgl.  S.  66)  und  bezeichnen  mit  r\  r11,  .., 
die  Krummungsradien  dieser  Evoluten  in  denjenigen  Punkten,  die 
dem  gerade  betrachteten  Punkte  der  Urkurve  entsprechen,  Nach  (14), 
S.  67,  ist  dann  allgemein  r(n)  =  dr^-^idt.  Mithin  sind  die  Funk- 
tionen (15)  identisch  mit  diesen: 

(18)  r\     rr\     rrl\     rr™,  .  .  . 

und  lassen  sich  daher  rational  durch 


ausdriicken.     Demnach  gilt  der 

Satz  51:  Die  in  Satz  49  aufgestellten  Differential- 
invarianten und  alle  Funktionen  von  ihnen  sind  Funktionen 
des  Quadrates  des  Kriiiamungsradius  r  und  der  Verhalt- 
nisse,  in  denen  die  Krummungsradien  r\  rlly  .  .  .  der  ersten, 
zweiten  usvr.  Evolute  der  Kurve  zu  r  stehen. 

Wir  nahmen  bisher  an,  diejenige  Kurve,  die  alien  Bewegungen 
zu  der  Ebene  unterworfen  wird,  sei  in  der  Form  y  =  f(x)  gegebeu, 
Wenn  sie  in  einer  allgemeinen  Parameterdarstellung: 


vorliegt,   kann   man   nattirlich   auch   die  Differentialmvarianten  al8 
Funktionen  von  t  darstellen.     Denn  nach  (3),  S.  47,  ist 

6* 
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und  wegen 


wird  der  neue  Ausdruck  fiir  den  Difl'erentialparameter: 
J       dj:dt          <P/8  +    '*     d 


.  . 

dr         diidt        cp'  yj"  —  yj'  y"  d  t 

Setzt  man  hierin  den  Wert  (20)  von  A2  statt  /  ein,  so  ergibt  sich 
fiir  die  Differentialinvariante  dritter  Ordnung  /3  die  Funktion: 

"  -  y7  y^)  (y"  y"  +  i//f  y 


„  9  -  _  o 

"  // 


Wird  diese  Funktion  statt  /  in  (21)  substitaiert,  so   geht  weiterhin 
auch  die  DifferentialinVariante  vierter  Ordnung  J4  hervor  usw, 

§12.    Die  natiirliche  Gleichung  einer  ebenen  Kurve. 

Mit  Hilfe  der  Ergebnisse  des  Torigen  Paragraphen  ist  es  leicht, 
eine  wichtige  Frage  zu  entscheiden: 

Vorgelegt  seien  zwei  Kurven  in  der  Kbene.  Wie  er- 
kennt  man,  ob  sie  einander  kongruent  sind?  Anders  aus- 
gesprochen:  Wie  erkennt  man,  ob  die  eine  Kurve  vermoge 
einer  Bewegung  in  der  Ebene  in  die  andere  Kurve  uber- 
fiihrbar  ist?1 

Sehen  wir  yorerst  von  den  Geraden  ab.  Alsdann  wird  langs  der 
ersten  Kurve,  die  wir  uns  in  irgend  einer  Darstelhing  mit  Hilfe 
eines  Parameters  t  gegeben  denken,  das  Quadrat  der  Kriimmung  A 
und  ebenso  die  Ableitung  von  A2  nach  dem  Tangentenwinkel  r  eine 
Funktion  von  t  sein,  siehe  (20)  und  (22)  oben.  Wenn  die  Krummung 
nicht  konstant,  also,  wie  wir  annehmen  wollen,  die  Kurve  kein  Kreis 
ist  (vgl  Satz  29,  S.  51),  definiert  die  Gleichung  (20)  umgekehrt  den 
Parameter  t  als  eine  Funktion  von  A2,  Wird  sie  in  die  Gleichung  (22) 
eingesetzt,  so  ergibt  sich  eine  Beziehung  von  der  Form: 

(D  -£>-„  (*,, 


Dies  Aquivalenzproblem  (sowie  das  entsprechende  fiir  Eaurnkurvcu 
und  Flachen,  von  denen  spiiter  die  Eede  sein  wird)  ist  Gegenetand  der  Untei- 
suchung  in  dem  auf  S.  75  erwghnten  Werke  vorx  LIB.  Wir  behandeln  m  mit 
Beriicksichtigung  der  voa  STUDY  erhobeneu  und  achon  auf  S.  76 
Einwande. 
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deren  rechte  Seite  eine  gewisse  Funktion  yon  A2  ist.  Entsprechen- 
des  gilt  bei  der  zweiten  gegebenen  Kurve.  Sollen  nun  beide  Kurven 
einander  kongruent  sein,  so  mu8  k2  an  homologen  Stellen  beider 
Kurven  denselben  Wert  haben,  denn  A2  ist  eine  Differentialinvariante. 
Aber  auch  von  d(k2):dr  gilt  dies.  Mitbin  mufi  bei  beiden  Kurven 
ein  iind  dieselbe  Gleichung  (1)  zwiscben  den  beiden  Differential- 
invariant  en  besteben. 

Wir  bebaupten  aber  aucb  umgekebrt:  Alle  Kurven,  bei  denen 
dieselbe  Gleichung  (1)  gilt,  sind  einander  kongruent.  Zum  Beweise 
greifen  wir  aus  demjenigen  Bereicbe  von  P,  innerbalb  dessen  a>(k2) 
eine  einwertige  analytische  Funktion  ist,  einen  solchen  bestimmten 
Wert  £02  beraus,  der  selbst  nicbt  gleich  Null  ist  und  fur  den  auch 
co  nicbt  verscbwindet.  Alsdann  wahlen  wir  den  Kurvenpunkt,  fiir 
den  A2  den  Wert  A-02  bat,  als  Anfangspunkt  und  seine  positive  Tan- 
gente  als  positive  ar-Achse.  Die  Anwendung  des  Satzes  30,  8.  52, 
in  dem  jetzt  ,r0  =  ?/0  —  TO  ^  0  zu  setzen  ist,  gibt  als  Koordinaten 
der  Kurve,  bezogen  auf  das  spezielle  Acbsensystem: 


T 

/cos  T 
--- 


Nun  ist  unter  A2  eine  Funktion  von  r  zu  verstehen,  die  der  Be- 
dingung  (1)  genligt  und  fiir  r  =  0  den  Wert  k02  annimmt.  Die  be- 
sondere  Wabl  des  Achsenkreuzes  ist,  nebenbei  bemerkt,  ohne  EinfluB 
auf  die  Gleichung  (1),  weil  hierin  nur  Differentialinvarianten  vor- 
konimen.  Aus  (1)  geht  durch  eine  Quadratur 


*<>« 

hervor.  Weil  a)  (A02)  41  0  ist,  gibt  es  fiir  A2  eine  Umgebung  von  /<0Z, 
in  der  r/?(/t2)  nirgends  verschwindet,  so  daB  das  Integral  dort  eine 
einwertige  analytische  Funktion  von  k*  wird,  die  fiir  k2  =  /i02  den 
Wert  Null  hat,  so  daB  wir  eine  Form  el  von  der  Form 


bekommen.  Nach  dem  Satze  ubei*  das  Vorhandensein  einer  un- 
entwickelten  Funktion  (vgl  S.  3)  deiiniert  diese  Gleichung  um- 
gekehrt  &2  ais  eine  einwertige  -  analytische  Funktion  von  T,  die  fur 
T  a«  0  den  Wert  A02  annimmt,  also  einen  nach  Voraussetzung  nicht 
verschwindenden  Wert.  Mithin  ergeben  sich  durch  Ausziehen  der 
Quadratwurzel  schlieBlich  2iwei  einander  entgegengesetzt  gleiche 
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Funktionen  k  von  r,  von  denen  jede  in  einer  hinreichend  beschrankten 
Umgebung  von  T  =  0  iiberall  einwertig  und  analytisch  ist.  Ins- 
besondere  nehmen  sie  fur  r  *=  0  die  Anfangswerte  kQ  und  —  &0  an. 
Diese  Funktionen  sind  fcun  in  (2)  fur  k  zu  substituieren. 

Infolge  da  von  also,  da6  wir  von  vornherein  ein  aehr  spezielles 
Achsenkreuz  benutzt  haben,  gehen  nur  zwei  Kurven  (2)  bervor,  die 
der  Bedingung  (1)  geniigen.  Aber  auch  diese  beiden  Kurven  sind 
einander  kongruent.  Denn  die  eine  gebt  in  die  andere  iiber,  wenn  k 
durch  —k  ersetzt  wird;  statt  dessen  konnen  wir  jedoch,  wie  (2)  zeigt, 
x  durch  —  x  und  zugleich  y  durch  —  y  ersetzen,  d.  h.  die  eine  Kurve 
geht  durch  eine  Drehung  urn  den  Anfangspunkt  in  die  andere  iiber, 
wenn  insgesamt  zwei  rechte  Winkel  beschrieben  werden. 

Wenn  man  also  bei  alien  Kurven,  die  der  Gleichung  (1)  ge- 
niige  leisten,  als  Anfangspunkt  diejenige  Stelle  wahlt,  wo  A3  den 
bestimmten  Wert  A02  hat,  und  als  a:-Achse  die  Tangente  dieser  Stelle 
benutzt,  so  geht  fiir  alle  Kurven  dieselbe  Parameterdarstellung  mittels 
des  Tangentenwinkels  T  hervor,  vorausgesetzt,  daB  man  den  positiven 
Sinn  der  ar-Achse  richtig  wahlt.  Dies  aber  besagt,  daB  alle  der 
Gleichung  (1)  gentigenden  Kurven  einander  kongruent  sind. 

Mitbin  gilt  der 

Satz  52:  SchlieBt  man  Geraden  und  Kreise  aus,  so  sind 
zwei  Kurven  in  der  Ebene  einander  dann  und  nur  dann 
kongruent,  wenn  langs  beider  die  Ableitung  des  Quadrates 
der  Krummung  k  nach  dem  Tangeutenwinkel  r  dieselbe 
Funktion  von  k2  1st,  also  bei  beiden  dieselbe  Gleichung 


besteht. 

Diejenigen  Eigenschaften  einer  Kurve  also,  die  sich  bloB  auf 
ihre  Gestalt  und  GroBenmaBe  beziehen,  d.  h.  von  der  Lage  zum 
Koordinatensystem  unabhangig  sind,  finden  ihr-en  vollstandigen  Aus- 
druck  in  der  Gleichung 

(3)  ^?  -«(*«) 

zwischen  ihrer  Differentialinvariante  zweiter  uud  dritter  Ordnung. 
Zu  jeder  Funktion  CD  von  i3  gehort  eine  Schar  von  kongruenten 
Kurven;  zu  verschiedenen  Funktionen  A>  geh5ren  Kurven,  die  einander 
nicht  kongruent  sind.  Deshalb  heiBt  die  Gleichung  (3)  die  natilr* 
liche  Gleichung  der  ebenen  Kurve,1  Nach  (10),  8.80,  entbftlt 

1  Nach  Ansatzen  bei  EITLEB  findet  sich  die  natiirliche  Gleichuttg  (intrinsic 
equation)  bei  WHEWELL  im  8,  u.  9.  Bd.  der  Transactions  of  the  Cambridge  Phil. 
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sie,  wenn  man  sich  die  Kurve  in  der  Form  y  =  f(x)  dargestellt 
denkt,  die  Veranderlichen  x  und  ij  und  die  Ableitungen  von  y  nacl  x 
bis  zur  dritten  Ordnung.  Sie  1st  also  eine  gewohnliche  Differential- 
gleichung  dritter  Ordnung.  Wir  zeigten,  wie  man  bei  vorgelegter 
natiirlicher  Gleichung  (3)  mittels  Quadraturen  und  Bliminationen  eine 
ihr  geniige  leistende  Kurve  findet.  Aus  dieser  Kurve  gehen  alle 
anderen  Kurven,,  die  derselben  natiirlichen  Gleichung  geniigen,  da- 
durch  hervor,  da6  man  die  Kurve  beliebigen  Bewegungen  innerhalb 
der  Ebene  unterwirft. 

Entsprechend  den  Bemerkungen  auf  S.  82,  83  kann  man  die 
naturliche  Gleichung  (3)  in  mancher  anderen  Weise  schreiben,  z.  B. 
wenn  r  den  Kriimmungsradius  und  s  die  Bogenlange  bedeutet,  in 
den  Formen: 


(4)  .  =  -  r*u  Oder 

^  J  dx  \r-  j  ds 

oder  auch  so: 

,-\  dr  .     .,      fl 

0)  -r—  =  —  ir-Q)    -s 

v  ;  ds  *          \r* 

Bezeichnet  man  —  ±rzoj  als  Funktion  von  r2  mit  43  (r2),  so  kann 
man  die  naturliche  Gleichung  in  der  Form: 

(8)  Ir-^1)      .. 

anuehmen.  Bedeutet  r1  den  Kriimmungsradius  der  ersten  Evolute 
der  Kurve,  so  daB  r1  =  dr:dr  ist,  so  kommt  die  neue  Form  der 
natiirlichen  Gleichung: 

(7)  £  =  fl(r«). 

Liegt  eine  Kurve  in  Parameterdarstellung  vor: 


so  kann  man  /2  und  e/3  nach  (20)  und  (221  S.  84,  leicht  als  Funktionen 
von  t  berechnen;  um  aber  zur  natiirlichen  Gleichung  /3  «"w(«/3)  zu 
kommen,  muB  man  t  eliminieren,  was  meistens  nicht  4urchfuhrbar 


Soc.  1849,  51  (ubersetzt  von  WALTER,  Jahrotsbericht  der  L  Staatarealschulc  in 
GraK  1907).  Auch  PJETERS  vevsuchtc  in  seiner  ,,Neuon  Kurvcnlelirc", 
Dresden  1855,  die  Kurven  auf  naturliche  Bestimmungsstiicke  zu  beziehen,  Be- 
Houders  sind  aber  die  Arbeiten  von  CEsAno  seit  1884  zu  erwahnen  (siehe  FuJB- 
note  S,  D^).  Viele  Literaturangaben  in  WOLFPINO'S  ,?Berichte<(,  Bibl,  math. 
8*  Folgc,  1.  Bd.  1000.  Man  sche  auch  ONNEN^  ,?Notes  concernant  la  th6orio 
des  Equations  csyentiellea  etc.'*,  Archives  N<5erl.  des  Sciences  ex.  et  nat 
14.  Bd,  IH79. 
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1st    Daher  wird  man  sich  damit  begntigen,  die  natlirliche  Grleichung 
durch  die  beiden  Formeln 


(8)  ^3  =  AWi       JB 

zu  ersetzen,  die  hesagen,  wie  sich  J2  und  J3  durch  t  ausdriicken. 

Wenn   aufierdem   eine  zweite  Kurve,    dargestellt  mittels  eines 
anderen  Parameters  t,  vorliegt: 


kann  man  auch  hier  die  beiden  Differentialinvarianten,  die  bei  ihr 
/2  und  J3  heiBen  mogen,  als  Funktionen  von  t  berechnen: 

(9)  /a  =  A(Z),       /s-P®- 

Beide  Kurven  sind  nun  kongruent,  falls  es  zu  jedem  Werte  t  einen 
Wert  f  derart  gibt,  dafi  infolge  von  (8)  und  (9) 

/2  =  J2,       /3  =  /3 

wird.  Die  Beziehung  zwischen  ^  und  ?  mu6  dabei  eine  einwertige 
analytische  sein,  d.  h.  t  muB  sich  als  einwertige  analytische  Funk- 
tion  von  f  und  auch  umgekehrt  t  als  einwertige  analytische  Funktion 
von  t  darstellen.  Demnach  kann  man  das  Kennzeichen  der  Kon- 
gruenz  so  fassen: 

Satz  53:  Sch-lieBt  man  Geraden  und  Kreise  aus;  so  sind 
zwei  mittels  je  eines  Parameters  t  bzw.  t  dargestellte 
Kurven  in  der  Ebene  einander  dann  und  nur  dann  kon- 
gruent, wenn  es  eine  einwertige  analytische  Beziehung 
zwischen  t  und  I  gibt,  infolge  deren  die  beiden  Gleichuiigen 


bestehen,  worin  A  und  k  die  Kriimmungen  und  r  und  f  die 
Tangentenwinkel  der  beiden  Kurven  bedeuten. 

1,  Beispiel:    Im  2.  Beispiele,  S.  17,  wurde  direkt  geiseigt,  daB  die  beiden 
im  Eeellen  durchaus  verschiedenartigen  Kurven 

y  «  x  ~  log  x    und    y  «  x  -f  log  x 

einander  kongruent  sind,  Nach  Satz  53  wird  der  Beweis  dafur  metliodisch  HO 
g-efuhrt:  Im  vorliegenden  Falle  sind  x  und  x  die  Parameter  t  und  ?,  Wie  die 
Pormeln  (5),  S.  77,  und  (10),  S,  80,  zeigen,  ist  uun  bei  der  Kurvc 

y  K  x  4-  eloga;, 

wo  s  gleich  +  1  oder  gleieh  —  1  sei: 

.  ,  2 
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und: 


d(k*\  I"  2s  3(a;H-e) 

--   L  X 


di          "     [(2x*  +  2sx  +  I)2 


+  l)sj 


Wird  jetzt  6  —  —  1  gewahlt,  so  sind  dies  die  Differentialinvarianten  «72  und  J3 
der  ersten  gegebencn  Kurve ;  wird  dagegen  e  ~  4-  1  gewahlt  und  x  statt  «  ge- 
schrieben,  so  sind  es  die  Differentialinvarianten  Jt  und  J3  der  zweiten  Kurve. 
Die  Gleichung  Jz  =  J2  oder 


(2ic-  -  2z  +  1):{         (25s  +  U  +  I)8 
wird  in  allgemeinster  Weise  befriedigt,  wenn  man : 

x  -    Q3x,       2x*  —  2,-c  +  1  =  ^-(2P  4-  2JI  4-  1) 

setzt,  woraus  durch  Substitution  des  ersten  Wertes  in  die  zweite  Gleichung 
sofort  $  =  —  1  folgt,  weil  x  beliebig  sein  soil  und  o  nicht  verschwindeii  darf. 
Demnach  wird  die  Bedingung  J"2  =  «72  einzig  und  allein  durch  die  Annahme 
x  —  —  x  befriedigt.  Wenn  aber  cc  -  —  x  gewahlt  wird,  nimmt  J3  genau  den 
Wert  J*  an,  so  daB  auch  die  zweite  Bedingung  erfiillt  ist.  Mithin  sind  die 
beiden  vorgelegten  Kurven  in  der  Weise  einander  kongruent,  da8  lioinologe 
Punkte  entgegengesetzt  gleiche  Abszissen  haben. 

Geraden  und  Kreise  wurden  bisher  ausgeschlossen.  Hier- 
uber  ist  zu  sagen,  daB  sich  zwei  Geraden,  die  keine  Minimal- 
geraden  sind,  stets  durch  eine  Bewegung  ineinander  liberfiihrea 
lassen,  wahrend  eine  Minimalgerade  bei  alien  Bewegungen  immer 
nur  in  solche  Minimalgeraden  Yervvandelt  wird,  die  denselben 
Richtungskoeffizienten,  namlicli  i  oder  —  z,  haben  (vgL  S.  15).  Dem- 
nach zerfallt  die  Gesamtheit  aller  Minimalgeraden  in  zwei  Scharen 
untereinander  kongruenter  Linien  x  —  £?/=  konst.  und  ^  +  zy=konst., 
so  da8  keine  Gerade  der  einen  Schar  einer  der  anderen  Schar  oder 
tiberhaupt  irgend  einer  andereri  Geraden  der  Ebene  kongruent  ist. 
Die  Differentialinvariarite  ^2  hat  fiir  eine  Gerade,  die  keine  Minimal- 
gerade ist,  den  Wert  Null,  wahrend  sie  fiir  eine  Minimalgerade  jede 
Bedeutung  verliert  Die  Gleichung  /r  =  0  ist  die  natiirliche 
Gleichung  aller  derjenigen  Geraden,  die  keine  Minimal- 
geraden sind.  Was  die  Kreise  betrifft,  so  ist  zu  sagen,  daB  em 
Kreis,  dessen  Radius  nicht  gleich  Null  ist  (vgl,  S.  13),  jedem 
anderen  Kreise  kongruent  ist,  bei  dem  das  Quadrat  des  Radius  oder 
also  A2  denselben  Wert  hat,  und  k2 «  konst  ist  folglich  die 
nattirliche  Gleichung  eines  Kreises,  der  kein  Nullkreis  ist 
VgL  hierzu  auch  Satz  29,  S.  51,  Dagegen  hat  k*  fiir  einen  Null- 
kreis keinerlei  Bedeutung;  em  Nullkreis  besteht  aus  deiv  beiden 
durch  semen  Mittelpunkt  gehenden  Minimalgeraden,  nach  S.  13,  so 
daB  alle  Nullkreise  einander  kongruent  siad. 
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Als  Beispiel  zur  Ermittelung  der  natiirlichen  Gleichung  einer 
gegebenen  ebenen  Kurve  nehmen  wir  das  eines  Kegelschnittes. 
2.  Beispiel:     Zunachst  betrachten  wir  die  Ellipse: 


(10) 
Setzt  man 


—  a* 


*  COS-T  = 


-cos2r, 


so  ergibt  sich  mit  "Rucksicht  auf  (23),  S.  72,  wo  a*  und  &2  mit  a  and  0  be- 
zeichnet  waren: 


Aa  2A3 

Wenn  man  T  mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  aus  der  zweiten  eliminiert,  kommt: 


Dies  ist  die  naturliche  Gleichung  der  Ellipse  (10)  in  derjenigen  Form, 
die  sich  der  Gestalt  (7): 


unterordnet  Wie  man  sieht,  wird  hier  &  eine  sechswertige  Fuuktion. 
Selbst  wenn  man  sich  auf  reeile  Kurven  beschrankt,  ist  ,&  noch  zweiwertig, 
indem  dann  zwar  die  dritte  Wurzel  einwertig  wird,  aber  immer  noch  einc 
Quadratwurzel  mit  beiden  Vorzeichen  auftritt.  Dies  findet  seine  geoinctriseh« 

Erkliirung  in  Fig.  27,  worin  auf  der  Ellipse 
vier  symmetrisch  gelegene  Puukte  Pj,  .H, 
P8,  P4  markiert  sind,  fur  die  sowohl  der 
Kriimmungaradius  r  der  Ellipse  deuselben 
absoluten  Wert  hat  ais  auch  der  zugehorige 
Kriimmungsradius  rl  der  eingczeiclmeteu 
Evolute.  Durchlauft  man  die  Ellipse  in 
dem  angegebenen  Sinne  und  beacbtet  man, 
daB  die  positive  Normale  zur  positiven 
Tangente  gerade  so  liegen  soil  wie  die 
positive  ^-Achse  zur  positiven  a?-Achse, 
und  ferner,  daB  die  Evolute  liberal!  den  Sinn 
haben  soil,  der  aus  dem  der  Normals  der 
Ellipsti  hervorgeht,  so  crkennt  man,  daB  die 

Normalen  der  Ellipse  und  der  Evolute  die  in  der  Figur  angegebenen  positiven 
Eichtungen  haben.  Daraus  ergeben  sich  filr  die  Kruoimungsradien  r  und  rl  <lie- 
jenigen  Vorzeiehen,  die  in  der  Figur  fur  r  an  den  vier  Stellen  Pt,  /*„,  /»3,  1\  der 
Ellipse  und  fur  r1  an  den  vier  zugehorigen  Steilen  PJ,  /V?  ^ar»  -^V  &w  Kvoluto 
angegeben  sind.  Folglich  haben  r  uud  r1  Ifings  der  Bogen  A  B  und  CD  (IjiH- 
selbe,  dagegen  liings  der  Bogen  B  G  und  D  A  verschiedenes  Vorgeichtm.  Er- 
sctzt  man  den  Sinn,  in  dem  die  Ellipse  durchlanfen  wird,  (lurch  den  urn- 
gekehrten,  so  Sridern  r  und  r1  iiberall  ihr  Vorzeiehen,  so  daB  sich  doch  wiedor 
ergibt,  daB  sic  langs  A  B  und  0  D  dasselbe,  dagegeu  Itings  B  0  und  1)  A  vcr- 
rs  Vorzeichen  haben.  Mithin  gilt  die  Gleichung  (11),  falls  die  Qtmdrat- 


ft? 


Fig.  27. 


§  13.    Begleitende  Kuruen.    ~  91 

wurzel  positiv  angenommen  wird,  fur  die  Bogen  AB  uud  CD,  andernfalls  fur 
die  Bogen  B  C  und  D  A-  Dabei  ist  as  >  b-  vorausgesetzt.  Bei  der  Quadrat- 
wurzel  in  (11)  gilt  somit  das  Pluszeichen  fiir  diejenigen  beiden  Ellipsenviertel, 
die  man  von  den  Hauptscheiteln  aus  in  dem  in  der  Ebene  festgesetzten  posi- 
tiven  Drehsinne  bis  zu  den  Nebenscbeiteln  durchlauft  Die  beiden  anderen 
Bogen  sind  nur  zu  ihnen  symmetriach.  Ist  e  die  Exzentrizitat  der  Ellipse  und 
p  die  Lange  der  halben  im  Brennpunkte  auf  der  Hauptachse  senkrecht  stehen- 
den  Sehne,  so  hat  man 


zu  setzen,     Dann  geht  die  G-leichung  (11)  fiber  in: 


In  dieser  Form  gilt  sie  auch  fiir  die  Hyperbeln  (e2  >  1)  und  fiir  die  Parabeln 
(62  =  lj.    Dies  ist  die  naturliche  Gleicbung  aller  Kegelschnitte. 


§  13.    Begleitende  Kurven.1 

Wenn  eine  orientierte  ebene  Kurve  c  vorliegt,  kann  man  sich 
vorstellen,  daB  der  Scheitel  P  eines  rechten  Winkels  die  Kurve  c 
durchlauftj  wahrend  seine  beiden  Schenkel  dabei  bestandig  mit  der 
jeweiligen  positiven  Tangente  t  und  positiven  Normale  n  des  Kurven- 
punktes  P  zusammenfallen.  Nebenbei  bemerkt,  kann  man  iibrigens 
auf  Grund  derjenigen  Uberlegungen,  die  zu  dem  Satze  26,  S.  507 
fiihrten,  diese  Bewegung  dadurch  herstellen,  da8  man  den  zweiten 
Schenkel  des  rechten  Winkels  auf  der  Evolute  von  c  ohne  Gleiten 
abrollen  lafit.  Die  beiden  Geraden  t  und  n  bilden  in  jeder  Lage 
ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz;  man  nennt  es  das  die  Kurve  c 
oder  den  Kurvenpunkt  f  begleitende  Achsenkreuz  (t,  n). 

Nun  werde  angenoramen,  dafi  die  Kurve  c  nur  durch  ihre 
naturliche  Gleichung  gegeben  sei,  Nach  Satz  527  S.  86,  hat  sie  dann 
eine  ganz  bestimmte  Form,  dagegen  eine  willkurliche  Lage  inner- 
halb  der  Ebene*  Dem  Kurvenpunkte  P  sei  ferner  ein  Punkt  P  da- 
durch gesetzmaBig  zugeordnet,  daB  man  die  Koordinaten  |  und  ?;? 
die  P  in  bezug  auf  das  den  Punkt  P  begleitende  Achsenkreuz  (t,  n) 
hat,  siehe  Fig.  28,  als  Funktionen  der  Differentialinvariante  zveiter 
Ordnung  f%  oder  k2  gibi  Beschreibt  P  die  Kurve  c,  so  wird  der 
begleitende  Punkt  P  eine  neue  Kurve  a  zurticklegen,,  die  man 
eine  die  Kurve  c,  begleitende  Kurve  nennt  Abgesehen  von 

1  Dieser  Paragraph  kann  spiiter  gelesen  werden. 
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einem  Umstande,  auf  den  wir  sogleich  zuniekkommen,  wird  diese 
Kurve  c,  well  |  und  ?;  Funktionen  der  Differentialinvariante  k2  sind, 
die  sich  ja  bei  beliebigen  Bewegungen  innerhalb  der  Ebene  nicht 
andert,  immer  dieselbe  Form  haben,  wie  auch 
die  Kurve  c  in  der  Ebene  liegen  rnag,  so  daB  sich 
die  Aufgabe  ergibt,  die  natiirliche  Gleichung 
der  begleitenden  Kurve  c  zu  berechnen.1 

Der  storende  Umstand  ist  folgender:  Wenn 
die  Kurve  c  nur  durch  ihre  natiirliche  Gleichung 
gegeben  ist,  hat  sie  zwar  eine  ganz  bestimnate 
Form,  wie  sie  auch  immer  innerhalb  der  Ebene 
liegen  mag,  aber  ihre  Orientierung  ist  noch  will- 
FigTss.  kiirlich.  Das  begleitende  Achsenkreuz  ist  nun 

erst  dann  vollig  bestimmt,  wenn  die  Kurve  c 
orientiert  ist.  Wird  der  Fortschreitungssiim  langs  c  durch  den  um- 
gekehrten  ersetzt,  so  tritt  an  die  Stelle  des  begleitenden  PunktesP 
ein  anderer  Punkt'  Q  (siehe  Fig.  28),  weil  dann  die  beiden  Koordi- 
natenachsen  t  und  n  ihren  Sinn  andern.  Demnach  ergeben  sich 
zwei  verschiedene  hegleitende  Kurven. 

Dies  laBt  sich  vermeiden,  wenn  man  £  und  ?;  nicht  als  Funk- 
tionen  von  kzy  sondern  als  solche  Funktionen  der  Krummung  k  selbst 
Avahlt,  die  mit  k  ihr  Zeichen  wechseln,  denn  wenn  man  dann  die 
Orientierung  andert,  geht  zwar  das  Achsenkreuz  (t,  n)  in  das  erit- 
gegengesetzte  liber,  aber  auch  k  in  —  k  und  daher  £  in  —  |  und 
rj  in  —  ?/,  so  da8  der  Punkt  P  auch  im  neuen  Achsenkreuze  die 
alte  Lage  in  der  Ebene  behalt,  daher  nur  eine  begleitende  Kurve 
entsteht.  Wenn  man  z.  B.  |  =  0  und  i\  =  1 :  k  annimmt,  ist  der 
begleitende  Punkt  P  auf  der  Normaleri  n  von  £  gelegen  und  zwar 
der  zu  P  gehorige  Krtimmungsmittelpunkt,  also  die  begleiteude  Kurve 
einzig  und  allein  die  Evolute  von  c. 

Dennoch  wollen  wir  die  Annahrne,  daB  |  und  tj  Funktionen 
von  k  seien,  die  mit  k  ibr  Zeichen  wechseln,  also  sogenaimte  un- 
gerade  Funktionen  von  k  seien,  im  folgenden  nicht  ausschlieBlich 


1  Diese  Aufgab«  loste  CESARO  in  den  ,,L(!zioni  di  geometria  in- 
trinseca"  (Neapel  1896),  Wir  zitieren  bcqucmer  die  dcutuche  Au.sgabe  ,,Vor- 
lesungen  uber  natiirliche  Geometrie"  von  KOWALBWHKI  (Leipzig  1901), 
insbess.  S.  21—25.  S'tatt  cines  begleitenden  Puuktes  kann  man  auch  z,  B,  cine 
begleitende  Gerade  und  ihre  Eiuhullende  botrachten.  Naheres  darab«r  an  dor 
angogebenen  Stelle,  Das  Werk  von  CESARO  enthait  ebenso  wie  di<s  groBe  Xahl 


seiner  friiheren  Abhandlungeu  in  Zeitschriften  iiberanw  viulo  UnterHiu»huiiig<in 
aus  clem  Gebiete  der  naturlichen  Geometric. 
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machen,  weil  sonst  manche  interessante  begleitende  Kurven  unmog- 
lich  wurden.  So  z.  B.  die  Parallelkurven,  denn  wenn  man  |  =  0 
und  ?]  =  a  (=  konst.)  annimmt,  ist  T?  keine  ungerade  Funktion  von  &; 
in  diesem  Falle  liegt  P  auf  der  Normalen  n  von  P  in  dem  kon- 
stanten  Abstande  a,  so  daB  P  eine  Parallelkurve  von  c  beschreibt. 

Nach  allem  diesen  erscheint  es  angebracht,  vorauszusetzen,  daft 
|  und  ?;  irgendwelche  gegebene  Funktionen  der  Kriim- 
mung  k  oder  des  Kriimmungsradius  r  seien.  Sind  dann  Jf 
und  i]  nicht  beide  ungerade  Funktionen,  so  gehen  zwei 
verschiedene  begleitende  Kurven  hervor;  andernfalls  er- 
gibt  sich  nur  eine. 

Um  die  natiirlichen  Gleichungen  der  begleitenden  Kurven  zu 
berechnen,  denken  wir  uns  die  Kurve  c,  deren  Form  ja  durch  die 
als  gegeben  angenoinmene  natiirliche  Gleichung  vollstandig  bestimmt 
ist,  in  irgend  eine  bestimmte  Lage  gebracht  und  in  irgend  einer 
Weise  orientiert  Wie  immer  be- 
zeichnen  wir  dabei  mit  r  den  Tan- 
gentenwinkel  des  Kurvenpunktes  P 
gegeniiber  irgend  einer  bestimmten  Ab- 
szissenachse.  Wenn  r  um  A  r  wachst, 
wander-3  P  auf  der  Urkurve  c  nach 
Pv  und  es  sei  (tv  7^1)  das  2u  Pl  ge- 
horige  begleitende  Achsenkreuz,  siehe 
Fig.  29.  Da  k  als  Funktion  von  r 
zu  betrachten  ist  und  dasselbe  also 
auch  von  |  und  *;  gilt,  mogen  dabei 
|  und  ?/  um  A§  und  At]  wachsen. 
Dann  sind  £-f  4£  und  ?;  +  At]  die  Koordinaten  des  zu  Pl  gehorigen 
begleitenden  Punktes  Pv  bezogen  auf  das  neue  Achsenkreuz  (tv  TZI). 
Dem  Bogenstlicke  PPl  der  Urkurve  c  gehort  ein  Bogensttick  PPl  der 
begleitenden  Kurve  c  zu.  Der  Punkt  Pl  hat  in  bezug  auf  das  alte 
Achsenkreuz  (tf,  n}  gewisse  Koordinaten,  die  fiir  AT  =  0  verschwinden 
und  deshalb  mit  A  /Tund  A  Tbezeichnet  sein  mogen.  SchlieBlich  iiat 
auch  der  Punkt  Pl  in  bezug  auf  das  alte  Achsenkreuz  (t,  n}  gewisse 
Koordinaten,  die  fiir  A  r  =  0  mit  £  und  ?;  zusammeafailen  und  daher 
mit  £•+  V|?  v]+  V^/  bezeichuet  sein  mogen.  Wir  miissen  n&mlich 
hier  ein  aaderes  Zeichen  V  fur  die  Inkremente  benutzen  als  das 
schon  verwertete  Zeichen  A,  Wenn  nun  S,  S>  Sl  und  T  die  Fulipunkte 
der  Ordinaten  AY,  ?;,  q+Ay  und  77 +V?/  sind,  ist  PSP1S1P1TP 
ein  geschlossenes  Polygon,  dessojt  Projektion  auf  die  Tangente  t  oder 
auf  die  Normale  n  den  Wort  Null  hat  (vgl  S.  13,  14).  Hieraus  folgt: 
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AY  +  (|  +  J|)  sin  JT  +  (7;  4-  J^)cos  AT  -  (//  +  V  '?)  =  0, 
daher: 

J  v  I  =  JJT+  |(coszlr  —  1)  —  7;  sin  AT  +  Agcos  AT  —  Ai]&in  AT  , 
I  V*7  =  A^+  |  sin  JT+  ?;(cos  Jr  —  1)  +  zf|sin  Jr  +  ,d?;cos  Jr. 

Nun  wollen  wir  diese  Formeln  mit   AT  dividieren  und   dann   den 
Grrenzlibergang  lim^lr  =  0  ausfiihren.    Dabei  1st  zu  beachten,   da6 

(2)  Jim^i^^i, 


wird.     Bezeichnet   man   uberdies    den  Bogen  PP3    der  Urkurve   c 
mit  As,  so  ist  auBerdem: 


m-^m.., 

AT  As      Ax  ' 

denn  die  Grenzwerte  YOU  AX:  As  und  AY:  As  sind  Kosinus  und 
Sinus  des  Winkels,  den  die  Tangente  ^  mit  der  Tangente  t  fiir 
lim  AT  =  0  bildet  (vgl.  (10),  S.  23),  wahrend  As:  AT  nach  (1),  S.  46, 
in  den  reziproken  Wert  r  der  Kriimmung  k  iibergeht.  Die  Gfrenz- 
werte,  die  sich  aus  (1)  nach  Division  mit  AT  fur  ^7^:  AT  und 
V^:^r  ergeben,  wollen  wir  8g:dr  und  Sy:dT  nen^en.  Die  Be- 
zeichnungen  dj-:dT  und  dqidT  .dtirfen  wir  ja  hier  nicht  anwenden, 
weil  dies  die  Ableitungen  der  beiden  gegebenen  Funktionen  |  und  77 
nach  T  sind.  Da  schlieBlich  bekanntlich  noch 


lim  cosT-      _  0 


ist,  liefert  der  Grenziibergang  die  Formelpi1: 


Diese  Formeln  bedeuten:  Die  Koordinateu  eines  verander- 
lichen  Punktes  P  von  c,  genommen  in  bezug  auf  das  Achsen- 
kreuz  (t,  n)  des  bestimmten  Punktes  P  von  c,  sind  solche  Funk- 
tionen von  AT,  die  fur  ]im/fr  =  0  die  Ableitungen  (3)  haben.  Ks 
empfiehlt  sich,  zur  Abktirzung  der  kommenden  Formeln  die  Be- 
zeichnungen: 

W  «->•-*+• 


1  Diese  Gleichungen  nennt  CEB!BO  a,a,0.  S.  21  (siehe  die  Anm.  zu  S,  n) 
die  Fundamentalformeln  far  die  natOrliche  Analysis  der  ebentm  Kurven, 
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einzufiihren,  so  daB 

fR\  <**  <$>; 

(5)  ~~  —  u  ,       -~  —  v 

^   J  d  r  ?        d  r 

wird. 

Die  begleitende  Kurve  c  orientieren  wir  so,  wie  sie  von  P 
durchlaufen  wird,  wenn  P  die  gegebene  Kurve  c  in  dem  einmal 
festgesetzten  Sinne  zurlicklegt.  Die  Gerade  PPl  geht  nun  beim 
Grenzubergange  lim  A  T  =  0  in  die  Tangente  der  begleitenden 
Kurve  c  an  der  Stelle  P  iiber,  und  wenn  die  positive  Tangente  von 
P  mit  der  positiven  Tangente  t  von  P  den  Winkel  d  bildet,  so  ist: 


also  nach  (5): 


Differentiation  nach  r  gibt,   falls   die  Striche  diese  Differentiation 

andeuten: 

_.  d  6  _  u  v'  —  vuf 

(0  d~T  —  ""MT4T7«"" 

Wachst  T  um  /Ir,  so  liefert  (6)  den  Wert  von  tg(0  +  A  0).  Da- 
bei  bedeutet  6  +  A  d  wohlverstanden  den  Winkel  der  Tangente  von 
c  in  Pl  mit  der  Tangente  ^  von  c  in  Pr  Weil  die  Tangente  ^ 
von  c  in  Pa  mit  «f  den  Winkel  AT  einschliefit,  ist  mithin  d+  A  6+  AT 
der  Winkel  ,  den  die  Tangente  von  Pl  mit  t  bildet.  Beim  Durch- 
wandern  der  begleitenden  Kurve  von  P  bis  Pl  dreht  sich  demnach 
ihre  Tangente  um  den  Winkel 

(0  +  ^/9  +  AT)  —  d    oder    J  fl  +  A  T  . 

Bedeutet  nun  dT  den  zu  dem  Differential  dr  gehorigen  Kon- 
tingenzwinkel  (vgl.S.  46)  und  rfs  das  zugehorige  Bogenelement 
der  begleitenden  Kurve  3,  so  ist  zun&chst: 

di      r     Ad  +  A*      r     AQ   ,   - 
-T-  ==um-  --  --------  =hm-j-  +  1, 

di  A*  AT 

also  nach  (7): 


„. 
Ferner  wird: 


AT 

mithin  nach  (5): 
(9) 
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Bedeutet  schlieBlich  noch  f  den  Kriimmungsradius  der  begleitenden 
Kurve  &  in  P,  so  1st  r  =  dt:  dr,  also  nach  (8)  und  (9): 


~        (UV    -VU'  +   M*   -f-^j- 

Weiterhin  ist 

(/(r)2   =    d(rf:d_i_ 
d~i  d  t  :  d  r 

so  daB  aus  (10)  und  (8)  folgt: 

d(r*)          2r*  \(u  u'  +  v  <)  (Stt  g'  -  30  u'  +  «*  +  g2)  -  (M* 

~  — 


Nach  diesen  Vorbereitungen  nebmen  wir  an,  daB  die  natiirliche 
Gleicbung  der  Kurve  c  gegeben  sei.  Nach  (4),  S.  87,  diirfep.  wir 
sie  in  der  Form  wahlen: 

(12)  -*(^ 


so  daB  also  <l>  eine  gegebene  Funktion  von  r2"  bedeutet.  Wie 
schon  gesagt  wurde,  setzen  wir  voraus,  daB  auBerdem  die  Koordi- 
naten  |  und  q  des  den  Punkt  P  begleitenden  Punktes  P,  bezogen 
auf  das  begleitende  Achsenkreuz  (t,  ri)  von  P,  als  Funktionen  der 
Krummung  k  gegeben  seien.  Statt  k  benutzen  wir  der  geometrischen 
Anwendungen  halber  den  reziproken  Wert,  namlich  den  Kriimmungs- 
radius  r.  Es  seieu  also  f  und  ?;  gegebene  Funktionen  von  r. 
Obgleich  nun  in  den  gefundenen  Formeln  Differentiationen  nach 
T,  statt  nach  r,  vorkommen,  ist  es  doch  leicht,  sie  in  Differentiationen 
nach  r  zu  verwandeln,  und  zwar  auf  Grund  der  gegebenen  Glei- 
chung  (12).  Danach  ist  namlich 

;     __%rdr 
(Lr  ~~  ~~0~  ' 

folglich  fiir  jede  beliebige  Funktion  /'  von  r  oder  r: 

df  _   0    d  f 
di  "~~  2r  dr  ' 
So  z.  B.  ist 

JH  —   <l)   J*L1         ~±  —   ®   ^JL 

di    ~~  'tr     dr  '         d  r  '  ""   2r"    dr  ' 

so  daB  die  Formeln  (4),  die  u  und  v  definieren,  jetzt  die  fblgcnde 
Form  annehmen,  falls  von  nun  an  der  Strich  die  Differen- 
tiation nach  r  (nicht  mehr  die  nach  r)  andeutet; 

(13)  w  =  ,_,  +  .*.|',        «  =  ^+  *.,,/. 
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An  Stelle  von  (10)  ist  entsprechend  zu  sclireiben; 
(14}  ?*  =  4r*(u*  +"*? 

1        }  0  (U  V'  -  VU'}   +1  }'  (2i-  -I-  »*)]» 

In  (11)  tritt  uv"  —  vu"  auf;    als  Ableitung  von  uv—vu'  nach  T 
hat  dieser  Ausdruck  den  Wert 

0     d     f  0  /     '  /si 

---  --    -r-  (uv  —  v  u     . 

2  r     d  r    [  2  r  v  '  J  ? 

wenn  hier  die  Striche   die  Differentiation  nach  r  andeuten.    Dem- 
nach  tritt  an  die  Stelle  von  (11)  die  Formel: 


7*0 


3  0  (u  ur  -f  v  v')  (u  v'-v  u')  4-  r  (u2 + v~)  - 


d'c  2r2(w2-M2):i 

¥  eil  nun  u  und  v  nach  (13)  bekannte  Funktionen  von  r  sind, 
demn;  3h  auch  r2  und  d(r2):dr  infolge  von  (14)  und  (15),  so  ergibt 
sich  die  naturliche  Gleichuog  der  begleitenden  Kurve  c  so,  wie  es 
der  folgende  Satz  besagt:1 

Satz  54:  Fine  ebene  Kurve  c,  die  nur  durch  ihre  nsctiir- 
liche  Gleichung 


gegeben  ist,  worin  T  den  Tangentenwinkel  und  r  den 
Krummungsradius  becleutet,  werde  von  einer  Kurve  c  be- 
gleitet,  und  zwar  seie-n  die  Koordinaten  |  und  77  des  den 
Punkt  P  von  c  begleitenden  Punktes  P,  bezogen  auf  das 
begleitende  Achsenkreuz,  als  Funktionen  von  r  gegeben. 
Die  naturliche  Grleichung  von  c  findet  man  alsdann  so: 
Wenn  der  Strich  die  Differentiation  nach  r  andeutet,  be- 

rechnet  man 

0  f.,  ,        &    , 

M  =  r-»;  +  —|  ,       v^g  +  —t] 

als  Funktionen  von  r  und  bildet  mit  ihrer  Hilfe  das 
Quadrat  des  Krummutigsradius  r; 

-2  -  2      a 

r    "" 


von  c   sowie   die   Ableitung   dieses   Ausdruckes   nach    dem 
Tangentenwinkel  r  yon  c,  namlich: 

1  Dieser  Satz  findet  sich  im  wesentliehen  bci  CESARO  a  a.  0  &  24  (siehe 
die  Anm,  zu  S,  ft  2). 

,  Dill1,  1,  3.  Aua,  t 
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dr 


Indem  man  nun  umgekehrt  r  als  Funktion  von  Fbestimmt 
und  sie  in  den  letzten  Ausdruck  einsetzt,  gelangt  man  zu 
der  gesucbten  natiirlichen  Gleichung: 


der  begleitenden  Kurve  c.  Falls  |  und  ?;  keine  ungeraden 
Funktionen  von  r  sind,  ergeben  sieh  iibrigens  zwei  ver- 
schiedene  begleitende  Kurven  c  je  nach  der  Orientierung 
der  Urkurve  c,  indem  das  Vorzeicben  von  r  geandert 
werden  darf. 

Wir  wollen  diese  Ergebnisse  auf  eine  Reihe  von  einfachen 
Beispielen  anwenden.  Dabei  ist  es  niitzlich,  auch  die  friiheren 
Formeln  (6)  und  (8)  zur  Hand  zu  haben.  Die  zweite  erfabrt,  weil 
jetzt  der  Strich  die  Differentiation  nach  r  andeuten  soil,  eine  kleine 
Abanderung,  weshalb  wir  die  Formeln  bier  von  neuein  angeben: 


Wir  erinnern  hierbei  daran,   da6  6  der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  einander  entsprechender  Punkte  P  und  P  ist. 

1.  Bei  spiel:    Wie  auf  S.  92  bemerkt  wurde,  liefert  die  Annahrne 

?  =  0,      ri  ^r 
als  begleitende  Kurve  c  die  Evolute  der  Urkurve  c.    Nach  (13)  ist  hi  or 


Das  demnach  aus  (14)  und  (15)  folgende  Ergebnis  formulieron  wir  ala  Sat»!, 
wobei  wir  jedoch  so,  wie  es  in  §  10  gesehah,  di(i  Evolute  von  a  rnit  r'  be- 
zeichnen  und  dementsprechend  statt  r  und  'i  die  Zelchen  /  und  i'  iinweuden 
wollen,  Es  kommt: 

Satz  55:   Die  naturliche  Gleichung  der  Evolute  G'  ciner  cluuicu 
Kurve  c,  die  selbst  durch  ihre  naturliche  Gleichung 


gegeben  ist,  geht  durch  Elimination  von  r'2  aus 

..l^.g^ 
dt'  [ 

vermoge 

*"-.*•, 

4r* 
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hervor.  .Dabei  bedeut'en  i  und  r'  die  Tangentenwinkel  und  r  und  / 
die  Krummungsradien  von  c  und  c'. 

Die  ausv'(16)  folgenden  Gleichungen  tg0  =  oo  and  d*':dr=  1  driicken 
schon  bekannte  Eigenschaften  der  E volute  c'  aus,  da  ihre  Tangente  die  Normale 
der  Urkurve  c  ist. 

2.  Bei spiel:  Wie  ebenfalls  schon  auf  S.  93  bemerkt  wurde,  liefert  die 
Annahme 

£  =  0,       17  =  a  ( =  konst.) 

als  begleitende  Kurve  c  der  Urkurve  c  eine  Parallelkurve  von  c  (vgl,  S.  62). 
Nach  (13)  ist  hier 

u  —  r  —  a ,      y  =  o, 

so  daB  aus  (14)  und  (15)  folgt: 


'         v        "  d?         r(r-a) 

Die  erste  Gleichung  gibt  r  =  a  ±  r,  also  die  zweite  die  natiirliche  Glei- 
chung der  Parallelkurve: 

it  *  sf.  /  c> 


(17) 


dJ 


a  ±  r 


-f 


Wie  nach  S.  92  vorauszusehen  war,  ergeben  sich  zwei  G-leichungen,  da  77  =  a 
keine  ungerade  Funktion  von  r  ist.  Ubrigens  kann  man  die  zweite  G-leichung 
aus  der  ersten  auch  dadurch  erhalten,  da6  man  a  dureh  -  a  ersetzt  Es  er- 
geben sich  niimlich  als  begleitende  Kurven  die  beiden  Parallelkurven  in  den 
Abstanden  -f  a  und  —  a  von  der  Urkurve.  Aus  (16)  folgt  tg  6  -  0  uud  d  i :  d  T  —  1. 
Die  erste  Gleichung  besagt,  daB  die  Tangente  einer 
Parallelkurve  zur  entsprechenden  Tangente  der  Ur- 
kurve parallel  ist,  so  daB  beide  dieselben  Normalen 
haben  (vgl.  Satz  38,  S.  62);  dasselbe  besagt  Ubrigens 
auch  die  zweite  Gleichung, 
3.  Beispiel:  Wird 

£  =  a  ( =  konst),    f\  ~  0 

gewiihlt,  d.  h,  als  begleitender  Punkt  P  ein  Punkt 

auf  der  Tangente  der  Urkurve  c  in  konstantem  Ab- 

stande  a  vom  Beriihrungspunkte  P  angenommcn,  so 

heiBe  die  hervorguhcnde  begleitende  Kurve  eine  Tangeutiale  der  Urkurve, 

siohe  Fig.  30.     Nach  (13)  ist  hier  u  —  r  und  v  =  a,  daher  nach  (14)  und  (15): 


Fig.  30. 


(1?) 


d(r*> 


_,>  4  r  -  (r 

r"  **  {a®~~~2 

l&  2r'(r-  4-  ft8)  -  a(4r2 


a8)3 


ft8)  (P,+  2  a  r9  (*•*.+  a2)- 


Die  natiirliche  Gleichung  der  Tangentiale  geht  somit,  falls  die 
nattlrliche  Gleichung  der  Urkurve  in  der  Form  (12)  vorliegt,  dureh 
Elimination  von  r  aus  (18)  hervor.  Die  erste 'Fonnel  (16)  gibt  tg$  =  #:r. 
Die  Normale  von  c  in  J°  enthiilt  dcmnach  denjenigcn  Kriinnnungsmittelpunkt /*' 
der  Kurve  c,  der  zu  P  gchdrt. 
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4^xBei spiels  Wie  hat  man  den  beglcitenden  Punkt  P  zu  definieren, 
damit  s&ine  Tangente  stets  zur  Tangente  der  Urkurve  in  P  parallel  wird? 
Hier  foj-dert  man  t§  0  -  0,  also  v  —  0  nach  (16).  Da  die  Urkurve  und  somit 
auch  <$  beliebig  sein  soil,  gibt  (13)  alsdann  £  =  0,  rf  -  0,  d.  h.  17  =  konst. 
Somit  Mommen  wir  auf  das  zweite  Beispiel,  das  der  Parallelkurven,  znriick, 

5.-"&eispiel:  Soil  die  Tangente  von  P  stets  zur  Tangente  von  P  senk- 
recbt  sein,  so  wird  tg  6  =  oo?  also  u  =  0  nach  (16)  gefordert,  d.  h.  uach  (13) 

£  =  konst,       77  =  r. 

Demnacli  muB  man  den  begleitenden  Punkt  auf  derjenigen  Geraden,  die  man 
im  Krummungsmittelpunkte  P'  von  P  auf  die  Normale  als  Lot  crrichten  kann, 
in  einem  konstanten  Abstande  von  P'  annebmen,  siehe  Fig.  31.  Daher  ist  die 
begleitende  Kurve  cine  Parallelkurve  der  Evolute  e'  der  Urkurve  c. 


Fig.  32. 


6.  Beispiel:  Soil  die  Tangente  von  P  bestSndig  durch  don  zu- 
gehorigen  Punkt  P  der  Urkurve  gehen,  so  foigt  aus  (16),  dafi  v:u  ~  v  :  £ 
gewahlt  werden  mu8,  also  nach  (13): 


daher,  weil  0  irgcndwie  angenommen  werden  darf,  einzcln: 

£2  _j_  7^2  „  r  y  _.  Q^      f »/  --  £'  ry  =  o    oder          —  ™r-  • 

^  s 

Die  erste  Gleichung  besagt,  daB  /'auf  dcm  Kreise  zu  wa'hlen  ist,  dcsscn  Dtxrch- 
der  Kriimmungsradius  r  oder  PP'  yon  P  ist,  siehe  Fig.  B2.  Nach  der 
Gleic-hung  muB  r/ :  £  ™  konst  sein.  Mithin  ist  P  auf  dem  Kreiae  so 
au  wahlen,  daB  die  Gerade  PP  mit  PP'  einen  konstantcu  Wink<il  «  bildot. 
Man  hat  also  die  Annahme 

f  =  r  sin  a  cos  a,      ?/  =-  7*  cos2  a 

7.  Beispdel:  Soil  die  Tangente  von  Pf  mit  der  Tangcnte  von  I* 
einetr  konstanten  Wiufcei  bilden,  so  muB  u;v  uach  (16)  konstant  am«, 
Sctat  man  also,  unter  a  cinen  konstanten  Winkel  vcrstohend: 


u  cos  (x  —  ?'  sin 


0, 
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so  gibt  die  Substitution  der  Werte  (13),  weii  0  beliebig  gewahlt  werden  kann: 

(r  —  7])  cos  a  —  f  sin  «  =  0,       £'  cos  «  —  rf  sin  a  =  0, 
Nach  der  zweiten  G-leiclmng  ist: 

f  cos  «  —  TJ  sin  «  =  « (  =  konst.). 

Daher  hat  man  nach  der  ersten  zu  setzen: 

^  —  r  sin  a  cos  a  +  a  cos  <x , 

?/  =  7*  cos'2  a  —  a  siu  oc . 

Die  Fig.  33  zeigt  deutlich  genug  an,  wo 
-P  gewahlt  werden  muB.  Der  Ort  £  von 
P  ist  eine  Parallelkurve  der  im 
vorigen  Beispiele  betrachtaten 
begleitenden  Kurve. 

Anhangsweise  wollen  wir,  in- 
deed wir  damit  die  Beispiele  aus 
der  naturlichen  Geometric  der 

ebenen  Kurven  abschlieBen,  in  zwei  Beispielen  zeigen,  wie  man  aus 
der  natlirlichen  Gleichung  einer  Kurve  ihre  geometrischen  Eigen- 
schaften  zu  erkennen  vermag. 

8.  Bei  spiel:    Eine  Kurve  c  habe  die  natiirliche  Gleichung: 


(19) 


=  Zar 


(a  =  konst.) . 


Da  die  rechte  Seite,  aufgefaBt  als  Funktion  0  von  r2,  zweiwertig  1st,  handelt 
es  sich  urn  die  Ermittelung  zweier  nicht  kongruenter,  sondern  symmetrischer 
Kurven.  Dies  wird  sogleich  seine  geometriache  Bestiitigung  finden.  Anstatt 
die  Kurven  nach  der  allgemeinen  auf  S.  85  entwickelten  Metbode  zu  bestimmen, 
wenden  wir  den  Satz55  an.  Danach  ergibtsich  wegen  CP=2a]/^  fur  die  Evolute: 


=  0, 

C*    fc 

d.  h.  die  Evolute  ist  ein  Kreis  vom  Radius  a,  die  gesuchten  Kurven  sincl  dem- 
nach  alle  Kreisevolventen  von  lauter  kohgruenten  Kreisen,  Jede  Ki*eis- 
evolvente  hat  aber  zwei  von  einer  Stelle  des  Kreisea  ausgchende,  sich  spiralig 
um  den  Kreis  herumwindende  Zweige,  wie  man  aus  der  mechanischeu  Kon- 
struktion  auf  S.  03  sofort  sieht.  Beidc  Zvveige  laufen  in  verschiedenem  Dreb- 
sinne  um  den  Kreis  herum  und  sind  daher  nicht  kongruent,  sondern  sym- 
metrisch. 

9.  Bei  spiel:    Die  Kurve  c  habe  die  natiirliche  Gleichung: 


(20) 

Nach  Satz  55  ergibt  sich  wegen  0  = 


aw  konst). 

fur  die  Evolute  c'  von  c: 


di' 
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Die  zweite  Gleicbung  ist  schon  die  natiirlicbe  Gleicbung  der  Evolute.  Da  sic 
genau  die  Form  (20)  hat,  lehrt  Sate  52,  S.  86,  daB  die  Kurve  c  mit  ibrer 
Evolute  c'  kongruent  ist.  Homologe  Punkte  sind  dabei  aber  nicbt  gerade 
solche  Punkte,  die  bei  der  Evolute  c'  und  der  Evolvente  c  einauder  entsprecben. 
Aus  (20)  oder: 


folgt  durcb  Integration: 

log  (r2)  =  2  a  T  +  konst.     oder     r2  »  konst.  e2  ar  . 

Wa'blen  wir  die  positive  #-Acbse  parallel  der  positiven  Tangente  desjenigen 
Kurvenpunktes,  dessen  Krummungsradius  r  gleicb  der  Einheit  ist,  so  muB  r2  =  1 
fur  T  =  0  sein,  so  daB  der  konstante  Faktor  gleich  Eins  und 


gesetzt  werden  kann.    Naeb  (2),  S.  85,  ergibt  sicb  nun: 


x  ss  J  GOB  T  eav  d  T,       ^  =  Tsin  rear 


0  0 

oder  bei  einer  passenden  Verscbiebung  der  Kurve  c: 

asm  T  —  cos  T    ar 


(21) 


a  cos  T  +  sm  T    aT 

-—         e     , 


FUhren  wir  die  Bezeichnung  tga  =  1  :a  ein,  so  isfc  der  Winkel  i9-,  deu 
die  Strecke  r  vom  Anfangspunkte  nacb  dem  Punkte  (a;,  y\  d.  b.  der  sogenannte 
Eadiusvektor,  mit  der  »'Achse  bildet,  bestimmt  durcb: 


Fig.  34. 


x        a  +  tgr        -°v'       "" 
weshalb  wir 

setzen.  Die  Kurve  acbneidet  a  I  HO 
alle  vom  Anfangspunkte  auw- 
gehenden  Strablen  untcr  kon- 
stantem  Winkel  «  (aiebe  Pig.  84). 
Ferner  ist  das  Quadrat  <les  Radius- 

vektors : 

'» tt  r 


also: 


fl 

a»  4-  1 


woraus   folgt,   das  logr  die  Form  Konst.  •#  bat     Der   Logarithm  us  d(i8 
Badiusvektors  ist  proportional  dem  Winkel  des  Strahlea  mit  der 
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ic-Achse.  Die  Kurve  heiBt  deshalb  logarithmische  Spirale.1  Nach  Satz  19, 
S.  40,  ergeben  sich  aus  (21)  sofort  als  Koordinaten  des  Kriimmungsmittelpunktes 
der  Stelle  P  oder  (a;,  y)  der  Kurve  die  Werte: 

__  a  (cos  T  —  a  sin  T)    ar  a  (sin  x  4-  n  cos  T)    ar 

1  ~~      a1  -f  i      e  *    9  ~      ?n      e  ' 

Aber  der  Tangentenwinkel  T'  der  Evolute  ist  hach  S.  65  gleich  T  +  -J  «-  Wir 
fuhren  daher  bier  statt  i  den  Parameter  z'  ein,  indem  wir  T  =  r'  —  \n  setzen, 
und  erhalten  fur  die  Involute: 

/oo^        ,  _  „  r^~     a  cos  T/  +  sin  T"  ,«T'       "¥    «  sin  /  -  cosy  ^ 


Es  gibt  reelle  logarithmische  Spiralen,  die  ihre  eigenen  Evo- 
luten  sind,  Wann  dies  vorkommt,  erkennt  man  durch  Vergleichung  von  (21) 
mit  (22),  indem  «ian  auch  in  (22)  die  Bezeichnungen  05,  y  und  T  benutzt.  Da 
aber  der  Tangentenwinkel  T  nur  bis  auf  additive  ganze  Vielfache  von  2tn  be- 
stimmt  ist,  setzt  man  in  (22)  fur  5,  1}  und  T  die  Zeiehen  x,  y  und  r  -f-  2w7i, 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Alsdann  liefert  die  Vergleichung  mit  (21)  die 
Bedingung: 

ae«(2n ->/,)-«! 

oder: 

log  a        1  —  4» 
_____  -,        „       „. 

Ist  a  >  1,  so  liegt  der  Wert  der  linken  Seite  zwischen  0  und  l:e,  und  man 
sieht,  daB  es  keine  ganze  Zahl  n  gibt,  fur  die  man  von  der  reehten  Seite  das- 
selbe  sagen  konnte,  Daher  sei  a  <  1.  Wegen  I :  a  =*  tg  a  muB  dann  der  Winkela, 
unter  dem  die  Kurve  die  Radienvektoren  schneidet,  grofier  als  ein  halber 
rechter  sein.  Ftthren  wir  tg  a  ein,  so  kommt: 

tg  a  .  log  tg  oe  =  (2w  -  J)  it . 

Da  nun  die  linke  Seite  positiv  ist,  muB  mi  thin  n  eine  positive  ganze  Zahl 
sein.  Die  vorstehende  G-leichung  hat  in  der  Tat,  wie  man  durch  Fehlerrechnung 
erkennt,  fur  jeden  der  Werte  n  »  1,  2,  3  usw.  eine  reelle  Losung  tgot.  Fiir 
n  as  1  ergibt  sich  fur  a  eiu  Winkel  von  ungef&hr  75°. 

Diese  logarithmischen  Spiralen,  die  ihre  eigenen  Evolutea  sind,  fallen 
natiirJich  auch  mit  ihren  hoheren  Evoluten  zusammen. 


1  DJESCAKTES  hat  in  einem  an  MERSENNE.ICSS  gerichteten  Briefe  (,,0euvres 
de  Descartes",  herausg.  von  Cousin,  7.  Bd.  Paris  1824,  S.  336,  337)  zueret 
eine  Eigenschaft  der  Kurve  angegeben.  Der  Name  logarithmische  Spirale  wurde 
ihr  von  VABIGNON  1704  beigelegt  Diese  Zitate  entnehmen  wir  dem  Werke  von 
LOKIA,  ,,Spezielle  algebraische  und  transzendente  ebene  Kurven" 
(Leipzig  1902),  einer  sehr  reichhaltigen  Sammlung  von  bemerkenswerten  ebenen 
Kurven  mit  auBerordentlich  vielen  geschichtlichen  Nachweisen  und  zahlreicben 
Figuren. 
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§  14.    Singulare  Stellen  ebener  Kurven. 

Bei  der  Untersuchung  der  Eigenscluiften  einer  Kurve  in  d« 
Umgebung  einer  Stelle  (:r0,  ?/0)  wurde  stets  vorausgesetzt.  daft  di 
vorkommenden  ITunktionen  dort  einwertig  und  analytisch  seien  (vg 
S.  2).  Verlieren  sie  diese  Eigenschaft  flir  einen  Kurvenpunkt  (XQ,  v/c 
so  konnen  dort  sehr  verschiedeuartige  Ausnahmen  zutage  tretei 
Beispielsweise  kann  die  Kurve  dann  ein  Ende  oder  eine  Ecke  au^ 
weisen.  Aber  die  Untersuchung  solcher  Falle  ist  Sache  dc 
Funktionentheorie,  weil  sie  auf  die  Betrachtung  von  Funktionen  a 
den  Grenzen  ihrer  Variabilitatsbereiche  hinauskommi  Wir  gehe 
mithin  darauf  nicht  ein. 

Anders  verhalt  es  sich  mit  den  singularen  Stellen  einer  Kurve 
an  denen  sich  ja  die  Funktionen  ganz  regular  verhalten  und  doc 
die  Definition  der  Tangente  versagt  (nach  S.  25).  Im  ersten  Para 
graphen  wurden  je  nach  der  Art  der  Darstellung  der  Kurve  zwe 
verschiedene  Definitionen  fur  die  singularen  Punkte  aufgestellt  Wi 
beginnen  mit  der  zweiten  (siehe  S.  4). 

Danach  heiBt  ein  Punkt  (j?0)  oder  (ar0,  ?/J  der  Kurve 

(1)  x  =  cp(t),       y  =  i/;(/) 

singular,  wenu  <pr  (t)  uncl  v'(0  beide  fiir  t  =  ta  verschwindcn.  Dai 
diese  Definition*  vom  Koordinatensystem  unabhangig  ist,  sieht  mai 
leicht  ein.  Denn  wenn  man  nach  (2),  S,  14,  die  neuen  Koordinatci 

,T  =       (x  —  a)  cos  a  -\-  (//  —  b]  sin  a } 


9 

D  —  —  (%  —  «)  sin  a  +  (//  —  /»)  cos  a 
einfuhrt,  wird: 

(3)       ;j7  =  <f>'  (f)  cos  ce  +  y'  [t]  sin cc,t    ^  =  -  <p'  (/f)  sin  r/  +  ^'  (0  cos  & . 

Mithin  verschwinden  auch  die  Ableitungcu  von  ;/•  und  //  nach  t  fin 
*=*.0.  Die  Definition  der  singularen  IStelle  (/?0)  ist  aber  auch  uu- 
abhangig  von  der  Walil  dos  Parnmeters,  Denn  nach  H.  (>,  7  diirfoi 
wir  einen  neuen  Parameter  t  vermogo  einer  Gleichung  t**M(i)  «in- 
fiihren,  vorausgesetzt,  da6  diese  Gleichung  t  als  Funktion  von  t  it 
der  Umgebung  von  t  ==  /0  bestimmt.  Nun  ist 

37 -^"'W.      l-f-^M^t), 

1  h,  die  Ableitungen  von  x  und  y  nach  t  verschwinclen  ebeufalla 
fur  denjenigeu  Wert  t0  von  t,  der  sich  aus  *0  =  w(t0)  ergibt. 
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Zunachst   sind  uun  gewisse  Falle  bloB   scheinbarer  Singu- 
lar it  a  ten  abzuweisen.     Beispielsweise  stellen  die  Gleichungen 


die  Parabel  ?/  =  x2  dar,  die  sich  auch  durch  die  beiden  Gleichungea 
x  =s  t,  y  =s  t-  ausdriicken  lieBe  und  dann  augenscheinlich  nirgends 
eine  singulare  Stelle  hatte.  Aber  bei  der  anderen  Darstellung  x  =  rf2, 
//  =  &  haben  x  und  y  die  Ableitungen  2t  und  4f3,  so  daB  beide 
Ableitungen  fur  t  =  0  verschwinden.  Die  Erklarnng  dafiir,  daB  dem- 
nach  der  Parabelscheitel  scheinbar  singular  wird,  liegt  darin,  daB 
die  vorliegenden  Gleichungen  die  Parabel  doppelt  darstellen,  denn 
zu  zwei  entgegengesetzt  gleichen  Werten  des  Parameters  t  gehort 
ein  und  derselbe  Kurvenpunkt  Nur  fiir  t  =  0  fallen  die  beiden 
Werte  von  t  zusammen,  und  dazu  gehort  gerade  der  Scheitel. 

Um  solclie  Falle  scheinbarer  Singularitaten  zu  vermeiden,  setzen 
wir  fest:  Wenn  eine  JKurve  in  Parameterdarstellung  (1)  vorliegt, 
wobei  cp(t}  und  ^(t)  in  der  Umgebung  eines  bestimmten  Parameter- 
wertes  ^0  einwertige  analytische  Funktionen  "von  t  sind,  sollen  cp  und  i[j 
so  beschaffen  sei,  daB  zu  zwei  verschiedenen  Werten  von  t 
in  der  Umgebung  von  £0  niemals  ein  und  dasselbe  Werte- 
paar  y,  i/>  gehort.  "Wiirde  dagegen  etwa  zu  n  verschiedenen 
Werten  von  t  ein  und  dasselbe  Wertepaar  tp,  i/j  hervorgehen,  so 
wiirde  das  Gleichungenpaar  (1)  eine  w-fach  zahlende  Kurve  dar- 
stellen. 

1st  nun  (t(})  ein  singuliirer  Punkt  der  Kurve  (1)  und  hat  er  die 
Koordinaten  .r()  und  ?/0,  so  konnen  wir  eine  Schiebung  des  Achsen- 
kreuzes  vornehmen,  indem  wir  x  —  XQ  und  ?/  —  1//0  als  neue  Koordi- 
naten x  und  T/  benutzen;  gleichzeitig  konnen  wir  den  neuen  Para- 
meter t  ==  t  —  rf0  eintuhren.  Dann  sind: 

•'•  «  ff  (*  +  'o)  -  V  W  >     T/  =  'V  (*  +  0  -  V1  (0 

die  neuen  Kurvengleichungen;  und  hierbei  ist  der  Punkt  (t  =  0), 
namlich  der  neue  Anfangspunkt,  singular, 

Iiulcin  wir  annehmen,  diese  Transformation  der  Koordinaten  und 
des  Parameters  sei  schou  vorweg  geleistet  worden,  beschranken  wir 
uns  demnach  auf  den  Fall,  wo  die  vorgelegte  Kurve 


(4)  * 

fiir   t  =*  0   den   Anfangspunkt   als   singuliiren   Punkt   aufweist.     Es 
sei  also: 
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Die  Reihenentwicklungen  von  <p  und  y  nach  ganzen  positiven 
Poterizen  von  t  sind  dann  von  den  absoluten  und  den  in  t  linearen 
Gliedern  frei,  d.  h.  von  der  Form: 

x  -  v2  +  V3  +  •  •  •>    y  =  V2  +  *3  '3  +  -  •  •• 

Nach  einem  bekannten  Satze  weichen  die  Werte  der  Reihen,  falls 
der  absolute  Betrag  von  t  hinreichend  klein  ist,  beliebig  wenig  von 
den  Werten  ihrer  ersten  Glieder  ab,  Hiervon  wollen  wir  nachher 
Gebrauch  machen  ;  deshalb  ist  wohl  zu  beachten,  da8  <z3  &  und  b2  12 
nicht  notwendig  die  ersten  Glieder  zu  sein  brauchen,  da  a.^  und  £2 
gleich  Null  sein  konnen.  Der  allgemeinste  Fall  ist  vielmehr  dieser: 

(5)  x  =  at*  +  an+1  tn+l  +  .  .  .,       y=0  1*  +  Z»m+1  t"+l  +  .  .  .  , 

wobei  n  und  m  gewisse  ganze  positive  Zahlen  grofier  als 
Bins  sind  und  a  und  /9  nicht  verschwinden.  Alsdann  weicht 
die  Kurve  (5)  in  der  Umgebung  des  singularen  Anfangspunktes  von 
der  Hilfskurve 

(6)  j««*«,      ij«/9#« 

urn  so  weniger  ab,  je  enger  diese  Umgebung  ist.  Die  Sekante 
der  Kurve  (5),  die  vom  Anfangspunkte  nach  dem  Kurvenpunkte  (/) 
geht,  bildet  mit  der  positiven  ar-Achse  einen  Winkel  a,  fur  den 


ist  Die  Grenzlage  der  Sekante  fur  lim  t  =  0  heiBe  im  Einklange 
mit  der  Betrachtung  auf  S.  18  die  Tangente  des  singularen  Anfangs- 
punktes. Bildet  sie  mit  der  positiven  r-Aehse  clen  Winkel  TO?  so 
ist  also  tgr0  gleich  0  oder  /?:#  oder  oo,  je  nachdem  m  >  n  oder 
m  =  n  oder  m  <  n  ist.  Sie  ist  daher  entweder  die  Abszissenachse 
oder  der  Strahl  mit  dem  Richtungskoeffizienten  /?:  a  oder  die-Ordi- 
natenachse.  Alle  Falle  lassen  sich  durcli  eine  zweckmaBige  Drehung 
des  Achsenkreuzes  um  den  siagularen  Anfangspunkt  auf  den  ersten 
Fall  zuriickfuhren,  wie  man  aus  den  Formeln  (2)  fiir  a  =»  b  =«  0  so- 
fort  erkennt. 

Es  gentigt  daher  die  Betrachtung  des  Fallea  m  >  n. 
Wenn  wir  ferner  nur  reelle  Kurven  mit  re  ell  en  Parameter- 
darstellungen  ins  Auge  fassen  wollen,  diirfen  wir  uns  auch  auf  die 
Annahme  a  >  0  und  $  >  0  beschranken.  Die  anderen  Mug- 
lichkeiten  gehen  namlich  sofort  aus  dieser  durch  Vertauschen  der 
positiven  und  negativen  Achsenrichtungen  hervor.  Das  Verhalten 
der  Kurve  (5)  in  der  Umgebung  des  singulareu  Anfarigspunktes  er- 
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hellt  nun  aus  dem  der  Hilfskurve  (6).  Wenn  n  bzw.  m  ungerade 
iat,  wird  £  bzw.  §  mit  t  positiv  oder  negativ.  Wenn  dagegen  n 
bzw.  m  gerade  ist,  wird  £  bzw.  i;  stets  positiv.  Deshalb  ergeben  sich 
die  vier  Gestalten  in  Fig.  35.  Wenn  n  ungerade  ist,  bieten  sie 
nichts  Anderes  dar  als  diejenigen  Eigenttimlichkeiten,  die  bei  einer 
Beruhrung  hoherer  Ordnung  zwischen  einer  Kurve  und  der  Abszissen- 
achse  im  Anfangspunkte  Torkommen  (siehe  S.  20,  21),  DaB  trotzdem 
etwas  Besonderes  auftritt,  siebt  man  erst,  falls  man  auch  das 
Imaginare  beriicksichtigt:  Zu  einem  reellen  Werte  von  j  gehoren 
nach  der  ersten  Gleichung  (6)  insgesamt  n  verschiedene  Werte  von  t, 
von  denen  allerdings  bei  ungeradem  n  nur  einer  reell  ist,  und  zu 
diesen  n  Werten  von  t  gehoren  nach  der  zweiten  Gleichung  (6) 


Fig.  35. 

insgesamt  n  Werte  von  t),  von  denen  dann  allerdings  bloB  einer 
reell  ist.  Entsprechendes  gilt  bei  der  Kurve  (5),  d.  L  eine  der 
?/-Achse  hinreichend  nahe  und  parallele  Gerade  trifft  die  Kurve  (5) 
in  insgesamt  n  Punkten,  von  denen  allerdings  bloB  einer  reell  isl 
Riickt  die  Parallele  in  die  y-Achse  hinein,  so  fallen  alle  n  Schnitt- 
punkte  in  dem  singul&ren  Anfangspunkte  zusammen.  Neue  Former 
bieten  sich  dagegen  nach  Fig.  35  dar,  falls  n  gerade  ist,  Wenn  rn 
dabei  ungerade  ist,  weist  die  Kurve  im  Anfangspunkte  erne  so 
genarmte  Spitz e  auf,  indem  sich  zwei  reelle  Kurvenzweige  der  posi- 
tiven  ar-Achse  im  Anfangspunkte  von  oben  und  unten  her  anschmiegen. 
Ist  m  gerade?  so  ergibt  sich  eine  sogenannte  Schnabelspitze, 
indem  dann  die  beiden  Zweige  von  derselben  Seite  her  an  die 
;r-Achse  herankomnien.  Man  nennt  die  Spitzen  und  Schnabelspitzen 
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auch  Riickkehrpunkte1;  durchlauft  namlich  ein  Punkt  die  Kurve, 
indem  er  zunachst  langs  des  einen  Zweiges  bis  zum  Anfangspunkte 
eilt  und  darauf  den  anderen  Zweig  zuriicklegt,  so  kehrt  sich  seine 
Bewegungsrichtung  irn  siogularen  Punkte  urn. 

Wir  machten  vorhin  der  Bequemlichkeit  halber  die  Annahme 
m  >  n.  Sehen  wir  davon  ab,  so  wird  man  es  als  den  einfachsten 
Fall  oder  als  den  am  meisten  vorkommenden  Fall  zu  betrachten 
haben,  wenn  n  und  m  die  kleinsten  erlaubten  Werte  baben,  also 
77?  =  n  =  2  ist.  Dann  hat  der  singulare  Anfangspunkt  denjenigen 
Strahl  zur  Tangente,  dessen  Kichtungskoeffizient  ft :  a  ist.  Macht 

man   aber    diesen   Strahl   durch    eiue   ge- 
A  /      eignete   Drehung    des   Achsenkreuzes    zur 

neuen  ar-Achse,  so  geht  der  Fall  n  =  2, 
m  =  3  hervor.  Mithin  konnen  wir  als  den 
einfachsten  Fall  denjenigen  bezeichnen, 
in  dem  sich  die  Kurve  im  Anfangspunkte 
wie  die  Kurve 


verbal t  Diese  ist  in  Fig.  36  dargestellt, 
worin  die  Langeneinheit  nicht  angegeben 
ist,  weil  sie  einen  zu  groBen  Wert  hat, 
namlich  5  cm  betragt. 

Fig.  36.  Schon   auf  S.  63  begegneten   uns  bei 

den  Evolventen   einer  Kurve  Biickkehr- 
punkte  da,  wo  sie  die  E volute  treffen,  siehe  Fig.  20  und  2L 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  singularen  Stellen 
einer  Kurve^  die  in  der  Form 

I(x,  y)  «  0 

gegeben  ist,  Fiir  Funktionen  von  mehr  als  einer  Veriinderlichen 
haben  wir  nun  keine  so  bequemen  Satze  wie  den  oben  bei  den 
Reihenentwicklungen  von  <p  (t)  und  i//  (t)  benutzten^  wonach  der  Wert 
einer  Reihe  bei  geeigneter  Einschrankung  des  Bereiches  beliebig 
wenig  von  dem  ihres  ersten  Gliedes  abweicht.  Deshalb  yehen  wir 
uns  hier  genotigt,  urn  auf  sicherem  Grunde  aufbauen  zu  konnen, 
izber  die  Funktion  P  speziellere  Annahmen  zu  machen.  Wir  wollen 


1  Die  franzosische  Bezeiehnimg  points  de  rebroussement  kommfc  viel- 
leicht  2uerst  in  einem  Briefe  von  Jon.  BERNOULLI  an  LEIBNIZ  aua  dem  Jahre 
1695  vor,  siche  ,,Leibnizena  mathematische  Schriften",  herau»g,  von 
GJBRHARDT  (Halle  1849— 68),  3,  Bd,  S.  185. 
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uus  damit  begniigen,  die  Singularitaten  algebraischer  Kurven 
zu  besprechen.  Wenn  namlich  l<\x,  y}  erne  ganze  rationale 
Funktion  rteB  Grades  von  x  und  ?/,  d.  h.  eine  Summe  von  Gliedern 
von  der  Form  konst.  xnym  ist,  wobei  ?i  und  m  ganze  positive  Zahlen 
bedeuten,  deren  Summe  n  +  m  hochstens  und  wenigstens"  einmal  den 
Wert  r  hat,  heiBt  F=0  eine  algebraiscbe  Kurve  rt8r  Ordnung. 
Es  kann  vorkommen,  da6  sich  P  als  ein  Produkt  cp(x,  ?/)  ip(z,y] 
von  zwei  ganzen  rationalen  Funktionen  von  niedrigeren  Graden 
darstellt.  Dann  zerfallt  die  Kurve  in  zwei  algebraiscbe  Kurven 
niedrigerer  Ordnungen  <p  =  0  und  yj  —  0,  die  man  einzeln  unter- 
sucben  kann.  Desbalb  setzen  wir  voraus,  da8  sich  F  nicbt  in  dieser 
Weise  zerlegen  lasse,  d.  h.  daB  F  irreduzibel  sei.  Die  Kurve  ^7=0 
heiBt  alsdann  eine  irreduzible  algebraiscbe  Kurve  rter  Ord- 
nung. 

Nach  der  erst  en  Definition  in  §  1,  auf  S.  4,  heiBt  ein  Punkt 
(XQ,  ?/0)  eine  singulare  Stelle  der  Kurve  ^=0,  wenn  er  der  Kurve 
angehort,  also  -?/7(^0, //0)  =  0  ist,  und  wenn  iiberdies  die  beiden 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ]?x  und  Fy  fiir  ihn  ver- 
schwinden.  Man  kann  auch  bei  dieser  Definition  leicht  zeigen,  daB 
sie  nicht  zerstort  wird,  falls  man  ein  neues  Achsenkreuz  einfiibrt. 
Setzt  man  namlich  nach  (1),  S.  14: 

(7)          x  —  x  cos  a  —  y  sin  a  +  « >      y  =  %  sin  a  +  y  cos  a  +  b , 
so  wird  F  erne  Funktion  0  von- 1-  und  y,     Dabei  ist: 
.(8)       0^=  ^7xcbstf  +  jpy8ina,       <%  -  -  ^ sin o;  +  fv cos « . 
Wenn  also  entsprechend  (7)  insbesondere  nocb 

#0  =  a;0  cos  «  —  y0  sin  <*  +  a ,      y0  =  50  sin  c?  +  v/0-  cos  «  +  b 
oder,  was  dasselbe  besagt, 
5?  =  (*0  -  a)  cos  a  +  (y0  -  i)  sin  a,    y0  =  -  (*0  -  a)  sin  a  +  (y0  -  b)  cos  a 

gesetzt  wird,  folgt,  daB  nicbt  nur  0  (I*0,  y0)  =  0  ist,  sondern 
auch  0^  und  </^  fiir  3?  «  5?0,  y  =  y0  verschwinden.  Insbesondere 
ergibt  sicb  aius  (7)  fur  u  =  Or  a  =  #0,  Z>  =  ?/0  eine  solche  Schiebung 
des  Achsenkreuzes,  verm5ge  deren  der  singulare  Punkt  zum  neuen 
Anfangspunkte  wird: 

x^x  +  x^      y  =  y.  +  ?/<>  - 
Dann  kommt  statt  (8)  einfacber: 

«v«^,,    ^  =  ^;. 

AuBcrdem  sei  darauf  hingewiesen,  daB,  falls  ^cine  irreduzible  Funk- 
tion rtL>u  Grades  von  x  und  ?/  ist,  dasselbe  bei  jeder  Einfubrung 
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eines  neuen  Achsenkreuzes  von  der  neuen  Funktion  <f>  in  bezug  auf 
die  neuen  Koordinaten  I-  und  y  gilt. 

Hiernach  diirfen  wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  Falles  be- 
schranken,  wo  die  gegebene  irreduzible  algebraische  Kurve  rter  Ord- 
nung  F(x,  y]  =  0  den  Anfangspunkt  selbst  als  singularen  Punkt  hat, 
also  t\  Fx  und  Fy  fur  x  =  y  =  0  verschwinden.  Die  Summe 
F(x,  y)  enthalt  dann  weder  ein  absolutes  Glied  noch  die  in  x  und  y 
linearen  Glieder.  Ausfiihrlich  kann  man  also  die  Kurvengleichung 
so  schreiben: 


1  +  J0,.7/'HO, 

Es  ist  namlich  bequemer,  zur  Vermeidung  unangenehmer  Briiche 
so,  wie  es  hier  geschehen  ist,  die  Binomialkoeffizienten  und  Fakul- 
taten  als  Zaklenfaktoren  einzufiihren. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  diejenigen  Wertepaare  or,  ?/  zu 
ermitteln,  die  in  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  von  x  ==  ?/  =  0 
die  G-leichung  (9)  befriedigen.  Dabei  miissen  wir  uns  auf  einen  Satz 
der  Funktionentheorie l  sttitzen,  der  besagt,  daB  alle  diese  Werte- 
paare durch  eine  Anzahl  von  Funktionenpaaren 

(10)  .t  = 


mittels  einer  Hilfsveranderlicben  dargestellt  werden  k5nnen.  Dabei 
sind  cp  und  ?//  in  der  Umgebung  von  t  =  0  einwertige  analytische 
Funktionen  von  /,  die  ftir  t  =  0  verschwinden.  Wie  man  diese 
Funktionenpaare  findet,  soil  jetzt  noch  nicht  erortert  werden,  viel- 
mehr  begniigen  wir  uns  vorerst  damit,  da6  sie  tiberhaupt  existieren. 
Der  angezogene  Satz  lehrt,  wie  noch  besonders  betont  werden  muli, 
daB  es  mehrere  solche  Funktiouenpaare,  aber  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Faaren  gibt.  Wenn  ferner  die  Koeffizienten  Aik  in  (9) 
samtlich  reell  sind,  so  lehrt  er  tiberdies,  daB  diejenigen  Funktionen- 
paare  (10),  die  die  reellen  Wertepaare  or,  ?/  liefern,  auch  eine  reelle 
Parameterdarstellung  haben,  d,  h.  zu  den  reellen  Werten  von  t 
gehoren. 


1  DieserSatz  beruht  auf  PnisBUx1  ,,M6moire  sur  les  fonctions 
briques",  Journal  de  Matliem.  15,  Bd,  1850, 
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Wir  kommen  hiennit  von  der  durch  eine  G-leichung  .F(tf,3/)=0 
gegebenen  Kurve  zu  denjenigen  Kurven  zuriick,  die  in  Parameter- 
darstellung  vorliegen,  also  zu  ^enen  von  der  Form  (4),  bei  denen 
wir  die  Singularitaten  schon  untersucht  haben.  In  der  Umgebung 
des  singularen  Anfangspunktes  ist  somit  die  Kurve  F  =  0  als  eine 
Gesamtheit  von  mehreren  mittels  Parameter  darstellbaren  Kurven (10) 
zu  betrachten.  Diese  Kurven  (10)  brauchen  wohlbemerkt  nicht  auch 
fiir  t  =  0  singulare  Stellen  zu  haben,  d.  h.  es  kann  selir  wohl  sein, 
daB  <p'(t]  und  iff(t)  nicht  beide  fiir  #  =  0  verschwinden;  dies  wird 
sich  im  folgenden  in  den  Beispielen  zeigen. 

Wenn  man  sich  nun  nur  um  die  reellen  Kurvenzweige  (10)  der 
Kurve  (9)  in  der  Umgebung  des  singularen  Anfangspunktes  kiimmern 
will,  so  sieht  man  also,  daB  es  sehr  viele  verschiedene  Moglichkeiten 
gibt.  Insbesondere  heben  wir  zwei  Falle  hervor;  Es  kann  vor- 
kommen,  daB  keiner  der  Kurvenzweige  (10)  fiir  t  ={=  0  einen  reellen 
Punkt  in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes  aufweist.  Alsdann 
gehort  der  Anfangspunkt  zwar  zur  Kurve  F—Q9  aber  er  ist  von 
alien  anderen  etwa  vorhandenen  reellen  Teilen  der  Kurve  getrennt 
und  heiBt  daher  ein  isolierter  oder  Einsiedlerpunki  Ferner 
kann  es  vorkommen,  daB  sich  mehrere  reelle  Kurvenzweige  (10)  er- 
geben,  die  im  Anfangspunkte  keine  Singularitat  aufweisen.  In 
diesem  Falle  schneidet  sich  dort  die  Kurve  F  =  0  selbst,  und  zwar 
gehen  durch  diesen  Punkt  zwei  oder  mehrere  Zweige,  so  daB  man 
ihn  einen  Doppelpunkt  oder  mehrfachen  Punkt  nennt.  Dabei 
konnen  die  Zweige  einander  im  Anfangspunkte  beriihren,  Er  heiBt 
alsdann  ein  Selbstberiihrungspunkt  der  Kurve  JP=0,  Noch 
mannigfaltiger  wird  die  Zahl  der  denkbaren  und  wirklich  vor- 
kommenden  Falle  durch  den  Umstand,  daB  die  singularen  Kurven- 
zweige (10)  im  Anfangspunkte  singular  sein  und  Spitz  en  haben 
konnen,  vgl.  die  friihere  Fig.  35,  S.  107.  Jedenfalls  erkennt  man 
hieraus,  daB  es  unmoglich  ist,  alle  Arten  fon  singularen  Punkten 
durch  trcffende  Nameu  zu  charakterisieren, 

Wir  erortern  nunmehr  noch  kurz?  wie  man  imstande  ist,  die 
verschiedenen  Funktionenpaare  (10)  zu  berechnen,  die  der  Glei- 
chung  (9)  gentigen.  Da  (p  und  i/j  als  Reihen  darstellbar  sein  miissen, 
die  fiir  tf  =  0  verschwinden,  also  so: 

(11)  at  -  Oj  t  +  a3 1*  4- .  . .,      y^blt  +  ^f  +  ...t 

setze  man  diese  Entwicklungen  in  (9)  ein  und  ordne  die  Gleichung 
alsdann  nach  den  Potenzen  von  t  Die  niedrigste,  iiberhaupt  mog- 
liche  Potenz  von  t  ist  dabei  die  zweite.  Weil  nun  die  Funktionen  (11) 
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der  Gleichung  (9)  uberall  in  einer  gewissen  Umgebung  von  t  =  0 
geniigen  sollen,  mu8  der  Koeffizient  einer  jeden  einzelnen  Potenz 
von  t  gleich  Null  sein.  Durch  Nullsetzen  aller  Koeffizienten  ergibt 
sich  also  eine  endlose  Reihe  von  Bedingungen  fur  die  Koeffizienten 
a^  Z>19  a2,  £2,  as,bB,  ...  der  Entwicklungen  (11).  Wir  gehen  nicht 
naher  auf  ihre  Form  ein  und  begnugen  uns  mit  der  Bemerkung, 
daB  man  aus  ihnen  nach  und  nach  beliebig  viele  der  Koeffizienten, 
angefangen  von  a^  und  blt  berechnen  kann,  wobei  es  unter  Um- 
standen  allerdings  noch  darauf  ankommt,  die  Wurzeln  einer  alge- 
braischen  Gleicliung  hoheren  Grades  zu  bestimmen,  was  man  be- 
kanntlich  durch  ein  Nahrungsverfahren  genugend  genau  leisten  kann. 
Jedenfalls  lehrt  die  Funktionentheorie,  daB  die  Reihen  (11),  die  zu 
einem  auf  diesem  Wege  ermittelten  Systeme  von  Koeffizienten  av  bv 
az,  33,  ...  gehoren,  fiir  hinreichend  kleine  absolute  Betrage  von  t 
konvergieren. 

Von  allem  diesen  wollen  wir  nur  den  ersten  Schritt  genauer 
besprechen:  Den  Verlauf  einer  Kurve  (11)  wird  man  in  der  Um- 
gebung von  £=0  mit  Hilfe  des  Satzes  feststellen,  dali  die  Werte 
der  Reiben  (11)  bei  hinreichend  kleinem  absoluten  Betrage  von  t 
beliebig  wenig  von  ihren  ersten  Gliedern  abweicben.  Da  aber  sehr 
wohl  ^  und  bl  und  auch  darauf  folgende  Koeffizienten  den  Wert 
Null  haben  konnten,  weiB  man  vorerst  noch  gar  nicht,  welches  die 
ersten  Glieder  sind.  Deshalb  wird  man  unter. u  und  m  zwei  noch 
unbekannte  ganze  positive  Zahlen  versteheu  und  statt(ll)  ansetzen: 

(12)  x  =  at-  +  an+1  *»+!  +  .  .  .,       y  -  fit"  +  im+1 1>«+1  +  .  .  . , 

und  dabei  wird  man  die  Bedingungen  a  =(=  0  und  /9  =(r  0 
machen.  Fur  den  Fall,  daB  man  zwei  derartige  Entwicklungen  (1 2)7 
die  der  Gleichung  (9)  geniigen,  schon  kennte,  wiirde  man  weiterhin 
schliefien,  daB  sich  der  Kurvenzweig  (12)  der  Hilfskurve 

(13)  *E  =  a*w,       t)  =  /?^'4 

um  so  mehr  anschmiegt,  je  kleiner  die  Umgebung  von  /  =  0  gewahlt 
wird.  Um  die  Hilfskurve  zu  kennen,  braucht  man  aber  die  Werte 
von  «,  772,  a  und  /?.  Da  nun  x  und  y  rnit  t  infolge  von  (12)  in  der 
wten  |jzw.  mteQ  Ordnung  nach  Null  streben,  clarf  man,  falls  man 
nur  die  niedrigste  vorkomraende  Potenz  von  t  bertick- 
sichtigt,  in  die  gegebene  Kurveugleichung  (9)  statt  der  Reihen  (12) 
die  bequemeren  Werte  (13)  fiir  x  und  y  einsetzen,  Die  hervor- 
^ehende  Gleichung  enthalt  licks  lauter  Glieder  von  cler  Form 
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multipliziert  mit  Zahlenkoeffizienten;  natlirlich  1st  es  moglich,  daB 
mehrere  Akl  den  Wert  Null  haben,  also  gar  keine  Glieder  liefern. 
Wenn  uns  jetzt  bekannt  ware,  welches  die  in  der  hervorgehenden 
Gleichung  wirklich  vorkommende  niedrigste  Potenz  von  t  1st,  wtirde 
sich  durch  Nullsetzen  des  Gesamtkoeftizienten  dieser  niedrigsten 
Potenz  diejenige  Bedingung  ergeben,  die  zwischen  cc  und  ft  bestehen 
muB.  Zu  beachten  ist,  daB  sich  dieser  Gesamtkoeftizient  deshalb 
aus  mindestens  zwei  Gliedern  zusammensetzen  muB,  weil  sonst 
die  sich  fur  a  und  /9  ergebende  Bedingung  die  Form  ak  fil  =  0 
hatte,  also  a  oder  /9  entgegen  der  Voraussetzung  verschwinden  mtifite. 
AuBerdem  ist  zu  beachten,  daB  wir  n  und  m  als  teilerfremd  an- 
nehmen  diirfen.  Denn  wenn  n  und  m  als  groBten  gemeinsamen 
Teiler  die  Zahl  s  hatten  und  demnach  etwa  n  —  $p,  m  =  sq  ware^ 
konnte  t8  als  Parameter  in  (13)  benutzt,  d.  h.  die  Hilfskurve  in 
der  Form 

I  =  a  W  ,       9  =  /?  <* 

dargestellt  werden,  worin  p  und  q  teilerfremd  sind. 

Wir  suchen  somit  zwei  ganze  positive  und  teilerfremde 
Zahlen  n  und  m  defart,  daB  von  alien  Exponenten 

kn  +  /m, 

die  sich  fur  die  Potenzen  von  t  bei  der  Substitution  von 
at71  und  @tm  statt  x  und  y  in  die  Kurvengleichung  (9)  er- 
geben, zwei  einander  gleich  werden  und  keiner  kleiner  als 
diese  beiden  wird.  Die  Anzahl  dieser  Exponenten  ist  endlich, 
weil  ja  die  Summe  k  +  I  =s  r  ist  Beispielsweise  ergeben  sich  bei 
der  Kurvengleichung 

#3  +  7/3  _  Qxy  ^  0 


nur  die  drei  Exponenten  3w,  3m  und  n  +  m.  Das  algebraische 
Verfahren  zur  Bestimmung  von  n  und  m  besteht  darin,  daB  man  zwei 
der  Exponenten  einander  gleich  setzt,  daraus  n  und  m  ermittelt 
und  zusieht,  ob  auch  keiner  der  tlbrigen  Expo.nenten  fur  die  ge- 
fundenen  Werte  von  n  und  m  kleiner  ausfalli  Man  kann  so  alle 
Moglichkeiten  durchpriifen;  gewisse  Moglichkeiten  lassen  sich  iibri  gens 
von  vornherein  abweisen.  Bequemer  ist  jedoch  das  folgende 
graphische  Verfahren: 

Man  benutzt  eine  Bildebene  mit  einem  rechtwinkligen  Achsen- 
kreuze,  worin  man  das  Gitter  derjenigen  Parallelen  zu  den  Achsen 
herstellt,  denen  die  Abszissen  1,  2,  3,  ...  bzw.  Ordinaten  1,  2,  3,  ... 

,  JDiir.  I.  3.  AuflU  S 
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zukommen,  siehe  Fig.  37.  .  Jeder  wirklich  vorkommende  Exponent 
kn  +  lm  wird  nun  durch  denjenigen  Punkt  dargestellt,  dessen 
Koordinaten  k  und  I  sind,  also  dadurch,  daB  man  den  zugehorigen 

Gitterpunkt  (A,  Z)  markiert.  So  ergibt  sich 
eine  Anzahl  markierter Gitterpunkte.  Denken 
wir  uns  n  und  m  zunachst  irgend  wie  als 
ganze  positive  Zahlen  gew&hlt,  so  folgt 

•  I    I    I  x  i    i    i    f   I       leicht,   daB   diejenigen  Gitterpunkte  (ky  /), 
2 1 — I — I — I  THi  T   I — r      die   zu   solchen   Exponenten   kn  +  lm  ge- 
horen,  denen  der  gleiche  Zahlenwert  z  zu- 
kommt,  notwendig  auf  einer  Geraden  liegen. 
Ist  namlich  z.  B. 


k 
Fig.  37. 

so  ergibt  sich  ja  sofort 


I,   1 


=  0, 


d.  h.  die  bekannte  Bedingung  dafiir,  daB  die  drei  Punkte  (kl9  Zj), 
(&2,  Z2),  (A3,  Z3)  auf  einer  Geraden  liegen.  Der  Richtungskoeffizient 
der  Geraden  ist  —  rc:m,  also  negativ  und  fur  alle  Geraden,  die 
Gitterpunkte  mit  gleichem  Zahlenwerte  der  zugehorigen  Exponenten 
verbinden,  derselbe,  weil  er  nur  von  n  und  m  abhangt,  so  daB  also 
alle  diese  Geraden  einander  parallel  sind.  Man  beweist  leicht:  Je 
naher  die  Gerade  dem  Anfangspunkte  liegt,  urn  so  kleiner  ist  der 
zugehorige  Exponentenwert.  Da  n  und  m  so  gewahit  werden  sollen, 
daB  wenigstens  zwei  Exponenten  einander  gleich  werden  und  keiner 
kleiner  ausfallt,  muB  man  daher,  urn  diese  kleinsten  Exponenten  zu 
ermitteln,  eine  Gerade  #  ziehen,  die  erstens  von  links  nach  rechts 
fallt,  zweitens  durch  mindestens  zwei  markierte  Gitterpunkte  geht 
und  drittens  alle  nicht  auf  ihr  gelegenen  markierten  Gitterpunkte 
vom  Anfangspunkte  trennt.  In  unserer  Fig.  37  gibt  es  drci  Geraden, 
die  diesen  Bedingungen  geniigen.  Eine  dieser  Geraden  g  faBt  man 
ins  Auge,  indem  man  die  zu  ihren  markierten  Punkten  gehorigen 
Exponenten  kn  +  lm  einander  gleich  setzt.  Daraus  ergibt  sich  eine 
und  nur  eine  Bedingung,  aus  der  sich  die  teilerfremden  ganzen 
positiven  Zahlen  n  und  m  bestimmen  lassen.  Denn  die  Bedingung 
hat  die  Form 


der  ein  und  nur  em  Paar  YOU  teilerfremden  ganzen  positivea  Zablen 
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n  und  m  geniigt.  Nunmehr  hat-  man  yon  der  Gleichung,  die  aus 
der  vorgelegten  Kurvengleicliung  (9)  hervorgeht,  wenn  man  darin 
x  und  y  durch  atn  und  (3  tm  ersetzt,  nur  diejenigen  Glieder  zu  be- 
riicksichtigen,  die  die  niedrigste  Potenz  von  t  aufweisen.  Sie  gehoren 
zu  denjenigen  markierten  Punkten  (A,  Z),  die  auf  der  benutzten  Ge- 
raden  g  gelegen  sind.  Indem  man  den  Gesamtkoeffizienten  dieser 
niedrigsten  Potenz  von  t  gleich  Null  setzt,  geht  die  Bedingung  fur 
a  und  $  hervor  in  der  Form: 

konst.  a^  {I1*  +  konst.  cc**  (3l*  +  .  .  .  +  konst  «*•  ft1*  =  0  , 
wobei: 

Aj  n  +  /j  m  =  k.z  71  +  12  *n  =  •  •  •  =  kfn  -\-  lfm, 

namlich  gleich  dem  niedrigsten  Exponenten  von  t,  1st.  Wenn  dabei 
etwa  kl  >  k2  >  .  .  .  >  ks  1st,  mu8  also  Zx  <  72  <  .  .  .  <  18  sein,  so  daB 
sich  die  Bedingung  nach  Division  mit  cc^  ft1*  in  der  Form 

fa-ii  ff*—ii 

konst.  +  konst.  L-—-  +  .  .  .  +  konst.  V^  =  0 

tt*i-*i  o*!-*" 

darstellt,  wobei 

k-  A  4-/t         n 


Aj  —  A2          '  '  "          A!  —  /r,  w 

ist.  Mithin  ist  die  Bedingung  fiir  «  und  /?  eine  algebraische 
Gleichung  fiir  die  Unbekannte  fi]l\am.  DaB  einer  der  beiden 
Koeffizienten  cc  und  /?  beliebig  bleibt,  liegt  in  der  Natur  der  Glei- 
chungen  der*  Hilfskurve 

(14)  s«*/B,       t)  =  /9^, 

da  man  ja  ein  konstantes  Vielfaches  von  t  als  neuen  Parameter  an- 
wenden  kann.  Man  kann  auch  so  sagen:  Weil  nach  (14) 


ist,    stellt    sich    die   Hilfskurve    in   der   Form    einer    alge- 
braischen  Gleichung  fiir  t)n:jw  dar. 

Die  markierten  Gitterpunkte,  die  zu  den  vorkommenden  Expo- 
nenten kn  +  lm  gehoren,  Hegen  wegen  k  +  l^r  auf  der  Flache 
des  rechtwinklig  gleichschenkligen  Dreiecks,  dessen  JEatheten  die 
Strecken  r  auf  den  Koordinatenachsen  in  der  Bildebene  sind.  Des- 
halb  heiBt  das  erorterte  graphische  Verfahren  die  Methode  des 
analytischen  Dreiecks.1 


1  Natiirlich  kann  man  die  Hilfsfigur  in  der  Bildebene  auch  in  irgend 
einem  scliiefwinkligen  Achsenkreuze  einzeichnen.  Die  Methode  wurde  zuerst 
von  NEWTON  in  einem  Briefe  vom  Jabre  1676  (abgedruckt  in  WALMS  ,,Treatise 

8* 
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1.  Bei spiel:    Die  G-leichung  des  sogenannten  CARTEsischen  Blattes, 
einer  gewissen  algebraiscben  Kurve  dritter  Ordnung,  lautet: 
(15)  F  =  s3  +  y*  -  Sxy  =  0. 

Weil  Fj  F.r  und  ]?v  alle  drei  nur  fiir  x  =  y  —  Q  verscli \\inden,  ist  hier  der  An- 
fangspunkt  die  einzige  singulare  Stelle.  Ersetzt  man  x  und  y 
durch  a  tn  und  $  tm ,  so  bekommt  t  die  drei  Exponenten 

3w,     3m,    w  +  m. 

Zu  ihnen  gehoren  die  in  Fig.  38  markierten  drei  Gitterpunkte 
(3,0),  (0,3)  und  (1, 1),  und  es  gibt  zwei  Geraden  g  von  den  auf 
S.  1 14  angegebenen  Eigenschaften ;  die  cine  entbalt  den  ersten 
und  dritten,  die  andere  den  zweiten  und  dritten  Punkt.  Also 
ist  entweder 

3n  :=  n  -f-  in    oder     3?«  =  n  +  m, 

d.  h.  entsveder  m  =  2w  oder  rc  =  2m  zu  sotzen.  Weil  n  und  m  teilcrfvemd 
sind,  ist  daber  entweder  ;j  =  1,  m  ==  2  oder  n  =  2,  ?w  =  1.  Im  ersten  Fallc 
l  kommt  nur  das  erste  uud  dritte,  im  zweiten 

nur  das  zweite  und  dritte  Gliecl  der  Gleichung 
p  =  o  in  Betracbt.    Sie  liefern  die  Bedingung 

^-Sa^^O    bzw.    /9S-3«^=0 
fiir  «  und  §  oder,   da  a  ^p  0  und  (3^0  ist, 


Fig.  -38. 


entweder  fi  =  J  «2  bzw.  «  =  -J  (?2.    Daber  sind 
""^     nach  (14) 

£  =  a  £,    t)  =  J-  a2  i2    und    j  =  -J  (3*  tf2 ,    i)  =  fit 

oder 

i)  —  J  j2    und    j  --=  •}  l)'2 

die  Hilfskurvcn.  Diese  beide  Parabeln  sind 
in  Fig.  39  zusammen  mit  dem  CARTESiscben 
Blatte  eingezeichnet.  Die  Kurve  muB  sicb 

den  Parabeln  im  Anfangspunktc  anscbiniegen,  der  daher  ein  Doppelpunkt  ist. 

Die  eingezeicbnete  Gerade  x  +  y  ~  —  1  ist  eine  Asymptote. 


Fig,  39. 


of  algebra  etc",  London  1685)  und  auch  in  seiner  ,,Metbodus  fluxionum 
ct  sericrum  infinitarum"  (NEWTON s  Opuscula,  1.  Bd.,  London  1736, 
S.  31 — 199)  gclehrt  und  nach  ihjn  die  des  NawTONscben  Parallelogramms 
genannt.  Alsdann  bat  BE  GUA  in  seinem  ,, Usage  de  I'analyse  de  Des- 
cartes etc.l<  (1740)  statt  einer  wugerecliten  und  eincr  sonkrecbten  Acbse  Ge- 
raden gewiiblt,  die  unter  4f>°  gcncigt  sind.  CRAMER  maclit  in  dor  „ Intro- 
duction a  Tanalyse  des  lignes  courbcs  nlgobriques"  (Genf  17">0)  jiua- 
giebig  Gcbrauch  davon.  Das  Lob,  das  er  DE  GUA  in  der  Vorredy  erteilte, 
vcraiilaBte  KASTNER  in  seinen  ,,Anfangsgrunden  der  Analysis  cnd- 
lichcr  GroBen"  (Gottingen  1760)  zu  der  launigon  Bciuerkung  (8.35(5),  duB 
CRAMER  den  Einfall  DE  GUAS  einen  sehr  glucklic'hon  nonne,  weil  er  ein  Ding 
auf  die  Spitzc  gestellt  habe,  das  bibber  auf  finer  Soitc  gestanden  luitte.  Man 
sollte  aber  niclit,  wie  cs  REUSCHLE  in  der  ,,Praxis  der  Kurveiuliskussion^ 
(Stuttgart  LS8G)  auf  S.  (J  tat,  von  dern  analytischon-  Dreiecke  von  CUAMEU 
sprechon.  Im  iibrigen  erwahnen  wir  das  Buch  REUSCIILBS,  weil  es  sebr  viele 
lebrreicbe  JJtiisjnolc  entbiilt  und  auch  noch  wcitor  <Um  Nutzcn  des  annlytiachon 
Dreiecks  auaciuandersotzt.  Das  dritte  Jicispicl  des  Textes  ist  Him  cutuommen. 
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2.  Beispiel:  Eine  Strecke  von  der  (positiven)  Liinge  a  bewege  sich  so, 
daB  ihr  einer  Endpunkt  die  oj-Achse  durchlauft,  v/ahrend  ihre  Gerade  bestiindig 
durch  den  Punkt  (y  —  b)  der  ^/-Achse  geht.  Dabei  sei  b  positiv.  Der  zweite 
Endpunkt  der  Strecke  beschreibt  alsdann  die  sogenannte  Konchoide  mit  der 
Gleichung: 

(16)  F  =-•  x*  y*  +  <y  -  a2)  (y  -  bf  =  0. 

Man  erkennt  leicht,    daB  F,  Fx   und   F,,  riur  fur  #,=  0,  y  =  b  alle  drei  ver- 
schwinden.     Danach  ist  der  gegebene  Punkt  (y  —  'b)  der  y-Achse   die  einzige 
singulare  Stelle.    Um  die  Theorie  anwenden  zu  konnen,  miissen  wir  ihn  in  den 
Anfangspunkt  verlegen,    indem   wir  das  Acbsenkreuz  ver- 
schieben,  namlich  y  —  b  als  Ordinate  y  benutzen.    Dann  hat 
die  Kurve  die  Gleichung,  die  aus  (16)  heivorgeht,   wenn 
darin  y  -f  b  statt  y  geschrieben  wird : 

(17)  s2  y*  4-  2b  x*  y  +  b*  x-  +  2/4  •!-  2 b  if  +  (bz  -  a%*  =  0. 
Die  zugehorigen  Exponenten  siud: 


also    die    zugehorigen    Gitterpunkte    die    in    Fig.  40.      Der  Fig,  40. 

letzte  Punkt  ist  dabei  anders  markiert,  weil  der  Koeffizient 
bz  —  <J?  des  letzten  Gliedes  in  (17)  fiir  b  —  a  verschwindet  und  der  Punkt 
daher  nur  fur  b^a  in  Betracht  komnit.  Ist  also  zunachst  b  ^  a,  so  gibt 
es  hier  nur  die  eine  Gerade  g,  auf  der  die  Punkte  (2,0)  und  (0,2)  liegen.  Daher 
wird  2n  —  2?^,  also  n  =  vi  =  1,  und  die  beiden  zugehorigen  Glieder  der  Glei- 
chung (17),  namlich  das  dritte  und  letzte,  ergeben: 

8  b 

ft  «2    _j_    fi*    __    a^  ^    „    Q         0^er          r-    =     -[-    -_-_-     . 

ft .  y  (ft     ~   b^ 

Die  Hilfskurveu  (14)  sind  daher  die  beiden  Geradcn: 

*>        4.         b 

-  -  —  ±  —  ~  • 


Aber  es  mu.8  noch  die  vorhin  angewandte  Scliiebung  des  Achsenkreuzes  ruck- 
warts  ausgefiihrt  werden.  Dem  singularen  Punkte  (x  -  0,  y  =  b)  der  Kon- 
choide (16)  gehoren  also  im  Falle  a^pb  die  beiden  Ililfsgeradcn 


zu.  1st  a  >  b)  so  sind  sie  rcell;  dann  1st  der  singulare  Punkt  also  ein  Doppel- 
punkt,  siehc  Fig,  41.  1st  dagegen  a  <  bf  -so  wind  sie  imaginar;  dann  ist  der 
singulare  Punkt  also  ein  isolierter  Punkt,  ErlUuternd  ist  uoch  bci  der 
Fig.  41  zu  bemerkcn,  daB  die  Konchoide  auch  einen  unterhalb  der  a;-Achse 
verltxufendcn  A'st  hat,  der  uns  hier  allcrclings  nicht  interessiert  Im  Falle  a  =  b 
ziihlt,  wie  gesagt,  der  zurn  letzten  Gliede  der  Gleiclmug  (17)  gehorige  Gitter- 
punkt  nicht  mit,  so  claB  als  Gerade  g  die,  in  Fig.  40  gestrichelte  die.ftt.  Hier 
kommt  2w  -  3?w,  also  n  «  3,  m  -  2,  und  die  zugehorigeu  Glieder  von  (17), 
namlich  das  dritte  und  fiinfte,  gebcn: 


oder,  da  jetzt  b  =  a  ist: 

a«2  -j-  sspf8-  =  0. 
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Da  es  nur  auf  das  Verha'ltnis  von  a2  zu  $*  ankommt  uud  da  £  in  den  Glei- 
chungen  der  Hilfskurve 

mit  t  das  Zeichen  wechselt, 
datff  a  positiv  und  etwa  gleich 
4  a  gewahlt  werden.  Dann 
wird  @  =  —  2 a,  so  daB 

C  J          V 

die  Hilfskurve  ist.  Ihre  Glei- 
chungen  erinnern  an  die  Glei- 
ch ungen  x  —  t*j  y  =  t3  der  in 
Fig.  36,  S.  108,  dargestellten 
Kurve.  Man  erkennt  daher 
leicht,  daB  die  Hilfskurve  an 
der  Stelle  (t  =  0)  einen  Riick- 
kehrpunkt  hat,  desseu  beide 
Zweige  sich  der  negativen 
y-Achse  von  verschiedenenSei- 
ten  her  anschmiegen.  Schliefi- 
lich  ist  auch  hier  noch  die 
Fig.  41.  vorhin  ausgetibte  Achsenver- 

schiebung  wieder  riickgiingig 

zu  machen.     Im  Falle  a  =  b  schmiegt  sich  dernnach  die  Konchoide  (16)   im 

singularen  Punkte  (a?  =  0 ,  y  =  b)  der  Hilfskurve 


an  und  hat  somit  dort  eine  gewohnliche  Spitze,  wie  es  Fig.  41  zeigt.  Nebenbei 
bemerkt,  tritt  in  der  Figur  nicht  deutlich  genug  hervor,  dali  die  Zweige  der 
Kurve  im  singularen  Punkte  die  y-Achse  beriihren.  Diese  Beruhrung  macht 
sicb  namlich  erst  in  so  groBer  Na'he  des  singularen  Punktes  bemerklich,  daB 
sie  wegen  der  Dicke  der  eingezeichneten  Kurve  nicht  mehr  zu  sehen  ist. 

3.  Beispiel:    Bei  der  Kurve  funfter  Ordnung 
(18)  x6  -  2x*  H-  8x* y  -  67/2  =  0 


M^ 


Fig.  42. 


Fig.  43, 


ist,  wie  man  ohne  Miihc  erkennt,  nur  der  Anfangspunkt  singular.  Das  Gitter 
des  analytischen  Dreiecks  enthalt  die  vier  Punkte  in  Fig.  42;  demnaeh  gibt  es 
nur  eine  Gerade  g,  ntolich  die  der  drei  letzten  Punkte.  Folglich  wird 

4'M  sa  2w  -f  M  -  2m 
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d.  h.  n  =  1,  m  —  2,  und  auBerdem 

-  2«4  +  8«2£-  6^2  =  0, 
woraus  sich  a2 :  /?  =  3  bzw.  1  ergibt.     Demnach  sind 

£  =  «£,    t)  =  -i-a2*2     und     j  =  a  #,    ty  =  a2  zf2 

oder  also  die  beiden  Parabeln  t)  =  |-£2  und  ty  =  j2  die  Hilfskurven.  Da  sie 
einander  im  Anfangspunkte  beriihren,  ist  der  singulars  Punkt  der  Kurve  (18) 
ein  Selbstberiihrungspunkt.  Siehe  Fig.  43. 


§  15.    Funktionen  des  Ortes  in  der  Ebene. 

Bisher  haben  wir  Kurven  in  der  Ebene  oder,  analytisch  aus- 
gesprochen,  Gleichungen  zwischen  x  und  y  betrachtet.  Jetzt 
wollen  wir  eine  Funktion  f(x,  y}  ins  Auge  fassen. 

Liegt  eine  innerbalb  eines  Bereiches  yon  Wertepaaren  x,  y  ein- 
wertige  analytische  Funktion  f  von  x  und  y  vor,  so  bedeutet  dies, 
daB  jedem  Punkte  (or,  y)  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  in  der 
Ebene  ein  Wert,  namlich  der  Wert  von  f(x,  y),  zugeordnet  wird. 
Daher  heiBt  f(x,y]  eine  Funktion  des  Ortes  in  der  Ebene.  Wo 
im  folgenden  kurzweg  von  beliebigen  Punkten  in  der  Ebene  die 
Rede  ist,  sind  darunter  immer  nur  solche  Punkte  zu  verstehen,  die 
in  jenein  Bereicne  gelegen  sind. 

Hat  die  Funktion  f(xy  y}  an  einer  Stelle  einen  gewissen  Wert  a, 
so  gibt  es  im  allgemeinen  unendlich  viele  Stellen,  an  denen  sie  den- 
selben  Wert  a  hat.  Das  sind  namlich  alle  die  Punkte  (r,  y\  fiir  die 

ffa  !/}  =  a 

ist,  d.  L  die  Punkte  einer  Kurve  /'=  konst  So  ergibt  sich  eine 
Schar  von  oo1  Kurven  oder  eine  einfach  unendliche  Kurven- 
schar  (siehe  S»  53),  die  die  ganze  Ebene  iiberdeckt.  Wandert  der 
Punkt  auf  einer  der  Kurven  entlang,  so  andert  sich  der  zugehorige 
Wert  der  Funktion  f  nicht.  Durchquert  der  Punkt  dagegen  die 
Schar,  so  andert  sich  fler  ihm  zugeordnete  Wert  von  f. 

Durch  die  Angabe  der  Funktion  f(x,y}  ist  eine  Schar  von  oo1 
Kurven  /*==  konst.  definiert.  Die  B>age  liegt  nahe,  ob  umgekehrt, 
wenn  eine  Schar  von  oo1  Kurven  gegeben  wird,  dadurch  eine  Funk- 
tion f  definiert  isi  Sie  kommt  auf  die  Frage  hinaus,  unter 
welchen  Umstanden  zwei  G-leichungen  f(x,  y)  =*  konsl  und 
(p(x,y]  SB  konst  dieselbe  Schar  von  Kurven  definieren. 

Soil  jede  einzelne  Kurve  /"=  a  mit  einer  Kurve  <p  =  b  ideritisch 
sein,  so  mu8  zu  jedem  Werte  der  Konstanten  a  ein  Wert  der 
Konstanten  b  gesetzmilfiig  zugeordnet  sein,  es  muB  also  b  eine 
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Funktion  von  a  sein:    b  =  £}(a),    so  daI3  fur  jeden  Wert  der  Kon- 
stanten  a  die  Kurve 

f(x>  ?/)  =  a 
mit  der  Kurve 


ubereinstimmt,     Durch  Elimination  von  a  folgt  hieraus: 

7>(*,//)  =  fl  (/>,?/)). 

Zwei  Scharen  f—  konst.  und  qr<  =  konst.  sind  also  dann 
und  nur  dann  miteinander  identisch,  wenn  die  Funktion  cp 
eine  Funktion  von  f  allein  und  umgekehrt  f  eine  Funktion 
von  <p  allein  ist. 

Wir  konnen  die  B'rage  auch  so  beantworten  : 

In  einem  beliebigen  Punkte  (x,  ?/)  der  Ebene  muB  zuniichst  die 
Bichtung  der  hindurchgehenden  Kurve  /'=  konst.  mit  der  Richtung 
der  hindurchgehenden  Kurve  (p  —  konst.  ubereinstimmen,  d.  h. 
der  aus 

f    I  /•  d_y  -  Q 
/*  +  /z/  dx  ~ 

hervorgehende  Wert  von    (  y    mu6  mit  dem  aus 


hervorgehenden  Werte  fur  jedes  Wertepaar  x}  y  ubereinstimmen. 
Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  sogenannte  Funktionaldeterminante1 
von  /'  und  cp,  namlich 

£     fy 

fr,  <ry 

fur  alle  Wertepare  .?.-,  //  gleich  Null  ist.  —  Wenn  umgekehrt  diese 
Determinate  identisch  gleich  Null  ist.  wircl  also  zuniichst  in  jedem 
Punkte  (#,//)  die  Richtung  der  hindurchgehenden  Kurve  /'—konst. 
mit  der  Richtung  der  hindurchgehenden  Kurve  <f  =  konst.  uberein- 
stimmen. Wenn  alsdaim  nicht  jede  Kurve  /'—  konst.  mit  einer 
Kurve  cf  =  konst.  zusammenfallt,  ist  dies  nur  so  denkbar,  da8  jede 
Kurve  /'==  konst  in  alien  ihren  Punkten  lauter  Ivurven  y>  =  konst. 
beriihrt,  d.  h.  eine  Einhiillende  der  Schar  cf>  =  konst,  ist.  Aber  cine 

1  Naeh  JACOKI,  ,,De  determinantibus  functionalibus",  CJIEW.ES 
Journal,  22.  Bd.,  1841,  auch  Gesammelte  Werkc,  3,  Bd.,  und  tibcrsotzt  in 
OSTWALPS  Klassikern  Nr.  78.  EULEE  und  LAG-RAN&E  sind  als  Vorlliufcr  JAOORIS 
in  der  Theorie  dcr  Punktionaldoterminauten,  die  JACOIJI  in  bcliebig  viclen  Ver- 
Jlndorlichen  entwickelt  hat,  zu  erwahnen,  GelegentHch  habcn  wir  schon  anf 
S.  82  eine  Fuuktioualdeterminante  beimtzt. 
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Kurvenschar  <JP  =  konst  hat  nacli  §  9  nur  eine  odes  einige  und  jeden- 
falls  nicht  unendlicli  viele  Einhiillende,  die  die  gauze  Ebene  tiber- 
decken.  Diese  Annahme  ist  daher  undenkbar,  und  es  bleibt  die 
erste  iibrig,  mit  anderen  Worten:  Jede  Kurve  /*  =  konst.  ist  mit 
einer  Kurve  q>  =  konst  identisch.  Dies  gibt  den  - 

Satz  56:  Die  beiden  Gleichungen  f(x,  ?/)  =  konst.  und 
<p (xy  y)  —  konst.  stellen  clann  und  nur  dann  dieselbe  Schar 
von  oo1  Kurven  in  der  Eben^  dar,  d.  h.  /'  ist  dann  und  nur 
dann  eine  Funktion  von  90  allein  und  urngekehrt  cp  dann  und 
nur  dann  eine  Funktion  von  f  allein,  wenn  die  Funktional- 

determinante 

dj_    df_ 

dx  dy 
dcp  dcp 
dx  dy 

fiir  alle  Werte  von  x  und  ?/  gleich  Null  ist. 

Man  sagt  bekanntlich,  da8  die  Funktionen  f  tind  y  von- 
einander  abh^ngig  sind,  sobald  ihre  Funktionaldeterminante 
identisch  verschwindet.  Andernfalls  dagegen  heiBen  sie  von- 
einander  unabhangig. 

Wenn  nun  f(x,  y)  und  q)  (x,  ?/)  zwei  voneinander  unabhangige 
Funktionen  des  Ortes  sind,  die  einen  Bereich  gemein  haben,  so  ge*- 
hort  zu  den  Punkten  (ar,  y)  dieses  Bereiches  sowohl  ein  Bereich  von 
Werten  von  f  als  auch  ein  Bereich  von  Werten  von  <p.  Wenn 
keiner  der  Werte,  die  /'  annehmen  kann,  mit  einem  der  Werte,  die 
cp  annehmen  kann,  tibereinstimmt,  hat  keine  Kurve  f(x,  y]  =  konst 
Punkte  mit  irgend  einer  Kurve  rp  (x,  y}  =  konst.  gemein,  weder  reelle 
noch  imnginiire.  Wenn  wir  aber  annehmen,  daB  es  einen  Bereich 
von  Punkten  (.r,  ?/)  derart  gebe?  daB  wenigstens  ein  Teil  der  Werte, 
die  der  Funktion  /'  darin  zukornmen,  mit  einem  Teile  der  Werte 
ubereinstimmt,  die  die  Funktion  <p  darin  erreicht,  konnen  wir  folgern, 
daB  die  Kurven  der  Schar  /*=  konst.  wenigstens  zum  Teil  die  Kurren 
der  Schar  (f  =  konst  treffen.  Wenn  wir  also  gelegentlich  von  den 
Sclmittpunkten  von  Kurven  /'  =  konst  und  cp  —  konst  sprechen, 
machen  wir,  immer  stillschweigend  diese  Annalame.  Im  iibrigen  ist 
dabei  stots  vorauszusetzen,  daB  die  Funktionaldeterminante  von  f 
und  cp  nicht  identisch  verschwinde.  — 

Das  Vorhergehende  zeigt,  daB  die  analytische  Voraussetzung, 
eine  Funktion  f(x,y)  des  Ortes  sei  gegeben,  mehr  besagt,  als  die 
geometrische  Voraussetzung,  eine  einfach  unendliche  Kurvenschax 
in  der  Ebene  sei  gegeben.  Denn  eine  derartige  Schar  wird  zwar 


122  Erster  Abschnitt:   Kurven  in  der  Ebene. 

durch  eine  Gleichung  f(x,  y]  =  konst.  dargestellt,  aber  auch  durch 
erne  Gleichung  Q(f(x,  y}}  =  konst,  worin  i3  eine  Funktion  von  f  ist; 
d.  h.  durch  die  Schar  selbst  ist  die  Funktion  f  noch  nicht  voll- 
kommen  "bestimmi  Vielmehr  kann  ihre  Stelle  von  jeder  Funktion 
eingenommen  werden,  die  von  f  abhangig  ist.  In  diesen  Paragraphen 
setzen  wir,  wie  anfangs  bemerkt  wurde,  stets  das  Vorhandensein 
einer  bestimmten  Funktion  f(x,  y]  des  Ortes  voraus. 

Aber  diese  Ortsfunktion  f(x,  y)  soil  bier  mehr  von  geometrischen 
Gesichtspunkten  aus  untersucbt  werden.  Insbesondere  laBt  sich  die 
bekannte  Formel  fur  ihr  vollstandiges  Differential  geometrisch  ein- 
kleiden: 

Ist  ein  Punkt  P  oder  (x,  y)  irgendwie  gewahlt  worden,  fur  den 
die  Funktion  einen  gewissen  bestimmten  Wert  f  hat,  so  lassen  wir  P 
nach  einer  benachbarten  Stelle  Pl  wandern,  indein  wir  die  Zunahmen 
seiner  Koordinaten  mit 
(1)  Ax  =  //.9.cos«,       Ay=*As.$m& 

bezeichnen.  Unter  A  s  sei  also  die  Strecke  von  P  bis  P3  und  unter 
a  ihr  "Winkel  mit  der  positiven  .r-Achse  verstanden.  Als  Mali  fiir 
die  Starke  der  Zunahme  des  Wertes  der  Funktion  f  auf  diesem 
Wege  wird  man  nun  den  Quotienten 

/o\  Af  _  f(*  4-  Ax,  y  +  Ay)  -  f(se,  y] 

w  __  -----  _ 

benutzen.  Ist  der  absolute  Betrag  von  As  hinreichend  klein,  so 
laBt  sich  der  Zahler  nach  dem  Mittelwertsatze  in  der  Form 


d.f(x  +  6Ax,y  +  Q  Ay) 

r  -f-        —  - 


schreiben,  wobei  6  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  bedeutei 
Fiihrt  man  hierin  die  Werte  (1)  ein  und  substituiert  man  den  Aus- 
druck  in  (2),  so  ergibt  sich  fur  lim  As  —  0: 

df       df(x,y)  ,    dffay)    . 

'  —  —  '-v  '  ^-  cos  cf  H  --  '~±-^L  sm  a. 
ds  ox  d  y 

Um  hervorzuheben,  da8  der  unendlich  kleine  Weg,  den  man  sich 
hier  von  der  Stelle  P  aus  zuriickgelegt  zu  denken  hat,  vftllig  willkiir- 
lich  ist,  ziehen  wir  es  vor,  statt  der  DiflFerentiatioaszeichen  die  so- 
genannten  Variationszeichen  zu  benutzen,  also  zu  schreiben: 

(3)  j£«/;cosa+/J,sintf. 

Dieser  Ausdruck  ist  der  Q-renzwert  des  Quotienten  Af*.A$  fiir 
KmJ,?  =  0  und  bedeutet  deshalb  die  Geschwindigkeit,  mit  der 
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sich  der  Wert  der  Funktion  f  des  Ortes  P  in  dem  Momente 
andert,  wo  P  die  Richtung  einschlagt,  die  mit  der  ar-Achse 
den  Winkel  a  bildet.1 

Sie  laBt   sich   fur   reelle  Werte  graphisch  darstellen:    Von  P 
aus  ziehen  wir  die  Strecke  PA  parallel  der  positiven  ar-Achse  und 
gleich  dem  Werte  von  fx  (siehe  Fig.  44)  —  insbesondere  riickwarts, 
wenn  fx  negativ  ist  — ,  ebenso  die  Strecke 
PB    parallel    der  positiven   y-Achse   und 
gleicli  dem  Werte  von  f\ .    Alsdann  ist  der 
Wert  (3)   graphisch   dargestellt   durch  die 
Summe  der  Projektionen  von  PA  und  P B 
auf  die  durch  P  gezogene  Richtung  von  ds, 
die  mit  der  #-Achse  den  Winkel  a  bildet. 
Oder  kiirzer:    Wir  konstruieren  die  vierte 
Ecke  Q  des  von  P  A  und  PB  bestimmten 
Rechtecks  und  projizieren  PQ  auf  die  ge-  Fig.  44. 

wahlte    Richtung.     Ist   R    die    Projektion 

von  Q,  so  ist  dann  PR  gleich  dem  Werte  (3>  Liegt  R  auf  der 
Richtung  von  d$  ruckwarts  hinter  P,  so  ist  die  Geschwindigkeit  (2) 
negativ,  d.  h.  die  Funktion  f  nimmt  dann  auf  dem  Wege  3s  ab. 

Fur  verschiedene  Richtungen  von  Ss  ergeben  sich  verschiedene 
Endpunkte  R  der  Geschwindigkeit  Der  Ort  von  R  ist  der  Ere  is 
mit  dem  Durchmesser  PQ.  Somit  haben  wir  den 

Satz  57:  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  eine  Funk- 
tion f(x,y)  des  Ortes  P  oder  (ar,y)  in  der  Ebene  beim  Fort- 
schreiten  langs  irgend  einer  Richtung  von  P  aus  andert, 
ist  gleich.  der  von  P  aus  in  dieser  Richtung  gezogenen 
Sehne  desjenigen  Kreises  durch  P,  der  insbesondere  die 
beiden  von  P  ausgehenden  Sehnen  parallel  der  ar-Achse 
und  ?/-Achse  von  den  Langen  fx  bzw.  fy  enthalt. 

Die  Kreistangente  in  P  gibt  die  Richtung  an,  langs  derer  sich 
f  nicht,  oder,  wenn  man  will,  nur  um  ein  Unendlichkleines  zweiter 
Ordnung,  verglichen  mit  dem  Wege  d$,  andert.  Sie  ist  also  die 
Tangente  der  durch  P  gehenden  Kurve  f  =  konst.  In  der  dazu 
senkrechten  Richtung  PQ  dagegen  andert  sich  /'  am  starksten. 
Daher  gilt  der 


1  Sonst  versteht  man  unter  der  Geschwindigkeit  bekanntlich  den  G-renz- 
wert  des  Verhtiltnisses  der  Anderung  einer  Gr56e  zur  zugehorigeo  Anderung 
der  Zeit.  Statt  der  Zeit  benutzen  wir  hier  jedoch  den  Weg,  so  dafi  also  der 
Begriff  der  Geschwindigkeit,  der  oben  eingefiilirt  wird,  rein  geometrischcr 
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Satz  58:  Soil  sich  ein  Punkt  (z,y)  in  der  Ebene  so  be- 
wegen,  daB  sich  eine  reelle  Funktion  f(z,  y)  seines  Ortes 
moglichst  stark  andert,  so  mu6  er  eine  Kurve  beschreiben, 
die  alle  Kurven  /*=  konst.  senkrecht  durchschneidet. 

Beispiel:  Sind  zwei  feste  Punkte  JPt  und  JF2  gegeben,  so  1st  der  Ort 
des  Punktes,  fur  den  die  Summe  (bzw.  Differenz)  der  Abstande  von  Fl  und  Ft 
konstant  ist,  eine  der  Ellipsen  (bzw,  Hyperbeln)  mit  den  Brennpunkten  Fl  und  F%. 
Daher  ist  der  Ort  des  Punktes,  fur  den  sich  die  Differenz  (bzw.  Summe)  dieser 
Abstande  moglichst  stark  andert,  eine  der  zu  den  Ellipsen  (bzw.  Hyperbeln) 
bekanntlich  iiberall  senkrechten  konfokalen  Hyperbeln  (bzw.  Ellipsen). 

Statt  des  Winkels  a,  den 
die  eingeschlagene  Richtung  mit 
der  positiven  ^r-Achse  bildet, 
wollen  wir  in  der  Formel  (3)  den 
Winkel  /9  einfuhren,  den  sie  mit 
der  Tangente  derjenigen  Kurve 
/'=  konst  bildet,  die  durch  den 


i 


Fig.  45. 


8.  21),  so  daB  man  jedenfalls  setzen  darf: 

/ X 


betrachteten  Punkt  (v,  y)  geht, 
siehe  Fig.  45.  Wenn  T  der 
Winkel  dieser  Tangente  mit 
der  ar-Achse  ist,  hat  man  die 
Formel  tg  T  —  —  fx:  f  (nach 


smr  = 


COST  = 


Hierbei  tritt  naturgemaB  noch  die  zweiwertige  Wurzelfunktion  auf, 
weil  ja  auf  den  Kurven  f=  konst.  noch  kein  positiver  Fortschreitungs- 
sinn  festgesetzt  worden  ist.  Deshalb  beschranken  wir  uns  auf  einen 
Bereich  von  Punkten  (*,  ?/),  innerhalb  dessen  der  Radikand  fx2  +  f* 
nirgends  verschwindet.  Alsdann  ist  die  Wurzel  einwertig,  sobald 
ihre  Bedeutung  fur  eine  bestimmte  Stelle  des  Bereiches  jfestgesetzt 
worden  ist  Wenn  insbesondere  f(r,y)  eine  reelle  Funktion 
ist,  wollen  wir  die  Wurzel  in  (4)  positiv  annehmen.  Es  wird 
sich  bald  zeigen,  welcher  positive  Fortschreitungssinn  auf  den  Kurven 
/'=  konst.  dieser  Annahme  entsprichi  Dividiert  man  minilich  die 
Formel  (3)  mit  der  Wurxel,  so  ergibt  sich  nach  (4)  einfacher: 


oder,  da  u  —  T  =  (3  ist: 
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Der  Winkel  /S  wird  dabei  gewonnen,  indem  man  die  positive  Tangente 
derjenigen  Kurve  f(x,  y}  =  konst.,  die  von  dem  Punkte  (ar,  y]  aus- 
geht,  in  positivem  Sinne  so  weit  dreht,  bis  sie  in  die  Richtung  liber- 
geht,  die  mit  der  positiven  #-Achse  den  beliebig  gewahlten  Winkel  a 
bildet.  Diese  Richtung  ist  die  des  Wegdifferen-tials  Ss,  das  wir 
positiv  annehmen  konnen.  Dann  ist  die  Geschwindigkeit  8f:ds 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Ortsfunktion  /'  in  der  ein- 
geschlagenen  Richtung  wachst  oder  abnimmt.  Also  folgt  aus  (5):  Die 
Funktion  f(x.  ?/)  wachst  auf  denjenigen  Wegen  von  dem  Punkte  (x,  ?/) 
aus,  die  mit  der  erwahnten  positiven  Tangentenrichtung  seiche 
Winkel  /?  bilden,  deren  Sinus  >  0  ist,  also  auf  denjenigen  Wegen, 
die  linkerhand  von  einem  Beobachter  liegen,  der  langs  der  positiven 
Tangente  hinblickt.  Nach  S,  24  wird  aber,  nachdem  einmal  die 
positive  Tangente  der  Kurve  /'=  konst.  festliegt,  ihre  positive  Normale 
ebenfalls  linkerhand  von  der  Tangente  angenornmen.  Die  Wahl  des 
Pluszeichens  bei  der  Quadratwurzel  in  (4)  bedeutet  daher  im  reellen 
Falle,  da8  die  positive  Normale  der  durch  den  Punkt  (or,  y) 
gehenden  Kurve  f(x7  y]  =  konst.  nach  derjenigen  Seite  der 
Kurve  hin  gerichtet  ist,  auf  der  die  Funktion  /(*,  y)  groBere 
Werte  hat 

Nehnien  wir  an,  daB  f(x,  y)  an  der  betrachteten  Stelle  (x,  y] 
den  Wert  c  habe  und  daB  die  Funktion  um  Ac  wachse,  wenn  der 
Punkt  den  Weg  A  s  zurucklegt,  so  konnen  wir  beim  Grenztibergange 
zu  liin  As  =  0  statt  des  Differentials  Sf  das  Differential  8c  setxen. 
Daher  gilt  nach  (5)  der 

Satz  59:  Liegt  in  der  Ebene  eine  Ortsfunktion  f(x,  y} 
und  somit  auch  eine  Kurvenschar  f(x:  //)  =  konst.  vor  und 
geht  ein  PunJkt  (x,  y}  einer  Kurve  /=  c  beim  Fortschreiten 
um  einen  positiv  angenommenen  geradlinigen  Weg  As  in 
einen  Punkt  einer  Kurve  /"=c  +  Jc  iiber>  so  gilt  fiir 
lim  zl.<?  =  0  die  Formel: 


Hioria  bedeutet  /?  den  Winkel,  den  die  positive  Tangente 
der  Kurve  /"we  im  Punkte  (x,  y}  bei  einer  positiven  Drehung 
zuriicklegeu  mu6?  um  die  Richtung  des  Weges  anzunehmen. 
Wird  die  Quadratwurzel  im  reellen  Falle  positiv  gewahlt, 
so  hat  man  den  Sinn  der  Kurve  /'=  c  derart  festgesetzt, 
dali  ihre  positive  Normale  nach  derjenigen  Seite  der  Kurve 
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weist,  auf  der  die  Kurven  /'=  konst.  mit  groBeren  Werten 
der  Konstanten  liegen. 

Wir  scblossen  oben  solche  Punkte  (x,  y]  aus,  fur  die  der  Radi- 
kand  jf.2  +  fy2  verschwindet.    Wegen 


ist  an  einer  derartigen  Stelle  entweder  nur  einer  der  beiden  Aus- 
driicke  fx±if  gleich  Null,  oder  es  verschwinden  dort  beide.  Der 
erste  Fall  kommt  bei  reellen  Ortsfunktionen  an  reellen  Stellen  nie 
vor  und  tritt  ein,  wenn  die  Kurve  /*  =  konst.  einen  Minimalpunkt 
hat,  wahrend  die  Kurve  im  zweiten  Falle  eine  singulare  Stelle 
aufweist  (vgl.  S.  24). 

Die  Pig.  44  enthalt  insbesondere  die  graphische  Bestimmung  der  Normalc  PQ 
der  durch  den  Punkt  P  gehenden  Kurve  f  ==  konst.  Dies  laBt  sich  in  einer 
Weise  verallgemeinern  ,  die  manehmal  zur  Konstruktion  von  Kurventangenten 
bequem  ist  und  bier  in  aller  Kiirze  angedeutet  werden  soil: 

Sind  in  der  Ebene  n  feste  Punkte  A^  A?,  .  .  .-An  gegeben  und  bedeuten 
ri>  r2>  •••  rn  die  AbstS-nde  eines  veranderlicben  Punktes  voa  ihnen,  so  ist 
—  falls  man  fiber  die  Vorzeichen  der  Abstiinde  eine  Vereinbarung  getroffen 
hat  —  eine  Funktion  f(r19  r2,  ...  rn)  als  Funktion  der  Koordinaten  x}  y  dieses 
Punktes  darstellbar  und  daher  eine  Ortsfunktion.  Legt  der  Punkt  eine  Strecke  As 
zuriick,  so  mogen  sich  ^  ,  ra,  .,.*•„  und  f  urn  Ar^  ,  A  r^  ...  Arn  und  Af  andern. 
Fiir  lim  As  «  0  ergibt  sich  dann,  indem  die  Differenzen  durch  Differentiale  zu 
ersetzen  sind,  fiir  die  Geschwindigkeit  der  Anderung  von  f  der  Wert: 

y~-f    dTl    +f    dr<*   4-         4-f     dr* 
ds  ~T*  ds   +r*~~f8~  +  "'+T'«~dT'> 

Die  Quotienten  3^  :-ds,  dr^ids,  .  .  .  drn:8s  sind  dabei  die  Kosinus  derjenigen 
Winkel  <jpl?  <jD2,  ...  qon,  die  von  der  eingeschlagenen  Kichtung  mit  den  Strahlen 
von  AU  A}  ,  ...  An  nach  dem  betrachteten  Punkte  ge- 
bildet  werden,  siehe  Fig.  46.  Also  kommt  als  Verallgemeine- 
rung  der  Formel  (3): 

*  ^ 

-jj    »  fri  COS  ft  -f  fr%  COS  <p4  -f-  .  -  .  4-  f^  COS  <?„  . 

Hieraus  liiBt  sich  die  Geschwindigkeit  graphisch  wie  folgt 
konstruieren  :  Auf  den  Verlangerungen  von  rn  r2  ,  .  .  .  rn 
liber  den  betrachteten  Punkt  hinaus  werden  Strecken  gleich 
fr^  f*i  •  '  •  frn  a-bgetragen;  aus  ihnen  bildet  mat*  gcrado 
so,  wie  es  in  der  Mechanik  mit  Kr&ften  gescbieht,  die  in 
einem  Punkte  angreifen,  die  Resultante.  Die  Projektion  der  Kesultante  auf  die 
gewahlte  Eichtung  8s  ist  alsdann  :  gleich  der  Geschwindigkeit  8f:d$.  Die 
Resultante  ist  demnach  die  Normale  derjenigen  Kurve  /**»  konst, 
die  durch  den  betrachteten  Punkt  geht,  denn  l&ngs  dieser  Kurve  rauB 
die  Geschwmdigkeit  gleich  Null  sein. 
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Anwendungen  auf  die  Tangentenkonstruktion  der  Ellipse  und  Hyperbel 
(TI  ±  r$  =  konst.),  der  Cassinischen  Kurven  (^  r2  =  konst.),  des 
Kreises  (rx  :rs  —  konst.  oder  r^  +  r22  -f- . ,.  .  -h  ?*«2  =  konst.)  usw.  liegen  auf 
der  Hand.1 

§  16.    Gewohnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  der  Ebene.2 

Eine  einfaeh  unendliche  Kurvenschar 
f(x,  ?/)  ==  konst 

bedeckt  die  ganze  Ebene3,  so  daB  durch  jeden  Punkt  P  oder  (#,y) 
eine  Kurve  der  Schar  geht.  Sie  hat  in  P  eine  durch  ihre  Tangente 
angegebene  Richtung,  Den  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  Rich- 
tung  durch  ihn  nennen  wir  ein  Linienelement.  Die  Kurven  der 
Schar  f  =  konst.  bestimmen  also  iiberall  in  der  Ebene  Linienelemente 
und  haben  in  jedem  Punkte  die  Richtung  des  dort  liegenden  Linien- 
elements  zur  Tangentenrichtung, 

Umgekehrt  sei  nun  in  jedem  Punkt  (xyy)  der  Ebene  ein  Linien- 
element gegeben.    Dies  geschieht  analytisch  dadurch,  daB  man  dem 
Punkte  (x,  y)  einen  Richtungskoeffizienten  tgr  zuordnet,  der  von  x 
und  ?/  abhangt: 
(1)     '  tgr  =  ^(^,y). 


1  Man  kann  das  Problem  durch  speziellere  Wahl  der  Funktion  f(r^  r4, ...  r,,) 
vereinfachen  und  andererseits  dadurch  verallgemeinera,  daB  man  unter  rn  r2, ...  rn 
die  Abstande   von  festen  Kurven  versteht.     Auch    dies   IfiBt   sich   noch  ver- 
allgeineiaern,  iudem  man  schiefe  Abst&nde  einfiihrt,  d.  h.  solehe,  die  mit  den 
festen  Kurven  gegebene  Winkel  bilden.    Mit  speziellen  Fallen  beschaftigte  sich 
zuerst  VON  TBCHIUNHAUS  (,,Medicina  mentis",   1686)  und  FATIO  DE  DCTILLIEB 
(Biblioth6que  universelle,  5.  Bd.,  1688),  wobei  zu  vermuten  iat,  dafi  HtryaENS 
auch   dariiber   unterrichtet   war.    Ferner   ist   dann  DE  L'HOSPITAL   zu  nennen 
(„  Analyse  des  infiniment  petits",  Paris  1716,  z,  B.  S.  30)  und  —  mit  der 
Verallgemeinerung  auf  den  Raum  —  POINSOT  (,,Theorie  g6n6rale  de  T^qui- 
Hbre  et  du  mouvement  des  systemes",  Journ.  de  1'^eole  polyt,  13.  Heft, 
1806).    Aufierdem  seien  von  neueren  Arbeiten  Noten  von  D'OCAGNE,   Coraptes 
Rendus,  109.  Bd,,  1889,  S.  959,  060,  Nouv.  Annales,  3.  Serie  9.  Bd.,  1890,  S,  289 
bis  293,  und  13.  Bd.,  1894,  S.  501—502,    erwahnt.    In   einer  Arbeit  des  Verf. 
,,Funktionen  der  Abst&nde  von  festen  Punkten"  (Math.-naturw.  Mit- 
teilungen  in  Wurttemberg,  2.  Serie  2.  Bd.,  1900),  wird  gezeigt,  wie  sich  die 
Tangentenkonstruktion  iindert,  wenn  der  bewegliche  Punkt  in  einen  der  festen 
Puukte  -4j ,  A% ,  ...  An  riickt  oder  die  Resultante  die  Lange  Null  hat. 

2  Die  Eiicksidit  auf  solehe  Leser,  die  noch  nicht  mit  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  vertraut  sind,  veranlaBt  uns  zur  Einschaltung  dieses  Para- 
graphen,  der  nur  allgernein  und  kurz  orientieren  soil. 

8  Wie  auf  S.  119  ist  mit  dieser  kurzen  Ausdrucksweiae  ein  solcher  Bereich 
gemeint,  innerhalb  dessen  f(x,  y)  eine  einwertige  analytische  Funktion  vorstellt. 
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Wegen  der  Stetigkeit  der  Funktion  I  haben  die  Linienelemente,  die 
zu  benachbarten  Punkten  gehoren,  auch  benachbarte  Richtur.gen, 
Sie  bilden  also  erne  stetige  Schar.  Ein  anscbauliches  Bild  macht 
man  sich  von  ihnen,  wenn  man  sich  die  Ebene  mit  einem  Fluidum 
iiberdeckt  denkt,  das  in  Bewegung  begriffen  ist  derart,  da8  das  an 

der  Stelle  (xt  ?/)  befindliche  Teilchen  des 

^5^V£\^  Fluidums  gerade   die  durch  (1)  gegebene 

i^J^^s^^^^  Fortschreitungsrichtung  hat    Man  nennt 

~%  diese  Bewegung  eine  stationare  Stro- 
mung,  weil  die  Kichtung  der  Bewegung 
an  einer  Stelle  (#,  ?/)  iinmer  dieselbe  bleibt 
(siehe  Fig.  47).  Bei  dieser  anschaulichen 
Auffassung  ist  es  sofort  klar,  was  man 
Pig.  47.  unter  Stromlinien  versteht.  Wir  defi- 

nieren  sie  analytisch  als  diejenigen  Kurven, 
die  in  jedem  ihrer  Punkte  (ar,  y)  die  durch  (1)  angegebene  Richtung 
haben,  ftir  die  also: 


ist. 

Dies  ist  eine  gewohnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  der  unabhangigen  Veranderlichen  x  und  der 
abhangigen  Veranderlichen  y.  Sie  integrieren  heifit,  alle  die- 
jenigen Funktiocen  y  —  y(x)  finden,  die  mit  ihren  Differential- 
quotienten  dy.dx  die  Gleichung  (2)  fiir  jeden  Wert  von  x  erfiillen, 
Jede  solche  Funktion  y  =  (p(x\  die  man  auch  eine  Losung  von  (2) 
nennt,  stellt  geometrisch  eine  jener  Stromlinien  dar,  die  man  als 
eine  Integralkurve  der  Differentialgleichung  (2)  bezeichnet  Es 
ist  hier  nicht  der  Ort  zu  dem  Nachweise,  daB  die  Diiferential- 
gleichung  (2)  Integralkurven  hat;  doch  macht  die  anschauliche 
Deutung  durch  eine  Stromung  die  Existenz  von  Integralkurven 
solchen  Lesern,  die  noch  nicht  in  der  Theorie  der  JDifFerential- 
gleichungen  bewandert  sind,  wenigstens  plausibel. 

Wollen  wir  x  und  y  in  (2)  gleichartig  beriicksichtigen,  indem 
wir  uns  vorbehalten,  welche  Veranderliche  wir  als  die  unabhangige 
auffassen,  so  werden  wir  (2)  in  dieser  Art  schreiben: 

A(#,  y)dx  —  dji  3=  0 
oder  symmetrischer: 

(3)  X( 
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indem  wir  /L  in  einen  Brack  X:  Y  zerlegen.  1  Diese  Differential- 
gleichung  kann  naturlieh  sofort  wieder  in  der  Form  (2)  geschrieben 
werden  : 


. 

dx        X(x,y) 

Den  Nachweis,  da8  es  Integralkurven  gibt?  fuhren  wir,  wie  ge- 
sagt,  liier  nicht  Wohl  aber  soil  er  angedputet  werden:  Betrachtet 
man  y  als  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  #,  die  der  Bedingung(2) 
gentigt,  so  ergibt  sich  aus  (2)  durch  vollstandige  Differentiation  nach  x: 

y"  =  ^  +  ^' 

oder  wegen  y1  ~  A: 

y"  =  ^  +  V. 

Demnach  ist  auch  die  zweite  Ableitung  y"  von  y  nach  x  als  Funk- 
tion von  x  und  y  bekannt.  Dasselbe  gilt,  wie  wiederbolte  voll- 
standige Differentiation  nach  x  und  Substitution  ?/  =  I  zeigt,  von 
den  hoheren  Ableitungen  y'"f  ylv,  ...  Es  sei  nun  #0,  ?/0  ein  be- 
liebig  gewahltes  Wertepaar,  das  dem  Bereiche  der  einwertigen  ana- 
lytischen  Funktion  A(.r,  y]  angehort.  Nach  dem  MACLAUKiNschen 
Satze  muB  sich  alsdann  jede  durch  den  Punkt  (,r0,  ?/0)  gehende 
Integralkurve  in  der  Form 

(4)  y  -  y0  +  ff  (*  -  ^o)  +  |f  (*  ~  ^o)3  +  ••• 

darstellen  lassen,  und  hierin  sind  y0r,  y0",  .  .  .  nach  dem  vorher- 
gehenden  solche  Funktionen  von  .r0  und  y0,  die  man  nacheinander 
berechnen  kann.  Man  beweist  nun  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen,  da8  diese  Entwicklung  in  der  Tat  eine  einwertige 
analytische  Funktion  y  von  :K  detiniert,  sobald  der  absolute  Betrag 
von  x  —  .rf)  hinreichend  klein  ist,  und  da8  diese  Funktion  der  vor- 
gelegten  JDifferentialgleichung  (2)  genugt.  AuBerdem  j^eigt  unsere 
Betrachtung,  da8  durch  den  angenommenen  Punkt  (A-O,  y0)  nicht 
mehr  als  eine  Integralkurve  gehen  kann. 

Da  sich  yV  y"?  y'",  ...  als  Funktionen  von  ,r  und  ?/  berechnen 
lassen,  kann  man  auch  alle  Difierentialinvarianten  der  Integralkurven 
gegeniiber  den  Bewegungen  in  der  Ebene  (vgl.  S.  80)  als  Funktionen 


1  Wenn  Ar  und  Y  einwci'tige  analytische  Funktionen  sind,  kann  es  vor- 
kommen,  daB  die  Punktion  A  gelegentlich  den  unbestiinmten  Wert  0:0  an- 
uimmt.  Dies  kann  Stollen  liefern,  in  denen  eine  rcelle  Stromlinie  auf  einen 
Punkt  reduaiort  ist  —  eine  solche  Stclle  1st  in  Fig.  47  inarkiert  — ,  oder  Stellen, 
durch  die  unendlich  viele  btromliiiiou  gehen,  wie  in  dem  Beispiele  l^  y:% 
deu  Autangspunkt 

S^UEFI-'BJltS,    Uiil',   I.    !*»,  Allfl.  ^ 
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von  x  und  y  finden.  Ebenso  ist  es  leicht,  z.  B.  den  Krummungs- 
mittelpunkt  zu  bestimmen,  der  zu  eiuem  gegebenen  Punkte  (x,  y} 
einer  noch  unbekannten  Integralkurve  gehort. 

In  der  Theorie  der  Difierentialgleichungen  werden  Methoden 
gelehrt,  inittels  derer  man  die  Integralkurven  auf  anderen  Wegen 
als  vermoge  der  Entwicklung  (4)  berechnen  kann,  falls  die  gegebene 
Funktion  l(x,  y)  gewisse  besondere  Formen  hat.  Darauf  naher  ein- 
zugehen,  ist  hier  jedoch  niclit  der  Platz.  Ferner  entnehmen  wir 
jener  Theorie  ohne  Beweis,  dafi  sich  alle  diejenigen  Integralkurven, 
die  in  der  Umgebung  einer  bestimmt  gewahlten  Stelle  verlaufen, 
durch  eine  Grleichung  von  der  Form 

(5)  />,  y}  =  konst. 

darstellen  lassen,  worm  die  Konstante  willkurlich,  wenn  auch  auf 
einen  gewissen-Bereich  beschrankt,  ist,  so  daB  also  die  Integralkurven 
eine  einfach  unendliche  Kurvenschar  bilden.  Die  Konstante  heifit 
Integrationskonstante,  die  Funktion  f  Integral  der  Differential- 
gleichung  (2).  Diese  Grleichung  hat  aber  unendlich  viele  Integrale, 
denn  dieselbe  Kurvenschar  wird  durch  42  (f)  =  konst.  dargestellt, 
wenn  i3  eine  Funktion  von  f  allein  ist.  Jede  Funktion  eines 
Integrals  ist  also  wieder  ein  Integral.  Man  kann  leicht  die 
analytische  Bedingung  fur  ein  Integral  /'  aufstellen.  Denn  bei  der 
Kurvenschar  /*=  konst.  ist  langs  jeder  einzelnen  Kurve  der  Schar 

(6)  f9dx  +  fydy-Q. 

Nach  (3)  sollen  aber  dx  und  dy  proportional  %(x,y)  und  Y(x,y] 
sein,  also  ist  zu  fordern: 


Umgekehrt;  Wenn  die  Funktion  f(x,y]  in  einem  Bereiche,  in  dem 
sie  ebenso  wie  X  und  Y  einwertig  analytisch  ist,  cler  Bedingung  (7) 
geniigt,  stellt  /'  =  konst.  dort  die  Schar  der  Integralkurven  dar, 
d.  h.  dann  ist  /'  ein  Integral  der  Differentialgleichuug  (3).  Weil  die 
Funktion  /'  der  Gleichung  (7)  fiir  alle  Werte  der  beiden  Verander- 
lichen  x,y  innerhalb  eines  Bereiches  goniigen.soll,  ist  (7)  eine  Be- 
dingung fur  die  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  f  von  zwei  un- 
abhangigen  Verilnderlichen,  eine  sogenannte  partielle  Differential- 
gleichung  fiir  /*,  Insbesondere  treton  nur  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  fx  und  fy  uncl  zwar  linear  und  hoiuogen  auf,  deshalb 
heiBt  (7)  eine  lineare  homogene  oder  auch  oino  1  in  care  ver- 
kilrzte  partielie  Differentialgleichung  erster  Orduuug  fttr/f. 
Nichthomogen  oder  unverkiirzt  wiircle  sit<  heiBen,  wenn  rechts 
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statt  Null  eine  Funktion  von  x  und  y  stande.  AuBerdem  hat  diese 
partielle  Differentialgleichung  die  Eigentumlichkeit,  yon  f  selbst  frei 
zu  sein. 

Sind  f  und   <p    zwei   Losungen    der    partiellen    Differential- 
gleichung  (7),  d.  h.  bestehen  die  beiden  Gleichungen: 


=  0; 


so  folgt  aus  ihnen 

f*    ** 

I    V*     Vy 

nach  Satz  56?  S.  121,  muB  somit  (f  eine  Funktion  von  f  allein  sein. 
Alle  Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (3) 
oder  (2)  sind  demnach  voneinander  abhangig. 

Wenn  /'  (x,  y}  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (3)  ist,  also 
f(xy  y]  =  konst.  die  Schar  der  Integralkurven  darstellt,  gilt  langs 
jeder  einzelnen  Kurve,  wie  gesagt,  die  Gleichung  (6),  und  da  /'.  und  fy 
nach  (7)  proportional  —  Y  und  X  sind,  gibt  es  eine  Funktion  f.t(x,y) 
derart,  daB 

ff  =  -pY,  /;  =  i»^ 

wird,  also  nach  (6)  das  vollstiindige  Differential  yon  /  die  Form  hat: 
(8)  df~n(Xdy-  Yds). 

Diese  Funktion  /t  heiBt  der  zu  dem  Integral  /'  gehorige  Multipli- 
kator  oder  Integrabilitatsfaktor  der  vorgelegten  gewohnlichen 
Differentialgleichung  (3).  Die  Aufgabe,  die  Differentialgleichung  (3) 
zu  integrieren,  kann  man  hiernach  so  zu  losen  versuchen:  Man 
sucht  eiue  Funktion  /i  (x,  y}  derart,  daB  die  mit  /i  multiplizierte  linke 
Seite  der  Differentialgleichung  (3)  ein  vollstiindiges  Differential 
in  zwei  unabhangigen  Veranderlichen  x  und  y  wird.  Gelingt  dies, 
so  ergibt  sich  aus  (8)  das  zugehorige  Integral  /*  bekanntlich  durch 
zwei  Quadraturen.  Da  ein  Difierentialausdruck 

U(x,y}dx  +  V(x,y}t1y, 

wie  roan  weiB,  danu  und  nur  clann  ein  vollstandiges  Differential  ist, 
weim  die  partielle  Ableitung  Uy  von  U  gleich  der  partiellen  Ab- 
leitung  ^  von  7  wird,  folgt  aus  (8),  daB  die  Funktion  p  (x,  ?/)  dann 
und  nur  daun  einen  Multiplikator  der  Differentialgleichung  (3)  be- 
deutet,  wenn 

L-_JiI  „  »'  *    oder  also   $       +  '-       =  0  , 
d  y  d  x 
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(9)    ' 


1st  und  zwar  fiir  alle  Werte  von  x  und  y  innerhalb  eines  Bereiches, 
in  dem  log^  zugleich  mit  X  und  Y  einwertig  analytisch  1st. 

Dies  sind  die  notwendigsten  Begriffe  und  Satze  aus  der  Theorie 
der  gewohnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  die  wir  in 
der  Folge  anwenden  mussen. 

§  17.    Trajektorien  einer  Kurvenschar  in  der  Ebene. 

Liegt  eine  einfach  unendliche  Kurvenschar 
f(x,  y)  =s  konst. 

vor,  so  kann  man  solche  Linien  betrachten,  die  alle  diese  Kurven  unter 
dem  konstanten  Winkel  a  durchschneiden.  Wir  nennen  sie  Trajek- 
torien der  gegebenen  Schar.  1st  (x,  y}  ein  beliebiger  Punkt,  so 
kennen  wir  von  der  durch  ihn  gehenden  Trajektorie  die  Richtung, 
da  sie  den  Winkel  a  mit  der  Tangente  der  durch  den  Punkt  gehen- 
den Kurve  f=  konst.  bildei  Von  den  Trajektorien  sind  uns  dem- 
nach  die  Linienelemente  (vgl.  S.  127)  bekannt;  ihre  Bestimmung 
erfordert  mithin  die  Integration  einer  gewohnlichen  Differential- 
gleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y. 

Wenn  die  Kurvenschar  f  =  konst,  von  der  wir  ausgingen,  nicht 
vorliegt,  sondern  nur  durch  eine  Differentialgleichung 


gegeben  1st,  kann  man  auch  noch  die  Differentialgleichung  der 
Trajektorien  mit  den  Winkel  a  angeben.  Denn  die  Differential- 
gleichung (1)  ordnet  jedem  Punkte  (or,  ?/)  eine  Richtung 


zu;  sie  bestimmt  eben  die  Linienelemente  der  ursprtinglichen  Schar 
f~  konst.  Wenn  wir  nun  diese  Linienelemeute  um  den  Winkel  a 
drehen,  liegen  die  Elemente  der  Trajektorien  vor. 

Also  ist  hier  r  durch  r  —  &  zu  ersetzen,  und  daher  wird  jetet 


to-      —         "  — 

b  1  ~~  ^  tg  "       cos  «  —  Asia 

Mithin  stellt 

/9\  d  y  ^  A  cos  «  4-  sin  « 

tlx       co«  «  —  A  aiu  a 
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die  Differentialgleichung  der  Trajektorien  mit  dem  Winkel  a 
dar.  Ftir  a  =  0  ergibt  sich,  wie  es  sein  muB,  wieder  die  Differential- 
gleichung (1)  der  ursprunglichen  Kurvenschar,  dagegen  ftir  a  =  %n 
oder,  was  librigens  auf  dasselbe  hinauskommt,  fiir  &  =  —  \n  die 
Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien: 


dx 


Hat  man  in  einem  Punkte  P  oder  (x9  y)  der  hindurchgehenden 
Kurve  der  ursprunglichen  Schar  eine  bestimmte  Fortschreitungs- 
richtung  gegeben  und  damit  auch  ihre  positive  Normale  festgelegt, 
so  moge  die  Fortschreitungsrichtung  der  durch  denselben  Punkt 
gehenden  Trajektorie  mit  dem  Winkel  a  aus  ihr  durch  die  Drehmig 
um  P  mit  dem  Winkel  a  hervorgehen.  Die  positive  Normale  der 
Trajektorie  wird  dann  durch  dieselbe  Drehung  aus  jener  positiven 
Normalen  gewonnen.  Der  Mittelpunkt  des  Krummungskreises, 
der  dieser  Trajektorie  iin  Punkte  P  zukommt,  heifie  Ma  und  der 
zugehorige  Kriimmungsradius  ra.  Nach  (3),  S.  40,  ist 


Dabei  bedeutet  y'  die  durch  (2)  gegebene  erste  Ableitung  von  y 
nach  x,  wahrend  man  die  zweite  Ableitung  y"  leicht  durch  voll- 
standige  Differentiation  nach  x  berechnen  kann.  Es  kommt  namlich 
zunachst: 

f,  __  _d_  I  cos  n '+  sin  oc     cU  _        hx  4-  lyyf 
^          dl  cos  a  —  I  sin  a     dx       (cos  a  —  I  sin  a)2 ' 

und  hierin  ist  der  Wert  (2)  von  y'  einzusetzen.    Man  findet  schlieBlich: 


^  J  tt       (^  +  I  Atf)  cos  <t  +  (Atf  -  A  ^)  sin  fit 

Insbesondere  ergeben  sich  fiir  «  «  0  und  c;  »  ^.  TT  die  Kriimmungs- 
radien  r0  und  rj/ajr  der  durch  P  gehenden  ursprunglichen  Kurve  und 
orthogonalen  Trajektorie: 

T/TTI*3 


Folglich  ist; 


3     „    2   2 
"//         '>•  "a 


cos  a.       sin  « 

"~"~       "i     ";    ~. 


Bezeichnen  wir  mit   If0  und  Mi^   die   zum   Punkte  P  gehftrigen 
Kriimmungsmittelpuukte  der  ursprunglichen  Kurve  und  der  ortho- 
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gonalen  Trajektorie.  so  hat  der  Punkt  Ma  in  dem  durch  die  Nonnalen 
beider  Kurven  bestimmten  Achsenkreuze  die  Ko- 


PM0  und 
ordinaten 


=  ra  cos  ee,     1)  =  ra  sin  a  , 


und  daher  folgt  aus  (4)  fur  £  und  \)  die  lineare  Gleicliung: 


(5) 


-j 


Sie  besagt,  dafi  Ma  auf  der  Geraden  M^M\^  liegt,  siehe  Fig.  48. 

Die  drei  Krummungskreise,  die  den 
betrachteten  drei  Kurven  durch 
P  in  P  zukommen,  sind  nun  die 
Kreise  um  M0,  Ma  und  Mi^-  Weil 
sie  alle  drei  durch  P  gehen,  haben 
sie  folglich  noch  denjenigen  Punkt  Q 
gemein,  der  durch  Spiegelung  des 
Punktes  P  an  der  Geraden  MQ  Mi^ 
hervorgeht 

Erteilt  man  a  alle  moglichen 
Werte,  so  ergibt  sich  demnach, 
da8  die  Krummungskreise  aller 
durch  P  gehen  den  Trajektorien  ein 
Kreisbuschel  bilden,  indem  sie  aufier  P  noch  einen  Punkt  Q 
gemein  haben,  d.  h.: 

Satz  60:1  1st  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Kurven 
in  der  Ebene  so  beschaffen,  daB  durch  jeden  Punkt  gerade 
eine  Kurve  der  Schar  geht,  und  legt  man  durch  irgend 
einen  Punkt  P  alle  diejenigen  Trajektorien,  von  clenen 
jede  alle  Kurven  der  Schar  unter  einem  konstanten  Winkel 
schneidet,  so  bilden  die  Krummungskreise  dieser  Trajek- 
torien in  P  ein  Kreisbiischel. 

Wir  wollen  dies  Ergebnis  auf  ein  Beispiel  anwenden,  das 
spater,  in  der  Fliichentheorie,  wichtig  wird. 


Fig.  48. 


1  Di«ser  Satz  findot  sich  in  CBSAROS  auf  IS.  92  gcnannten  ,,Lexioni", 
1896,  S.  110  (deutache  Ausgabe  1901,  S.  148).  Tnfolgo  dcs  jrfatzes  ist  jeduir 
Punkfce  P  der  Ebene  ein  Punkt  Q  zugeordnet;  cs  gibt  nun  cine  zwoite  einfacL 
unendliche  Kurvonschar  rnit  iliren  Trajektorion  derart,  dafi  bei  ihr  die  Punkte 
P  und  Q  die  Kollon  vevtauaclicn.  Dies  ztugte  dei*  Vcrf.  in  den  Leipaiger  He- 
richten  1808,  S.  247  ff.  Vgl.  auch  ebeuda  1904,  S.  105  iV,,  fcmor  die  Verhand- 
lungon  dots  3.  inttirnationalen  Matlieiuatiker-Kon^re.ssc.M  in  Hculelbm*^  1004 
(Leipzig  1905),  S.  349  ff.,  sowie  Muthcm.  Annalen  <Kh  Hd,  (1905),  8.  4SU  I!1. 
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Zunachst  sei  eine  Gerade  g  und  eine  Kurve  c  gegeben.  Denken 
wir  uns  die  Kurve  c  starr,  aber  langs  g  verschiebbar,  so  konnen 
wir  nach  einer  Linie  c  fragen,  die  alle  Kurven  senkrecht  schneidet. 
Verschieben  wir  eine  solche  Linie  c  ebenfalls  langs  g,  so  bleibt  sie 
offenbar  orthogonale  Trajektorie  der  aus  c  hervorgegangenen  Kurven- 
schar. Wir  haben  also  zwei  Scharen  orthogonaler  Trajektorien  vor 
uns,  von  denen  jede  aus  oo l  kongruenten  Kurven  besteht. 

Nun  sei  P  ein  Schnittpunkt  von  c  und  c.  Die  zu  g  parallele 
Gerade  A  durch  P  schneidet  alle  aus  c  durch  jene  Schiebungen  hervor- 
gegangenen Kurven  unter  einem  konstanten  Winkel,  ist  also  auch 
eine  Trajektorie  der  Schar.  Nach  Satz  60  miissen  also  c,  c  und  h 
in  P  Krummungskreise  haben,  die  auBer  P  noch  einen  Punkt  gemein 
haben.  Da  aber  die  Gerade  A 
ihr  eigener  Krtimmungskreis  ist, 
folgt,  daB  dieser  zweite  Punkt  auch 
auf  A  liegt.  Die  Krummungs- 
kreise von  c  und  c  in  P  haben 
dahet  solche  Mittelpunkte,  die  auf 
einem  gemeinsamen  Lote  zur  Ge- 
raden  g  liegen  (siehe  Fig.  49).  Sie 
seien  mit  M  und  SK  bezeichnet. 
PM,  die  Noraale  von  c  in  P, 
treffe  g  in  N,  und  P9K,  die  Nor- 
male  von  c  in  P,  treffe  g  in  9?. 
Dann  ist 


woraus  folgt: 


Handelt  es  sich  urn  reelle  Kurven,  so  liegt  bei  der  einen,  sagen 
wir  bei  c,  der  Punkt  P  zwischen  2K  und  31,  bei  der  anderen,  also  , 
bei  c,  dagegen  nicht  zwischen  If  und  N.  Rechnen  wir  die  Strecken- 
produkte  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  beide  Faktoren  nach 
derselben  oder  nach  verschiedenen  Seiten  von  P  liegen,  so  ist  das 
erste  Produkt  positiv,  das  zweite  negativ.  Setzen  wir 
=5  n,  PM  »  r  ,  P2K  s=  r,  so  schreiben  wir  daher: 


rn  =  —  rn. 


Hieraus  folgt,1  wenn  rn  konstant  ist: 

Satz  61:    Hat  eine  ebene  Kurve  c  die  Eigenschaft,  daB 

1  Siehe  die  Abli.  des  Verf.,  Leipzigor  Berichte  1900,  S.  S  ff. 
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langs  ihrer  das  Produkt  aus  dem  Krlimmungsradius  und 
der  Normalen  —  diese  gemessen  bis  zu  ihrem  Schnitt- 
punkte  mit  einer  G-eraden  g  —  bestandig  denselben  Wert 
hat,  so  kommt  diese  Eigenschaft  auch  den  orthogonalen 
Trajektorien  c  derjenigen  Kurven  zu,  die  durch  Schieben 
der  Kurve  c  langs  g  hervorgehen.  Dabei  ist  das  konstante 
Produkt  fur  die  Kurven  c  entgegengesetzt  gleich  dem  kon- 
stanten  Produkte  fiir  dieKurve  c,  wenn  man  festsetzt,  daB 
das  Produkt  positiv  oder  negativ  gerechnet  werden  soil,  je 
nachdem  Kriimmungsradius  und  Normale  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  des  Kurvenpunktes  liegen.  ' 

Wahlen  wir  die  Gerade  g  als  y-Achse,  die  Bogenliinge  ,9  einer 
*Kurve  c  als  Parameter,  so  daB  x,  #",  ?/',  y"  die  Ableitungen  der 
Koordinaten  des  Kurvenpunktes  far,  y)  oder  P  nach  s  bedeuten,  so 
ist  in  dei?  laufenden  Koordinaten  y,  t): 

i)  -  y  _       *' 


5  - 


die  G-leichung  der  Normalen,  so  daB  die  Normale  die  ?/-Achse  in  dem 
Punkte  N  mit  der  Ordinate: 

^y+~ 

J      y 

schneidet.     Das  Quadrat  der  Normalen  PN  ist  also: 

Weil  aber  s  die  Bogenlange  bedeutet,  kommt  nach  Satz  1,.  S.  11: 

AuBerdem  ist  das  Quadrat  des  Kriimmungsradius  nach  Satz  18,  S.40; 

r-==  J77"2' 

Ferner  ist  a  =  x  +  y'*:x"  die  Abszisse  des  Kriimmungsmittelpunktea, 
Nun  soil  r?i^sO  sein,  je  nachdem  x  und  a  —  x  verscluedene  oder 
gleiche  Vorzeichen  haben.  Daher  ist 


zu  setzen.    Bezcichnen  wir  dies  Produkt,  das  konstant  sein  soil,  mi 
1:A^,  so  haben  wir  die  Bedingung: 
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Uin  die  Kurven  zu  finden,  fiir  die  rn  konstant  ist,  mussen 
wir  zunachst  in  allgemeinster  Weise  x  so  als  Funktiou  von  s  be- 
stimmen,  da8  die  Forderung  (6).  erfullt  wird.  Man  erkennt,  daB  ins- 
besondere  die  Funktion  sin  }/Ks  der  Bedingung  geniigt.  Es  ist  nun 
leicht,  vorerst  das  Verhaltnis 


sin  y  Ks 
zu  berechnen.    Denn  aus 


(7)  x=uv 

folgt  durch  zweimalige  Differentiation: 


Nach  (6)  und  (7)  hebt  sich  x"  Knks  gegen  das  letzte   Glied  rechts 
fort,  so  daB  bleibt 


Eine  Quadratur  liefert  logw'  und  darauf 

,  _      konst. 

i£   _..  m 

aitfyJKs 
Nochmalige  Integration  ergibt: 

u  =  konst.  ctg]/i"^  +  konst.  , 

so   daB  nach  (7)  als  allgemeinste  Losung  x  der  Bedingung  (6)  der 
Wert 

(8)  x  =  a  cos  yis  +  b  sin  ]/£s 

hervorgeht,  in  dem  a  und  b  beliebige  Konstanten  sind.    Da  s  die 
Bogenlange  bedeutet,  ist  nach  Satz  1,  S.  11: 


Nach  (8)  kann  man  folglich  auch  y  vermoge  eines  Integrals  durch  s 
bestirnmen.  Aber  dies  Integral  laBt  sich  nicht  durch  die  elemen- 
taren  Fuuktionen  ausdriicken.  Wir  werden  sehen,  daB  sich  y  mit 
Hilfe  der  beiden  sogenannten  elliptischen  Integrale 


o 
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ausdriicken  laBt.  Wir  wollen  dies  fiir  alle  verschiedenen  reellen 
Gestalten  der  gesuchten  Kurven  einzeln  zeigen  und  bemerken 
dabei  vorweg:  Wenn  wir  eine  Kurve,  bei  der  rn  konstant  ist,  vom 
Anfangspunkte  aus  ahnlich  vergroBern  oder  verkleinern,  behalt 
sie  die  Eigenschaft;  rfl  =  konst.;  nur  der  absolute  Wert  der  Kon- 
stanten  wird  ein  anderer.  Wir  konnen  daher  durch  ahnliche  Ver- 
groBerung  oder  Verkleinerung  erreichen,  da8  rn  gleich  +  1  oder 
—  1,  d.  h.  K  =  ±  1  wird.  Daher  beschranken  wir  uns  auf  diese 
beiden  Annahmen,  Auch  machen  wir  ofters  davon  Gebrauch,  da6 
die  Kurven  durch  Schiebung  langs  der  //-  Achse  ihre  charakteristische 
Eigenschaft  nicht  andern,  ebenso  niclit  durch  Spiegelung  an  der 
3/-Achse. 

I.  Fall:    JT=  +  1. 

Nach  (8)  setzen  wir: 

x  =  a  cos,?  +  I  sin  s. 

Damit  die  Kurve  reell  sei,  ist  zunachst  notwendig,  da8  a  und  b  reell 
sind.  Dann  ist  x  fiir  jedes  reelle  s  auch  reell.  Nach  (9)  kommt: 

-J£  )    =  1  —  f  —  a  sin  s  +  b  cos  s}*  . 

as]  ^  '  ; 

Daher  ist  y  nur  so  lange  reell,  als  x  —  —  a  sin  s  +  b  cos  5  zwischen 
+  1  und  —  1  liegt.  Weil  der  Maximal  wert  von  x'2  gleich  a2  +  b2 
ist,  folgt: 

Ist  <z2  +  63<l,  so  wird  x2  uberall  kleiner  als  Eins.  Ist 
a2  +  £2  a=  1,  so  gilt  dasselbe,  aber  an  gewissen  Stellen  wird  x'~  gerade 
gleich  Eins.  Ist  a2  +  b2  >  1?  so  wird  .r'2  nur  in  einern  gewissen 
Intervalle  fiir  s  kleiner  als  Eins.  In  jedem  Falle  liegt  eine  Stelle, 
an  der  x'  =  0  ist,  im  erlaubten  Intervalle.  Diese  Stelle  bringen  wir 
durch  Verschieben  der  Kurve  langs  der  y-Achse  auf  die  jc-Achse, 
und  von  ihr  '  aus  recbnen  wir  s.  Dann  muB  x  fiir  ,v  =  0  vcr- 
schwinden,  d.  h,  b  darf  gleich  Null  augeuomineri  wordcn,  so  daB 
^r  =  acos5  ist.  Ist  a  negativ,  so  wird  die  Spiegelung  der  Kurve  an 
der  //-Achse  eine  Kurve  geben,  bei  der  a  positiv  ist,  Wir  setzen 
daher  a  >  0  voraus.  Daher  liegen  drei  Fiille  vor: 

Ist  0  <  a  <  1,  so  kommt: 


a  cos  s,        y  =  I  J/l  —  a*m 


Setzen  wir  a  <  1  gleich  c,  ,9  =  <p7  so  kommen  nach  (10)  die  Kurven- 
gleiclmngen  mit  dem  Parameter  <: 
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1st  a  =  1,  so  komint  x  =-eoss,  y  =  +  sins,  d.  h.  es  liegt  ein 
Kreis  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  Eins  vor.  Er  wird 
durch  die  vorstehenden  Gleichungen  fur  c  =  1  dargestellt. 

1st  a  >  1,  so  setzen  wir 

sin  s  =  —  sin  cp 
und  fiihren  hierdurch  rp  als  Parameter  ein.    Dann  kommt: 


.r  =  a  cos  5  =  #1/1 5-sin2<p, 

y          a*        r 

ds  I 

COS 5— -—  = COS  OP, 

d<p          a  ' 

so  da8 

*  v 

I     -i/1~ 9        •       9  t  P  COS~  Cp  7 

y  =      yl  —  a^smz5<25  =    I •     -  ay 

*J  I          /         1 

<)  /     a  1/1 -sin2<p 

J          y  a* 

o 

v/ird.    Wenn  wir  unter  dem  Integralzeichen  den  Zahler  in  der  Form 


schreiben,  kommt  nach  (10),  sobald  noch  1  :  a  mit  c  bezeichnet  wird: 


i  j 

Die  Annahme  c  «  r  gibt  wieder  den  erwahnten  Kreis. 

II.  Fall:  K~  -1. 
Nach  (8)  ist  hier: 

x  =  #  cos  z  s  +  i  sin  z  s  . 

Ersetzen  wir  cosz^  und  sinz's  durch  Exponentialfunktionen,  so  kommt: 

(11)  x  =  «<?•  +  /9<r*, 

wobei  nun  «,  /?  die  willkurlichen  Konstanten  sind.  Nach  unserem 
Satze  61,  S.  135,  ist  die  jetzt  in  Betrachtung  zu  ziehende  Kurve 
zu  einer  der  unter  I  betrachteten  Kurven  orthogonal,  so  dafi  also 
die  beiden  einander  entsprechenden  Kurven  fiir  gleiches  x  zueinander 
senkrechte  Tangenten  haben.  Bei  den  iriiheren  Kurven  war  x^acoss, 
also  der  Kosinus  des  Tangentenwinkels  cos  r  =  —  asi-n^  oder  —  "j/a"2—  ^ 
Bei  der  jetzigeu  Kurve  mu6  daher 

cos2  r  ™  1  —  sin2  T  =  1  —  «2  +  .r2 
sein,  somit  nach  (11): 

(cc  #  -  ft  e-f  »  1  -  a2  +  (a  e«  +  p  e~«f 
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oder: 

4tf/?  =  aa-  1. 

Wir  konnen  die  Kurve  als  orthogonale  Trajektorie  der  frttheren 
Kurve  an  der  Stelle  (x  =  a,  y  =  0)  beginnen  lassen,  so  da8  wir  $ 
von  dort  an  rechnen.  Dann  ist  nach  (11)  noch: 

a  +  p  =  a, 
so  daB 


wird.  Vertauschung  von  a  mit  /?  kommt  nach  (11)  einfach  auf 
Vertauschung  von  s  mit  —  s  hinaus.  -Wir  diirfen  uns  daher  auf 
die  Werte  beschranken: 

a-f  1          Q        a-  1 

f'=-r-'    ^=="~^" 

1st   nun    0  <  a  <  1  ,    so    fiibren   wir   einen   Parameter   <p    em 
vermoge: 

x  =  ^±~  e*  +  ~~^T-  e~*  —  a  cos  ?  • 

A  ^ 

Daraus  ergibt  sich: 


und: 

(1  -  o'sin8 

v 

so  daB  (9)  liefert:  , 


—    /I  _ 
""  (/ 


^  x 


Bezeiclinen  wir  «  <  1  mit  c,  so  kommt  daher  nach  (10): 

x  =  ccosy?,      y  «  jP(c,  y)  -  J?(c,  y), 


Ist  zweitens  a«sl,  so  ergibt  sich  dieselbe  Kurve,  naturlieh 
fur  c  =  1.  Sie  hat  eine  wesentlich  andere  Gestalt  als  die  Kurven 
fur  c  <  1,  und  wir  kommen  auf  sie  zuriick. 

Ist  drittens  a  >  1,  so  setzen  wir; 


X  =8 

Alsdann  ist: 


1-    1  '-•-?'-  •-)'--> 


1 
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und: 

fds\ 2  _  J_  sin2  <p 

\dqpj    ""   a2 


. 
--  £-  Sln' 


so  dafi  (9)  liefert: 

d  y  _    1  sin-  qn 

dcp        a 


Bezeichnen  wir  l:a<  1  mit  cy  so  kommt  folglich  nach  (10): 


Fur  c=  1  ergibt  sich.  wieder  die  Kurve  im  Falle  a=  1. 
Demnach  liaben  wir  gefunden: 

Satz  62:  l  Jede  reelle  Kurve  in  der  Ebene,  fur  die  das 
Produkt  des  Kriimmungsradius  mit  der  Normale  —  diese 
gerechnet  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  mit  einer  festen 
Geraden,  etwa  dery-Achse,  —  einen  konstanten  Wert  hat, 
laBt  sich  durch  geeignete  ahnliche  VergroBerung  oder  Ver- 
kleinerung  und  eventuelle  Spiegelung  an  der  festen  Ge- 
raden  izberfiihren  in  eine  der  folgenden  Kurven: 


(lal  ^  —  ccosgp,     y  —  E(c, 

(Ib) 


(Ha)  x  =  c  cos  (p  ,     y  =  F(c,  qc)  —  ^(c,  90)  , 


(lib) 


Dabei   bedeutet  ^?    den   Parameter,    c   eine   positive   Kon 
stante  kleiner  oder  gleich  Eins;  ferner  is't 


=  /A  9  rf y , 


1  Die  Kurven  des  Satzes  warden  rnit  der  Beschrankmig  auf  negative 
Werte  dea  konstanten  Produktes  von  MINDUSI&  im  Journal  fiir  d,  r.  u,  a.  Math, 
19.  Bd.  (1839),  8,  379,  B80,  bestinnmt,  alsdann  fur  alle  Fiille  von  Lrouvrrj-E  in 
der  4.  Note  «ur  5.  Auflage  von  MONCJE,  ^Application  de  1'analyse  ^  la 
g6oiu.6trio",  Paris  IH50. 
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Bei  alien  vier  Kurven  ist  jenes  konstante  Produkt  absolut 
genomrnen  gleich  Eins;  bei  den  beiden  ersten  liegt  der 
Krummungsradius  nach  derselben  Seite  wie  die  Normale, 
bei  den  beiden  letzten  nacli  der  entgegengesetzten  Seite. 


Fig.  50. 

Die  Kurven,  die  durch  Verschieben  einer  der  Kurven  (la) 
oder  (II))  langs  der  y-Achse  hervorgehcn,  sind  die  ortho- 
gonalen  Trajektorien  derjenigen  Kurvou,  die  in  dersclben 
Weise  aus  der  Kurve  (11  a)  bzw.  (lib)  hervorgeheu. 
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Zum  Zeichnen  der  Kurven  bedient  man  sich  der  fur  die  ellip- 
tischen  Integrale  berechneten  Tafeln.  Doch  ist  es  leicht,  gewisse 
besondere  Eigenschaften  der  Kurven  ohne  dies  zu  erkennen,  so  ihre 
Symmetric  hinsichtlich  der  ar-Achse,  ihre  Periodizitat  langs  der 
?/-Achse  im  Falle  c^=  1,  die  daraus  folgt,  daB  unter  den  Integral- 
zeichen  die  periodische  Funktion  sin  cp  auftritt,  ferner  ihre  Spitzen  usw. 
In  Fig.  50  sind  die  Kurven  fur  c  =  |"|/2"=:  0,707  .  .  .  dargestellt.1 
Dabei  ist  die  Langeneinheit  der  Eadius  des  eingezeichneten  Kreises. 

Dieser  Kreis  ergibt  sich  in  den  Fallen  (la)  und  (Ib)  bei  der 
Annahme  c  —  1.  Entsprechend  liefern  die  Falle  (II  a)  und  (lib)  eine 
Kurve  fiir  c  =  1,  die  eine  orthogonale  Trajektorie  aller  derjenigen 
Kreise  vom  Eadius  Eins  ist,  deren  Mitten  auf  der  ?/-Achse  liegen. 
Diese  Kurve  hat  also  Radien  der  Kreise  zu  Tangenten,  d.  h.  fiir 
diese  Kurve  ist  die  Lange  der  Tangente,  gemessen  vom  Be- 
riihrungspunkte  bis  zur  y-Achse,  konstant.  Sie  heiBt  eineTraktrix.3 
Ihre  Gleichungen 

x  =  cosy  , 

konnen  in  endlicher  Form  so  geschrieben  werden: 

x  =  cos  (P  ,     ?/  =  log  tg       +        -  sin  <p  . 


Diese  Kurve  hat  im  Punkte  (x  =  1,  y  =  0)  eine  Spitze,  deren  Tangente 
die  ar-Achse  ist.     Die  y-Achse.  ist  eine  Asymptote  der  Traktrix. 

§  13.    Parameterlinien  in  der  Ebene. 

Zwei   verschiedene   einfach   unendliche  Scharen  von  Kurven  in 
der  Ebene  bilden  ein  Kurvennetz.     Wenn 

0  (x,  y)  —  konst,     *f(x9  y)  —  konst 


1  Man  kann  die  Kurven  mit  grofier  Anniiherung  mittels  einiger  Krummungs- 
kreise  konstruieren,  sobald  man  nur  von  den  vier  Zahlenwerten  Gebrauch  macht: 


2  V  ^  I  )  "  °'826  '        F  (  I  V  2  '  2 

die  sich  iibrigens  leicht  clurch  Anniiheruug  bcrechnen  lassen. 

2  Da6  die  Traktrix  als  Kurve  von  konstanter  Tangeutenliinge  auch  als 
orthogonale  Trajektorie  einer  Schar  von  kongruenten  Krcisen  definierbar  ist, 
bemerkte  LIOUVILLE  a.  a.  0.  Sie  wurde  zuerst  von  LEIBNIZ  1693  betrachtet 
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die  G-leichungen  der  beiden  Scharen  sind,  ist  nach  Satz  56,  S.  121, 
vorauszusetzen,  daB  die  Funktionaldeterminante 

*.  «*,  -  V,  *„ 

fiir  beliebige  Werte  von  x,  y  von  Null  verschieden   sei,    well   sonst 

beide  Scharen  zusammenfallen.    Wahlen  wir  einen  beliebigen  Punkt 

(x,y]  bestimmt  aus,   so  werden  fur  ihn  <p  und  V  gewisse  Werte 

u  und  v  haben: 

(1)  <l>(x,y}  =  u,      W(x,y)~v. 

Alsdann  ist  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  t; 


die  Gleichung  der  Kurve  der  einen  Schar,  die  durch  den  gewahlten 
Punkt  (x,  y)  geht,  und 


die  Gleichung  der  Kurve  der  anderen  Schar  durch  diesen  Punkt  (.r,  y), 
Zu  jedem  Punkte  (ar,  y)  gehort  also  ein  Wertepaar  u,v. 
Auf  Grund  eines  Satzes  der  Funktionentlieorie,  niimlich  der 
Verallgemeinerung  des  auf  S.  3  erwahnten  Satzes  liber  das  Vor- 
handensein  einer  unentwickelten  Funktion,  lUBt  sich  erkennen,  daB 
auch  'umgekehrt  zu  jedem  Wertepaare  u,  v  ein  Punkt  (x,  ?/)  gehort. 
Es  sei  namlich  ^0,y0  ein  Wertepaar  von  x,  y,  in  (lessen  Umgcbung 
die  Fanktionen  0  und  V  einwertig  analytisch  sind  und  fur  das  ihre 
Funktionaldeterrainate  nicht  verschwindet.  Die  Fuuktionen  tf>  und  V 
mogen  fiir  x  «  #0  und  y  =  y0  die  Werte  UQ  und  t?0  annehmen.  Als- 
danri  gibt  es  nach  jenem  Satze  ein  und  nur  ein  Paar  von  Funktionen 
x  =  (f  (u,  v),  y  «=t//(w,  i?),  die  ftir  u  =  w0,  ?;  «  «?0  die  Werte  ^0  und  //0 
haben,  ferner  in  einer  Umgebung  des  Wertepaares  ?/0,  v0  einwertig 
analytisch  sind  und  in  dieser  Umgebung  den  Gloichnngen  (1)  fiir 
alle  Werte  von  u  und  v  geniigen.  Es  existiert  also,  kurz  gesagt, 
eine  Auflosung 

(2)  <p(u,v)**x,     ^(u,v}**y 

der  Gleichungen  (1)  nach  u  und  t?.  Zu  jedem  Wertepaare  ?/,  v 
gehort  demnach  ein  Punkt  (x,  y).  Uaraus  folgt  welter,  daB  auch 
die  Funktionaldeterminate 

Vu^-^uVv 

fiir  ein  beliebiges  Wertepaar  «,  v  von  Null  verschieden  ist 
I,  Bei  spiel:  Wir  erlliutero  dies  an  dcm 

(/ia  -f-  //-  =  u  ,      arc  tg 
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Durch  geeignete  Beschrankung  des  Bereiches  lassen  sich  beide  Funktionen 
einwertig  machen.  Wenn  man  z.  B.  x  und  y  reell  annimmt,  aber  alle  die- 
jenigen  Wertepaare  x,  y  aussehlieBt,  bei  denen  y  =  0  und  zugleich  x  ^  0  1st, 
kann  man  der  Wurzel  das  Pluszeichen  und  dem  Arkus  denjenigen  Wert  zwischen 

—  Tt  und  +  n  vorschreiben,  dessen  Sinus  und  Kosinus  bzw.  dasselbe  Vorzeiehen 
wie  y  und  x  haben.     Dann  gehort  zu  jedem   erlaubten  Punkte  (x,  y)  ein  und 
nor  ein   Wertepaar  u,  v.    Der    Bereich    dieser  Wertepaare    1st    durch    u  >  0 , 

—  7t  <  V  <  n  bestimmt.    Die  Funktionaldeterminante  verschwindet  nicht.    Dem- 
nach  gehort  zu  jedem  Wertepaare  u}  v  des  Bereiches  «>07  —  n  <,  v  <  TC.  ein 
und  nur  ein  Punkt  (x,  y).    Die  Auflosung  der  Gleichungen  nach  x  und  y  gibt 
in  der  Tat: 

u  cos  v  =  x ,      u  sin  v  =  y  . 

Die  GroBen  u  und  v  sind  bekanntlich  nichts  anderes  als  die  Polarkoordi- 
naten  des  Punktes  (#,  y]. 

Daraus,  daB  zu  jedem  Punkte  (x,  y)  ein  Wertepaar  u,  v  und 
zu  jedem  Wertepaare  u,  v  ein  Punkt  (x,  y]  gehort,  schlieBen  wir, 
daB  wir  auch  u  und  v  an  Stelle  von  x  und  y  als  Bestimmungs- 
stiicke  der  Punkte  benutzen  konnen.  Wenn  wir  einen  Punkt 
durch  seine  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  festlegen,  kommt 
dies  darauf  hinaus,  daB  wir  angeben,  der  Punkt  soil  auf  einer 
gewissen  Parallelen  zur  ?/-Achse  und  auf  einer  gewissen  Parallelen 
zur  or-Achse  liegen.  Wenn  wir  nun  u  und  v  statt  x  und  y  geben, 
so  heiBt  dies  geometrisch:  der  fragliche  Punkt  soil  auf  der  Kurve 
<l>(x,  y)  =  u  und  auf  der  Kurve  ^"(ar,  y)  =  v  liegen,  d.  h.  wir  be- 
stimmen  den  Punkt  als  Schnittpunkt  zweier  Kurven.  Daher 
heiBen  u  und  v  .auch  krummlinige  Koordinaten  oder  Para- 
meter des  Punktes. 

Dies  Verfahren  liefert  die  allgemeinste  Art  von  Punktkoordi- 
naten,  die  iiberhaupt  in  der  Ebene  moglich  sind.  Die  dabei  zu- 
grunde  liegenden  Kurven  <&  =  konst.  und  ^r=konst.  heiBen  die 
Parameterlinien.1 

2.  Beispiei:  Im  gewohnlichen  rechtwinkligen  Koordinatensystem  sind 
die  Parameterlinien  zwei  zueinander  senkrechte  Scbaren  von  Parallelgeraden. 
Im  schiefwiukligen  System  treten  an  ihre  Stellen  zwei  beliebige  Scliaren  von 
Parallelgeraden.  Bei  Benutzung  von  Polarkoordinaten  sind  die  Parameter- 
linien konzentrische  Kreise  und  G-eraden .  durch  ihre  gemeinsame  Mitte.  Bei 
dipolaren  Koordinaten,  d.  h.  wenn  wir  den  Punkt  durch  seine  Abst&ade  «,  v 
von  zwei  festen  Punkteu,  Polen,  gehen,  sind  die  Parameterlinien  konzentrische 
Kreise  um  den  einen  und  konzentrische  Kreise  um  den  anderen  Pol, 


1  Die  systematische  Anwendung  krummliniger  Koordinaten  in  der  Ebene 
und  auf  Flachen  verdanken,  wir  GATTSS,  ,,Disquisitiones  generales  circa 
superficies  curvas",  Commentattones  Soc.  Seient.  G-ottingensis  recentiores 
Vol.  VI  (ad  a.  1823—1827),  Gottingen  1828.  Siehe  auch  GAUSS'  Werke,  4.  Bd.} 
und  die  tTbersetztng  in  OSTWALPS  Klassikern  Nr.  5. 

SCHEJTJPKBS,  Ditf.  l,  a  Aufl.  1^ 
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Um  die  allgemeinen  krummlinigen  Koordinaten  zu  untersuchen, 
get  en  wir  im  folgenden  von  den  beiden  Gleicbungen 

(3)  x  =  (f  (u,  v]  ,     y  =  tp  (w,  ^ 

aus.  Wir  nehmen  dabei  an,  dafi  es  einen  Bereich  gebe,  in  dem 
<p  und  ip  einwertige  analytische  Funktionen  sincl  und  die  Funktional- 
determinante  nicht  verschwindet: 


so  daB  den  Funktionen  cp  und  1^  in  diesem  Bereiche  Werte  x  und  y 
derart  zukommen,  da8  auch  ein  Bereich  von  Wertepaaren  x,  y  vor- 
liegt,  innerhalb  dessen  die  Grleichungen  (3)  Auflosungen 

(5)  «=#(*,y),    »=>  «P(*,y) 

haben,  die  einwertige  analytiscbe  Funktionen  von  x  und  y  sind. 
Die  beiden  Bereiche  der  Veranderlichen  x,  y  und  der  Verander- 
lichen  u,  v  sind  alsdann,  wie  man  sagt,  ein-eindeutig  auf- 
einander  bezogen. 

Im  gewohnlichen,  d.  h.  rechtwinkligen  Koordinateusystem  gibt 
das  Konstanscetzen  einer  Koordinate  alle  Punkte  einer  Parallelen 
zur  y-  oder  ^-Achse,  im  krummlinigen  System  gibt  es  entsprechend 
alle  Punkte  einer  Parameterlinie?  denn  u  =  konst.  bedeutet  nach  (5) 
eine  Kurve  fjp  (x,  y}  =  konst.  und  v  —  konst.  eine  Kurve  y/(.r,?/)  =  konst. 

Wahlen  wir  u  bestimmt,  etwa  gleich  UQ,  so  soil  die  damit  aus- 
gewahlte  Parameterlinie 

<P(*,y)-«o 

die  Parameterlinie  (w0)  heiBen.  Entsprechend  heifie  Parameterlinie 
(v0)  diejenige  Kurve,  liings  deren  v  den  festen  Wert  ?J0  hat,  d.  I), 
die  Kurve 

*(*>.'/)«  V 

Langs  einer  Parameterlinie  (?/0)  ist  v  veriiaderlich,  langs  einer  Para- 
meterlinie (w0)  ist  u  veranderlich,  Als  Punkt  (w0,  ?;0)  bezeichnen  wir 
im  krummlinigen  Koordinatensystem  den  Sclmittpunkt  der  beiden 
erwahnten  Parameterlinien,  d.  L  denjenigen  Punkt,  (lessen  recht- 
winklige  Koordinaten  XQ,  ?/0  nach  (3)  die  Werte  7?  («0,  t?0)  und  •»//  («0,  w0) 
haben.  Man  moge  sich  diese  Begriffe  am  Beispielo  der  Folarkoordi* 
naten  klar  machen  (siehe  1.  Beispiel), 

Der  in  der  Geometric  wichtigste  Differentialausdruck  ivSt  der 
des  Quadrates  des  Bogenelements 
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In  dem  neuen,  krummlinigen  Koordinatensysteme  wird  er  viel  um- 
standlicher.  Um  ihn  zu  berechnen?  stellen  wir  uns  vor,  der  Punkt 
(M,  v}  gehe  in  einen  benachbarten  Punkt  (u  +  A  u ,  v  +  A  v)  iiber. 
Sind  Xj  y  und  x  +  Ax,  y  +  Ay  die  gewohnlichen  Koordinaten  beider 
Punkte,  so  ist  nach  (3):- 

(6)  Ax  =  cf (u-\-Au, v  +  Av}—<p (u, v),    Ay^ifjfa  +  AUjV-k-Av^—i/jfav}. 

Die  Strecke  vom  Punkte  (u,  v)  nach  dem  Punkte  (u  +  Au,  v  +  Av\ 
d.  h.  vom  Schnittpunkte  der  Parameterlinien  (u)  und  (v}  nach  dem 
Schnittpunkte  der  Parameterlinien  (u  +  Auy  v  +  Av}  hat  das  Quadrat 

A  s2  s=  A  #2  +  zlf  y2. 

Es  handelt  sich  darum,   den  Wert  dieses  Ausdruckes  zu  ermitteln, 
falls    Ax  und    Ay   oder,    was    dasselbe 
bedeutet,  A  u  und  A  v  zu  Differential  en 
werden,    siehe   Fig.  51.     An    die   Stelle 
von  (6)  treten  dann  die  Formeln 

/       x         \        \ 
dx  **  q>..du  +  q>Mdv,  /    /  \        Vv^y 


worin  rp  und  i/;  die  Funktionen  <p(u,v) 

und   -^(M,  t?)   bedeuten,    so    daB    sich    als  Quadrat   des   Bogen- 

elements  der  Ausdruck  ergibt: 

(7)     ds2  =  (yu2 »)-  ipw2)  rf?*2  +  2  (<jpM  qpv  +  tyu  *VO  ^7i  ^u  +  (y^2  +  V  »2)  ^l'2* 
Die  drei  Funktionen  von  u  und  v: 

bezeichnen  wir  als  die  FundamentalgroBen  im  krummlinigen 
Koordinatensysteme,  Das  Quadrat  des  Bogenelements  stellt  sich, 
ausgedriickt  in  den  FundamentalgroBen,  so  dar: 

(9)  d$*  =  15 du*  +  2  l?du  dv  +  G  dvz. 

3.  Beispiel:    Nach  dem  1.  Beispiele  ist,  falls  u  iind  v  die  Polarkoordi- 
naten  bedeuten: 

x  —  u  cos  v  =  w  ,      y  =  u  sin  v  =s  w , 


also  qpw  a*  cos?;,  I//K  «  sin »  und   (jnt,  =  —  ^sin^,  y/t.  =  wcost',  daher  nach   (8): 

/;«  i , 

folglich  nach  (9): 

^5J 

Duroh  einen  Punkt,  dessen  krummlinige  Koordinaten  u  und  v 
bestimmt  gewahlt  sind,  geht  eine  Parameterlinie  (v)  und  eine  Para- 
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racterlinie  (w);  langs  der  ersten  1st  nur  u  und  langs  der  zweiten  nur 
v  veranderlich,  daher  nach  (3) 

dx  =  <pu  du ,  dy  =  ifju  du     bzw.     dx  =  <pv  dv ,  </?/  =  ^  cfo. 

Der  Tangens  des  Winkels  r  also,  den  die  Tangente  der  einen  bzw. 
anderen  Parameterlinie  mit  der  positiven  #-Achse  bildet,  hat 
den  Wert 

tgT  =  g     bzw.    fcT«-J-;, 

und  diese  Werte  sind  unabhangig  davon,  wie  man  die  Parameter- 
linien  orientiert.  Beide  Tangenten  stehen  dann  und  nur  dann  auf- 
einander  senkrecht,  wenn 


oder  also  nach  (9)  die  FundamentalgroBe  F »  0  ist.  Tritt  dies  fiir 
beliebige  Werte  von  u  und  v  ein,  so  durchsetzen  die  Parameter* 
linie  einander  iiberall  senkrecht.  Dann  liegt  also  ein  zwar  krumm- 
liniges,  aber  doch  rechtwinkliges  Koordinatensystem  vor.  Man  nennt 
es  ein  Ortbogonalsystem.  Wir  haben  also  den 
Satz  63:  Die  Grleicbungen 

x  =  <p(u,  v),    y  =  7//(w,  v) 

definieren  ein  Orthogonalsystem  von  krummlinigen  Ko- 
ordinaten u  und  v  nur  dann,  werin  fiir  beliebige  Werte  von 
u  und  v 

oder  also  die  FundamentalgroBe  P '=*  0  ist. 

4.  Bei  spiel:   Im  Falle  der  Polarkoordinaten  ergab  sich  im  dritten  Bei- 
spiele  F  =  0,    In  der  Tat  bilden  die  Polarkoordinaten  ein  Orthogonalsystem, 
weil  hier  die  Parameterlinien  aus  alien  konzentrischen  Kreisen  um  den  Anfangs- 
punkt  und  alien  Strahlen  vom  Anfangspunkte  .aus  bcsteheu. 

5,  Beispiel:    Fiir   gewisse    Probleme    erweisen    sich    die    sog<jnanntcn 
elliptischen  Koordinaten1  als  besonders  bequein.    Zu  ihnen  gelangt  man 
so:   Es  seien  a2  und  b*  <  a2   zwei  gegebene  positive  Zahlen.    Alsdann  stellt 
die  Gleichung 

«a  —  A      5a  —  A 

einen  Kegelsclmitt  dar,  dessen  A'chaen  die  Koordinatenachsen  sind,  und  zwar 
eine  reelle  Ellipse,  falls  I  <  b*  ist,  dagegen  eine  reelle  Hyperbel,  falls  6tt  <  I  <  a* 


1  Die  elliptischen  Koordinaten  traten  zuerst  auf  bei  LAM^, 
sur  lea  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homog&nes  en 
£quilibre  de  tempdraturc'(,  pv6s,  i\  FAcad.  de  Paris  1833,  Journal  tie 
Mathem,  T.  II,  1837. 
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1st  Beide  Kegelschnitte  haben  als  Brennpunkte  diejeaigen  Punkte  der  o>Achse, 
deren  Abszissen  ±  "J/V2  —  bz  sind.  1st  1  >  <z2,  so  stellt  (10)  einen  imaginaren 
Kegelschnitt  dar.  Nun  weiB  man  aus  der  analytischen  Geometrie,  daB  durch 
einen  beliebigen  reellen  Punkt  (x,  y)  gerade  eine  Ellipse  und  gerade  eine 
Hyperbel  geht,  deren  Brennpunkte  die  bezeiehneten  beiden  Stellen  sind.  Dies 
bedeutet:  Hat  man  x  und  y  irgendwie  reell  gewahlt,  so  hat  die  Gleichung  (10), 
die  hinsicbtlich  I  quadratisch  1st,  eine  reelleWurzel  l<b-  und  eine  reelleWurzel  I 
zwischen  a?  und  62.  Dies  laBt  sicb  leicbt  analytisch  bestatigen.  Bezeicbnet 
man  jetzt  diese  beiden  Wurzeln  mit  u  und  v,  so  gehort  also  zu  jedem  reellen 
Wertepaare  x,  y  infolge  von  (10)  ein  reeller  Wert  u  <  b*  und  ein  reeller  Wert  v 
zwiscben  a2  und  62.  Die  beiden  konfokalen  Kegelscbnitte  baben  aber  ins- 
gesamt  vier  Scbnittpunkte.  Um  also  zu  einer  ein-eindeutigen  Beziehung 
zwiscben  x,  y  und  u^  v  zu  komrnen,  beschranken  wir  uns  etwa  auf  positive 
Werte  von  x  und  y.  Alsdann  gehort  zu  jedem  Wertepaare  x  >  0  ,  y  >  0 
gerade  ein  reelles  Wertepaar  u,  vt  wobei  u  <  62,  &2  <  v  <  a2  1st,  und  umgekenrt 
zu  jedem  derartigen  Wertepaare  u,  v  gerade  ein  reelles  Wertepaar  x  >  0, 
y  >  0.  Man  kann  daber  u  und  v  als  krummlinige  Koordinaten  einfiibren.  Dies 
sind  die  sogenannten  elliptischen  Koordinatea.  Bekanntlicb  sind  konfokale 
Ellipsen  und  Hyperbeln  zueinander  senkrecht.  Daber  bilden  die  elliptischen 
Koordinaten  ein  Ortbogonalsystem.  Dies  wollen  wir  analytiscb  bestatigen, 
indem  wir  das  Quadrat  des  Bogenelements  (9)  berecbnen  und  zeigen,  daB  in 
der  Tat  die  FundamentalgroBe  F  —  0  wird.  Indem  wir  u  <  62  und  62<  v  <  a2 
wahlen,  setzen  wir  nach  (10)  die  beiden  Gleicbungen  an: 


aus  denen  sicb  ergibt 

,  /(a2-  ^)(a2~lQ  _  ,  /(ft8  -  u)  (V  -  v) 

x**\/-  —tf~p         7        y~]f          b*  -  a2 

wobei  die  Wurzeln  positiv  zu  wSblen  sind.    Dies  sind  bier  die  Gleicbungen  (3). 
Also  kommt: 

as  —  v  a2  —  u 


daher  nach  (8): 

~  \  j      *"  ~*~  ^  i 


In  der  Tat  1st  also    J^T  =  0  ,   und    das    Quadrat   des  Bogenelements  lautet  in 
elliptiscben  Koordinaten  nach  (9)  so: 


lu  den  gewohnlichen  Koordinaten  ar,  y  stellt  eine  G-leichung 
zwischen  beiden  eine  Kurve  dar;  dasselbe  gilt  in  den  krumm- 
linigen  Koordinaten,  denn  eine  Gleichung 

(11)  />,  v)  -  0 
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sagt.nach  (5)  dasselbe  aus  wie  die  Gleichung 


zwischen  x  und  y.  Man  kann  die  Bedingung  (11)  geometrisch  so 
auffassen:  Es  soil  eine  Gesamtheit  von  solchen  Punkten  (u,  v)  be- 
trachtet  werden,  deren  Bestimmungsstiicke  u  und  v  einer  einzigen 
Gleichung  gentige  leisten.  LaBt  sie  sich  also  etwa  nach  v  auflosen: 


so  hat  man  jede  Parameterlinie  (M)  mit  derjenigen  Parameterlinie  (v) 
zum  Schnitte  zu  bringen,  bei  der  v  den  zugehorigen  Wert  I  (u)  hat 
So  ergibt  sich  auf  jeder  Parameterlinie  (?/)  ein  Punkt,  und  die  Ge- 
samtheit  der  Punkte  ist  die  durch  (11)  definierte  Kurve. 

SchlieBlich  ist  noch  eine  "Frage  zu  erortern  :  Zu  jedem  System 
krummliniger  Koordinaten  M,  v  in  der  Ebene  gehoren  zwei  Scliaren 
von  je  oo  x  Parameierlinien.  Es  fragt  sich,  ob  umgekehrt  zu 
jedem  Paare  von  Kurvenscharen  ganz  bestimmt  definierte 
kruinmlinige  Koordinaten  gehorei*.  Pies  ist  nicht  der  Fall. 
Denn  die  Parameterlinien  sind  in  gewSJinlichen  Koordinaten  die 
Kurvenscharen: 

0(ar,  ?/)  =  konst    und     y*(#,  ?/)  =  konst.  , 

und  diese  Scharen  lassen  sich  auch  so  schreiben: 

A  (0>)  =  konst.    und    £(V)=*  konst.  , 

wenn  A  und  B  beliebige  Funktidnen  von  (0  bzw.  V  bedeuten.  Zu 
demselben  System  von  Parameterlinien  gehoren  claher  auch  die  durch 


definierten  krummlinigen  Koordinaten  tt,  fj,    die   nach  (5)  mit  den 
urspriiiiglichen  krummlinigen  Koordinaten  w,  v  so  zusammenhangen: 


Die  Scharen  der  Parameterlinien  werden  also  nicht 
geandert,  wenn  man  als  Bestimmungsstiicke  der  Punkte 
an  Stelle  der  Koordinaten  M,  v  irgend  xwei  Funktionen  « 
und  ^  von  u  bzw.  y  allein  einfGhrt  Es  ist  diese  Bemerkurig 
ofters  ntitelich,  wenn  man  den  Wunsch  hat,  bestimmte  Kurvenscharen 
als  Parameterlinien  zu  benutzen.  Das  Mittel,  statt  der  Parameter  u 
und  v  Funktionen  von  u  bzw.  v  allein  aln  neue  Parameter  einssu- 
fiihren,  kann  dann  dazu  beitragei^  die  Formeln  zu  vereinfachen- 
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§  19.    Die  Fundamentalgleichung  der  Ebene  in  krurnmlinigen 

Koordinaten. 

Wenn  die  Gleichungen 

(1)  x  =  (f  (u,  r),        y  =  \tt(u,  v) 

wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  krummlinige  Koordinaten  u 
und  v  in  der  Ebene  definieren,  nimmt  des  Quadrat  des  Bogen- 
elements  d$  nach  (9),  S.  147,  die  Form  an: 

(2) 


wobei   die   drei   FundamentalgroBen  ]$,  F,  G   nach  (8)   ebenda   die 
drei  Funktionen  von  u  und  v  bedeuten: 

(3)       £=,?>„»  +  ,/</,      F=VUV.+  W.>-      <?  =  9>8"  +  '/','• 

Wir  wollen  nun  annehmen:  Gegeben  seien  nicht  die  Glei- 
chungen (1),  sondern  die  drei  FundamentalgroBen  H,  F,  G  als  Funk- 
tionen von  u  und  v.  Alsdann  erhebt  sich  die  Frage,  ob  es  ein 
krummliniges  Koordinatensystem  u,  v  gibt,  zu  dem  das 
gegebene  Bogenelement-Quadrat  (2)  gehort,  d.  h.  ob  es  zvvei 
voneinander  unabhangige  Funktionen  cf  und  -ifj  von  u  und  v  gibt, 
die  deii  Gleichungen  (3)  geniigen,  Weil  nach  (3): 


ist,  erfordert  die  gewunschte  Unabhangigkeit  von  y  und  ip,  d.  h. 
das  verlangte  Nicht-Verschwinden  der  Funktionaldeterminante  von 
(f  und  w,  da8  £  G  —  F*  =|=  0  sei.  Wir  vverden  aber  sehen,  dat5 
JS9  F,  G  auBerdem  noch  eine  Bedingung  erfiillen  miissen,  wenn  es 
Funktionen  y  und  ^  geben  soil,  die  den  Gleichungen  (3)  geniigen. 
Bei  der  Beantwortung  der  Frage  nehmen  wir  zunachst  E  und  G 
von  Null  verschieden  an,  und  ^JE  und  ]/G  seien  durch  passende  Be- 
schrankung  des  Bereiches  einwertig  gemaoht  worden.  Alsdann  lassen 
sich  (f>u,  (pv,  -i/ftt,  i//w  nach  der  ersten  und  dritten  Bedingung  (3) 
mittels  zweier  noch  unbekannter  Funktionen  7,  und  ^  von  u  und  v 
so  darstellen: 


so  daB  die  vollstandige  Differentiale  von  y  und  t/j  die  Formen  be- 
kommen  : 

dcp  *=  yi7cos^  du  +  yGcos^rfu, 


rf  »/»  s=s  |/.A'  pin  ?w  rfw  +  ]/G  sin  ^ 
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Aber  dies  sind  nur  dann  vollstandige  DiSerentiale,  wenn  I  und  (JL 
den  beiden  Bedingungen: 

f5)  ai/JgcoBA   ___  d  Y&  cos  fi          jM^'sllL*   —  jj/gsi"/" 

1  '  dz?      ""      #w      '          "a"?       ~~      0«« 

geniige  leisten.     Ferner  geht  die  zweite  G-leichung  (3)  iiber  in: 

Hieraus  folgt 

J/I  )/0  sin  (A  -  /i)  =  l/JiG-f*  , 

wobei  jedoch  die  Wurzel  auf  der  rechten  Seite  zweiwertig  ist.  Man 
kommt  infolgedessen,  wie  sogleich  vorweg  bemerkt  sein  moge,  zil 
zwei  wesentlich  verschiedenen  Losungen  des  Problems.  Yorlaufig 
denken  wir  nns  diese  Wurzel  auf  eine  der  beiden  moglichen  Arten 
einwertig  gemacht,  so  da6  die  Grleicbungen 

(6)  cos(X  -  ^ 

die  GrroBe  A  —  ^  bis  auf  eine  additive  Konstante,  namlich  ein  be- 
liebiges  ganzes  Vielfaches  von  %n}  vollkommen  als  bekannte  Funktion 
von  u  und  v  bestimmen. 

Die  Bedingungen  (5)  lauten  ausfiihrlich  geschrieben  so: 


=  -        cos^  -  ft 


sin  A  +  lv  yicos  A  =        -  sin  /*  +  ^  /<?  cos  ^  . 


Da  nun  infolge  von  i1  ff  -  7^2  =)=  0  nach  der  zweiten  Gleichung  (6) 
sin  A  cos  ^  —  cos  A  sin  ^  4=  0 

ist,  konnen  wir  die  beiden  letzten  Bedingungen  durch  diejenigen  er- 
setzen,  die  aus  ibnen  hervorgeben,  wenn  man  sie  mit  cos  I  und  siuA 
oder  cos^  und  sin^  multipliziert  und  jedesmal  addiert.  Dann  aber 


kommt: 

TT  /> 

*     =       cos  &- 


-  cos  a  ~ 


Hierin  setzen  wir  die  sclion  berechneten  Werte  (6)  ein  und  erhalten: 

(7)  ,t.u  =•  -^•/l-ll';  /fl  ,     A  „  __  2-JL^L  . 

/'  -  .-«      •  ~ 
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Die  aufgeworfene  Frage  1st  demnach  zu  bejahen,  falls  es  zwei 
Funktionen  /L  und  ^  von  u  und  v  gibt,  die  den  vier  Bedingungen  (6) 
und  (7)  geniigen.  1st  dies  der  Fall,  so  sind  die  Differentialaus- 
driicke  (4)  vollstanclige  Differential,  so  da8  man  cf  und  i/j  aus  (4) 
durch  Quadraturen  berechnen  kann. 

Da  sich  A  —  ^  aus  (6)  berechnen  laBt,  brauchen  wir  nur  noch 
zu  untersuchen,  ob  sich  auch  I  +  JJL  auf  Grand  von  (6)  und  (7) 
•widerspruchslos  bestimmen  laBt.  Demnacb  empfiehlt  es  sich,  die 
neuen  Bezeichnungen  einzufuhren: 

i-(i  +  A*)  =  (>»       |(^-^)  =  <r, 
so  daB  wir 

(8)  A  =  (>  +  <7,      ^^^-c- 

setzen.    Infolge  hiervon  gehen  die  Bedingungen  (6)  und  (7)  iiber  in: 

JP 

(9)  cos  2(7  =  — — — ,        sin  2<r  = 

^  ; 


(10)      ft,  =  tfu  4 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  (9)  bestimmen  2  a  vollstandig  bis  auf 
ein  beliebiges  additives  ganzes  Vielfaches  von  2n.    Dabei  ist  nach  (9): 


cr.,  = 


Werden  diese  Werte  in  (10)  eingesetzt,  so  kommt: 
EnFG- 


-  F* 
0,  FB-  Ef  FG  + 


d.  k 

^ 


Hiernach  gibt  es  die  Funktion  p  dann  und  nur  dann,  wenn  der 
Ausdruck  (11)  ein  vollstandiges  Differential  ist,  d.  h.  wenn  J?,  J,  6s 
die  Bedingung  erfiillen: 
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Sie  lautet,  ausftihrlich  geschrieben,  so: 


(12)  +  £(OJ  ^-EvGv-2Gv  Fj  +  G  (E*  +  £u  Gu  -  2  Eu 

FB  G  ~®-  *F  O  -  2FE  +  4FF)  «  0 


UV 


1st  (12)  erfullt,  so  sind  (>  und  G  vorhandeu,  nach  (8)  auch  A  und  <u 
und  nach  (4)  auch  <p  und  ?/;.  Man  beweist  leicht,  daB  sich  dieselbe 
Bedingung  (12)  ergibt,  wenn  E  oder  G  gleich  Null  oder  sowohl  E 
als  auch  G  gleich  Null  ist.  Demnach  gilt  der 

Satz  64:  Zu  einena  gegebenen  Quadrate  des  Bogen- 
elementd  von  der  Form 

ds*  =  E(u,  v)du2  +  2F(u,  v)du  dv  +  G(u,  v)dv2 

gibt  es  dann  und  nur  dann  krummlinige  Koordinaten  u 
und  v  in  der  Ebene,  wenn  die  JTundamentalgroBen  E,  £\  G 
die  Bedingung 


+  Ev  Gv  -  2  G.  Fu)  +  G  (Ef  +  Eu  Gu  -  2  Ku  f} 
v  -  Ev  Gu  -  2FU  Gu  -  2FvfJv  +  ±FUFV)  »  0 

ideritisch  erfiillen  und  dabei  EG  —  F"  nicht  identisch  gleich 
Null  ist. 

Die  G-leichung  (12),  deren  Bestehen  also  erforderlich  ist,  damit 
E,  F,  G  wirklich  FundamentalgroBen  sein  konnen,  soil  die  Fun  da- 
mentalgleichung  der  Ebene  genannt  werden. 

Es  eriibrigt  nun  noch  zu  zeigen,  wie  alle  verschiedenen  krumm- 
linigen  Koordinatensysteme,  die  zu  den  gegebenen  Fundamental- 
groBen  E,  1<\  G  gehoren,  miteinander  zusammenhangen.  Zu  diesem 
Zwecke  ist  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  die  Integrations- 
konstanten  bei  der  sukzessiven  Bestimmung  von  Q  und  <r,  von  K 
uud  [i  uud  von  r/>  und  ^  auftreten,  Nach  (9)  geht  fiir  v  eine 
Funktion  von  u  und  w  hervor,  die,  abgesehen  von  einem  additiven 
willkurlichen  ganxen  Vielfachen  von  TT?  etwa  von  na,  vollig  bestimmt 
ist.  Aus  dem  vollstandigen  Differential  (11)  ferner  ergibt  aich  (lurch 
Quadraturen  fur  o  ein  Wert,  der  nur  bis  auf  eine  additive  willkOr- 
liche  Konstante  ce  bestimmt  ist.  Somit  haben  A  und  ^  nach  (8)  die 
Form  en: 

A  5=  I  (M,  v)  +  a  +  n  n  ,       (i  =  /7  (u,  v]  +  c4  —  n  »  , 

worin  A  und  /7  beatimmte  Funktionen  von  w  und  v  vorstellen.    Diese 
Werte   sind   in  (4)   einzufQhren.     Dabei   xerlegen   wir   cos  A,   sin  A, 
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cos  ^  und  sin  /z  nach  den  bekannten  Formeln  der  Trigonometric,  so 
daB  Kosinus  und  Sinus  von  a  +  n 71  und  a  —  nit  vorkommen.    Weil 
aber  diese  goniometrischen  Funktionen  fiir  ec  +  n  n  dieselben  Werte 
wie  fiir  a  —  nn  haben,  diirfen  wir  einfacher  setzen: 
^  =  /  (u ?  v}  +  a  ,       /z  =  Jl  (u,  v}  +  a , 

indem  wir  wie  bisher  unter  a  eine  willkiirliche  Konstante  verstehen. 
Nun  gibt  (4): 

(13) 

und  da  wir  wissen,  daB  dies  vollstandige  Differentiale  sind,  wie  auch 
die  Konstante  a  gewahlt  sein  mag,  sind  insbesondere  auch  die  fiir 
a  =  0  und  a  =  \  it  hervorgehenden  Ausdriicke 

vollstandige  Differentiale.  Sind  sie  etwa  die  der  beiden  Funktionen 
<J>(u,  v)  und  ^p(u,v\  die  man  durch  Quadraturen  findet,  so  gibt  (13) 

d  ff  =  d (J  cos  a  —  dip  sin  a ,       d ty  =  d cf>  sin  a  +  d ifi  cos  a , 
d.  h.  es  kommt: 

(f  =  (f>  cos  a  —  T/}  sin  a  +  a ,       -^  =  yi  sin  «  +  T/)  cos  «  +  i ; 

wobei  a  und  &  willkiirliche  Konstante  bedeuten.  Demnach  definieren 
die  Gleichungen: 

r  =  fjp  (w,  u)  cos  a  —  i/)  (w,  v)  sin  #  +  a  ? 


(15) 

)  sin 

das  allgemeinste  System  von  krummlinigen  Koordinaten  w,  u,  das  zu 
den  gegebenen  FundamentalgroBen  ^,  jp7,  ff  gehort.  Dabei  sind 
«,  a  und  Z>  willkiirliche  Konstanten.  Aber  hierbei  ist  noch  em  Ein- 
wand  zu  machen:  Wir  betonten  oben  die  Zweiwertigkeit  der  Funk- 
tion  ]/JSCr  -^^;  da  wir  uns  bisher  auf  einen  der  beiden  Werte 
beschrankten  und  der  andere  aus  ihm  durch  Multiplikation  mit  —  1 
hervorgeht,  zeigen  die  Formeln  (9)  und  (11),  da8  auch  —  a  und  —  p 
statt  (T  und  (>  benutzt  werden  durfen, 

Nach  (8)  darf  man  also  a;uch  —  1  und  —  ^  statt  A  und  p  an- 
wenden.     Dann  aber  bleibt  das  erste  vollstandige  Differential  (14) 
ungeandert,    w&hrend    das    zweite   mit    —  1   zu  inultiplizieren   ist. 
Daher  kommt  jetzt  statt  (15),  da  auch  ct  durch  —  a  ersetzt  wird: 
f  x  =s       ^p  (u,  v)  cos  a  —  ij)  (u,  v}  sin  a  +  a , 
\  //  =  — •  <jr  (w,  v)  sin  of  —  ip  (u,  v]  cos  u  —  i  . 
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Wir  durften  hier  die  Konstante  b  durcli  —  b  ersetzen,  well  sie  will- 
kurlieh  1st. 

Die  Formelpaare  (15j  und  (16)  definieren  also  alle  zu  den  ge- 
gebenen  FundamentalgroBen  E,  F3  G  gehorigen  krummlinigen  Koordi- 
natenpaare  u,  v.  Aus  ihrer  Gestalt  kann  man  einen  SchluB  ziehen. 
Fiihrt  man  namlich  eine  Bewegung  in  der  Ebene  aus,  so  sind  nach 
(1),  S.  14: 

(17)  x  =  x  cos  a  — •  y  sin  a  +  a ,       y  —  x  sin  a  +  y  cos  cc  +  b 

ihre  Gleichungen.  Dabei  bedeuten  £,  y  die  alten  und  x,  y  die  neuen 
rechtwinkligen  Koordinaten.  Aus  (15)  und  (17)  folgt  aber: 

(18)  5  =  <jp(tt, «?),      y  =  tp(u,v), 

d.  h.:  Die  Gleichungen  (18)  definieren  ein  gewisses  spezielles  System 
yon  krummlinigen  Koordinaten  u,  v,  in  denen  das  Bogenelement- 
Quadrat  die  vorgeschriebene  Form  hat,  und  das  durch  (15)  definierte 
allgemeine  System  von  krummlinigen  Koordinaten,  das  zu  demselben 
Bogenelement-Quadrat  gehort,  ergibt  sich  aus  dem  speziellen,  wenn 
man  die  Ebene  rermoge  einer  Bewegung  in  irgend  eine  andere  Lage 
bringt.  Die  Gleichungen  (16)  ferner  unterscheiden  sich  von  den 
Gleichungen  (15)  nur  durch  das  Vorzeichen  von  y.  Aus  den  soeben 
gefundenen  krummlinigen  Koordinatensystemen  gehen  daher  die  durch 
(16)  definierten  hervor,  wenn  man  die  Ebene  urn  die  #-Achse  urn 
zwei  Rechte  herumdreht  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  wenn  man 
die  Ebene  umlegt.  Wahrend  bei  einer  Bewegung  jede  Figur  in 
eine  kongruente  verwandelt  wird,  fiihrt  eine  Umlegung  jede  Figur 
in  eine  symmetrische  iiber.  Man  kann  also  sagen,  daB  alle  durch 
(15)  definierten  krummlinigen  Koordinatensysteme  einander  kongruent, 
sind,  dagegen  alle  durch  (16)  definierten  zu  jenen  syrnmetrisch  sihd. 
Wir  haben  somit  den 

Satz  65:  Wenn  die  drei  FundamentalgroBen  J$,  i\  G  der 
Fundamentalgleichung  geniige  leisten  und  dabei  KG  —  jf/'3 
nicht  identisch  verschwindet,  gehoren  zu  den  Fundamental- 
groBen unendlich  viele  Systeme  von  krummlinigen  Koordi- 
naten in  der  Ebene,  aber  alle  diese  Systeme  siud  xu- 
einander  kongruent  oder  symmetrisch;  sie  gehen  namlich 
aus  irgend  einem  solchen  Systeme  hervor,  wenn  man  die 
Ebene  beliebigen  Bewegungen  unterwirft,  zu  denen  auoh 
eine  Umlegung  der  Ebene  hinzutrefcen  dar£ 

Abgesehen  von  der  besonderen  Wahl  des  rechtwinkligeii  Achsen- 
kreuzes  in  der  Ebene  und  von  cler  Art  seiner  Orientierung  gibt  es 
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demnach  im  wesentlichen  nur  ein  zu  den  gegebenen  Funda- 
mentalgroBen  J5,  JFJ  G  gehoriges  System  von  krummlinigen 
Koordinaten. 

Beispiel:    Vorgelegt  sei  das  Quadrat  des  Bogenelements  in  der  Form: 
(19)  ds*  =*(v*  -f  l)du*  +  Z(uv 

so  daB  die  drei  Fundamentalgrofien 

J?  «  «?8  +  1  ,      JP=M 
gegeben  sind,  bei  denen 


ist.  Man  erkennt  leicht,  daB  diese  Fundamentalgrofien  der  Fundamental- 
gleichung (12)  geniige  leisten.  Urn  alle  demnach  vorhandenen  zugehorigen 
Systeme  von  krummlinigen  Koordinaten  zu  finden,  geniigt  es  nach  dem  vorher- 
gehenden,  nur  eines  von  ihnen  zu  bestimmen.  Wir  wahlen  y  EG—  J12  gleich 
-  (u  -  v).  Dann  gibt  (9): 

uv  +  1  .    0       ,  u  -  v 

eoa  2o-  =  .     sin  2  or  = 


Folglich  konnen  wir 

2  o-  =  —  arc  tg  u  +  arc  tg  v 

annehmen.    Aus  (11)  folgt  ferner: 

—       dw  fl?z? 

?""  2  (w*  +  1)      2  (»»  +  1)  ' 

so  da8  wir 

^  =  -J-  arc  tg  w  +  I  arc  tg  «? 

setzen  diirfen.    Nach  (8)  kommt  nun: 

I  =  arc  tg  v  7      p  «  arc  tg  w  , 
mithin  nach  (4): 

dq>  ~  du  ~t-  dv  )      dip  *=  V  du  +  udv  * 

Folglich  diirfen  wir  <p  =  u  +  »  und  ^  ^  uv  annehmen,    Die  G-leichungen 
(20)  a?  =«  w  "f  '0  ,      y  =  uv 

definieren  demnach  ein  krummliniges  Koordinatensystem  von  der  gewtinschteii 
Art.  Das  allgemeinste,  das  zu  der  vorgeschriebenen  Form  des  Bogenelement- 
Quadrates  gehort,  wird  gegeben  durch: 

{x  =  (u  4-  v)  cos  a  —  u  v  sin  a  4-  a  , 
^  s&  ±  [(w  4-  v)  sin  ce  4-  w  ^  cos  a  +  &]  > 

wobei  oc,  a  und  6  willklirliche  Konstanten  bedeuten, 
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§  20.    Kurvennetze  in  der  Ebene. 

Die  Gleichungen 

(1)  x=*<p(u,v],     y  =  ^(M?«) 

mogen  ein  krummliniges  Koordinatensystem  w,  v  in  der  Ebene  mit 
den  rechtwinkligen  Koordinaten  a?,  y  definieren,  und  es  sei 

(2)  ds2  =  Edu2  +  2Fdu  dv  +  Gdv* 

das  zugehorige  Quadrat  des  Bogen  elements,  also  nach  (8),   S.  147; 

(3)  Z-vS  +  Vj,    F=VuV9  +  VuV9>     S  =  ^2  +  Tt,2- 

Die  Parameterlinien  (u)  und  (y),  d.  h.  diejenigen  Kurven,  die  durch  (1) 
dargestellt  werden,  wenn  man  entweder  u  einen  bestimmten  Wert 
erteilt  und  v  als  veranderlichen  Parameter  auffaBt  oder  umgekehrt, 
iiberdecken  die  Ebene  (soweit  sie  in  Betracht  koinint)  doppelt,  indem 
namlieh  durch  jeden  Punkt  eine  Kurve  der  einen  und  eine  Kurve 
der  anderen  Art  geht.  Wir  sagen  daher,  daB  die  Parameterlinien 
ein  Kurvennetz  bilden,  Im  gegenwartigen  Paragraphen  wollen  wir 
solche  geometrische  Eigenschaften  des  Netzes  untersuchen,  die  von 
der  zufalligen  Lage  in  der  Ebene  unabhangig  sind  und  im  Unendlich- 
kleinen  gelten,  d.  h.  Eigenschaften,  die  sich  auf  eine  nach  Null 
strebende  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  beziehen.  Da  alle 
Kurvennetze,  die  init  dem  betrachteten  kongruent  sind,  nach  dem 
Satze  65,  S.  156,  zu  solchen  krummlinigen  Koordinatensystemen  ge- 
horen,  bei  denen  das  Bogenelement-Quadrat  dieselbe  Form  (2)  hat, 
steht  es  von  vornherein  fest,  daB  sich  die  zu  untersuchendcn  Eigen- 
schaften durch  Formeln  ausdriicken  lassen,  die  nur  die 
drei  FundamentalgroSen  E,  F,  G  und  ihre  Ableitungeu 
enthalten.  ' 

Dabei  bedient  man  sich  einiger  leicht  aufeustellender  Formeln, 
Aus  (3)  ergibt  sich  niimlich: 

<f'V  Vuu  +  V,  Vuu  **  *n  -    I  ^  > 


ffu  T99  +  'ft,  V9,  -  f9  -  i  0H  ,  y),  <jp99  +  ,/>„  y,0  -  5  <JV  . 
AuBerdem  ist,  wie  wir  schon  auf  S.  151  bemerkten: 

(VuV.-KVf  **$<*-** 

Uuter  ]/£  G  —  Jf*  wollen   wir  im   folgenden   denjenigen   Wert   der 
Wurzel  verstehen,  ftir  den  gerade 

(5)  w.-y%<f. 
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ist  Lost  man  die  in  jeder  einzeln  Zeile  von  (4)  stehenden  Grleichungen 
nach  den  darin  vorkommenden  Ableitungen  zweiter  Ordnung  auf, 
so  ergibt  sich: 

'—•'"••'  i/;       — : 

TUU 

^«.~ 

V'»8    = 


AuBerdem  miissen  wir  zunachst  noch  die  Kurven  des  Netzes 
orientieren.  Da  langs  einer  Parameterlinie  (v)  nur  u  nnd  langs  einer 
Parameterlinie  (u)  nur  v  veranderlich  ist,  ergeben  sich  aus  (2)  als 
die  Bogenelemente  langs  dieser  Kurven: 

(7)  dus  =  fEdu,     dvs  =  fGdv. 

Durch  den  angebangten  Index  u  bzw.  v  deuten  wir  hier  und  im 
folgenden  an,  weleher  Parameter  langs  der  Kurve  veranderlich  ist. 
Beschranken  wir  uns  auf  einen  Bereich,  innerhalb  dessen  JE  und  G 
nicht  verschwinden,  so  konnen  wir  ]/j&7  und  ^G  daselbst  einwertig 
machen  und  dadurch  die  Kurven  nach  S.  24  orientieren.  Wenn 
insbesondere  ein  reelles  krummliniges  Koordinatensystem  vorliegt, 
wird  man  ]/¥  und  ]/£  in  (7)  nach  S.  23  positiv  wahlen,  um  zu  er- 
reichen,  da8  die  Kurven  (v)  im  Sinne  wachsender  Werte  von  u  und 
die  Kurven  (u)  im  Sinne  wachsender  Werte  von  v  orientiert  werden. 
Mit  TU  und  rv  bezeichnen  wir  die  Winkel,  die  von  den  positiven 
Tangenten  der  Kurven  (v)  und  (u)  mit  der  positiven  ar-Achse  gebildet 
werden.  Nach  (9),  S.  22,  und  nach  (3)  ist: 


(3)     s»,.-,    co,,, 

Bedeutet  <w  den  Winkel  rv  —  ru,  den  die  beiden  durch  einen  Punkt 
(n,  v)  gehenden  Tangenten  der  Paranaeterlinien  miteinander  bilden, 
so  kommt: 


oder  also  nach  (3)  und  (5): 


(9)  8in«,.f         cos« 
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Wie  vorauszusehen  war,  driicken  sich  also  Sinus  und  Kosinus  des 
Winkels  co  der  beiden  durch  den  Punkt  (u,  v)  gehenden  Netzkurven 
durch  die  FundamentalgroBen  aus.  Eine  andere  GroBe,  die  sich 
durch  die  FundamentalgroBen  und  ihre  Ableitungen  darstellen  lassen 
muB,  liefert  die  folgende  Uberlegung: 

In  alien  Punkten  einer  Kurve  (v)  werden  die  Tangenten  an 
die  hindurchgehenden  Kurven  (u)  konstruiert,  siehe  Fig.  52.  Diese 

Tangentenschar  hat 
eine  Einhiillende, 
und  zu  jedem  Punkte 
P  der  Kurve  (v)  ge- 
hort  ein  Punkt  ^  der 
Einhiillenden.  Nach 
Satz  33,  S.  57,  ergibt 
sich  ^l  als  Grenz- 
punkt  so:  Man  wahlt 
auf  der  Kurve  (v)  einen 
P  benachbarten  Punkt 
P1  und  konstruiert  in 
P  und  P1  an  die  hin- 
durchgehenden  Kurven 
(u)  die  Tangenten,  Ihr 
Schnittpunkt  strebt  nach  5J51?  wenn  Pl  langs  der  Kurve  (v)  nach  P 
strebt.  Die  Lange  der  Strecke  P^  ist  nun  diejenige  GroBe,  die 
wir  berechnen  wollen  und  von  der  sich  von  vornherein  sagen  l&Bt, 
daB  sie  sich  allein  durch  die  FundamentalgroBen  und  ihre  Ab- 
leitungen ausdrticken  wird. 

Wenn  P  die  rechtwinkligen  Koordinaten  z,  y  und  die  von  P 
ausgehende  Tangente  an  die  durch  P  gelegte  Kurve  (it)  die  laufendeu 
rechtwinkligen  Koordinaten  j,  ij  hat,  ist 


oder  nach  (1)  und  (8): 


Die  oben  erwahnte  Schar  von  Tangenten  wird  durch  diese  Gleichung 
dargestellt,  wenn  man  v  festhillt  und  u  variieren  lafit,  Der  gesuchte 
Punkt  ^  der  Einhiillendon  der  Tangenten  hat  demnach  recht- 
winklige  Koordinaten  jx,  ^,  die  erstens  der  Gleichung 
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und  zweitens  derjenigen  Gleichung  gentigen,  die  sich  liieraus  durch 
Differentiation  nach  u  ergibt: 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

£l  =  y  +  y.    *.y.-y..y.          ^ 

61  T  TV  -  n  ^ 


Wird  die  Strecke  P^  mit  Rticksicht  auf  den  Sinn  gemessen,  der 
infolge  der  Orientierung  der  Tangente  der  durch  P  gehenden  Kurve  (u) 
zukommt,  so  1st  andererseits: 

jj  -  x  +  P^  cos  r9,         ij1  *  y  +  P^  sin  TV 
d.  h.  nach  (1)  und  (8): 


Die  Vergleichung  mit  den  vorhin  fur  jx  und  t)x  gefundenen  Werten 
lehrt,  da8 


wird.     Nach  (5),  (6)  und  (3)   laBt   sich    dieser   Wert   wirklich,    wie 
vorauszusehen   war,    durch    die    FundamentalgroB^n   und   ihre    Ab- 


leitungeu  ausdriicken,  riamlich  so: 


Man  kann  beide  Parameterlinienscharen  vertauschen  und  dann  die- 
selbe  Betrachtung  anstellen.  Es  wird  dabei  der  Hinweis  auf  die 
Fig.  52  and  die  Angabe  der  Forme!  geniigen,  die  aus  (10)  durch 
Vertauschen  von  u  und  v  und  von  E  und  G  hervorgeht: 


Ferner  ist  es  leicht,  die  Kriimmungsradien  ru  und  rc  der 
durch  einen  Punkt  P  oder  (t£,  v)  gehenden  beiden  Para?  letarlinien  (v) 
und  (u)  durch  JU,  F,  G  und  ihre  Ableitungen  auszudrucken.  Da 
namlich  liings  der  Kurve  (v)  die  GroBe  w  die  Veranderliche  ist, 
kommt  nach  Satz  23,  S.  47  :  __ 


Mit  Eucksicht  auf  (3)  und  (6)  ergeben  sich  daher  fvir  ru  und  ent- 
sprechend  fur  rv  die  Werte 


_ 
w"  " 
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In  bezug  auf  das  Kurvennetz  wollen  wir  nunmehr  Betrachtungen 
anstellen,  die  wesentlich  von  der  in  gewissem  MaBe  noch  willkiir- 
lichen  Anordnung  der  Netzkurven  abhangen.  Gibt  man  namlich  dem 
Parameter  u  eine  Eeihe  von  Werten,  von  denen  jeder  folgende  dem 
vorhergehenden  benachbart  ist,  so  bilden  die  zugehorigen  Parameter- 
linien  (u)  eine  Schar  von  paarweise  benachbarten  Kurven.  Ana- 
lytisch  wird  eine  derartige  Schar  dadurch  festgelegt,  daB  man  von 
einem  bestimmten  Werte  UQ  von  u  ausgeht  und  alsdann  u  be- 

A  u  =  a  (u}  s 


um 


wachsen  l§JJt,  wo  cc(u]  eine  irgendwie  gewahlte,  aber  von  Null  ver- 
scliiedene  Funktion  von  u  nnd  e  eine  bestimmte  Zahl  bedeutet. 
Alsdann  handelt  es  sich  um  diejenigen  Kurven  (M),  die  zu  der 
Wertereihe 


=  u 


gehoren.  Fur  Iim6  =  0  geht  die  Schar  aller  Parameterlinien  (u) 
hervor,  aber  in  einer  durch  die-  gewahlte  Funktion  ct(u)  be- 
dingten  Dichtigkeit.  Entsprechendes  gilt  von  den  Parameter- 
linien (v),  wenn  man  von  einer  Zuwachsformel 


ausgeht,   worin  (3(v)   eine   irgendwie  gewahlte,   aber  von  Null   ver- 

schiedene    Funktion    von    v    be- 
deutet. 

Vorerst  lassen  wir  «  noch 
nicht  bis  zur  Grenze  Null  gehen, 
so  daB  infolge  der  Vorsohriften: 

(13)     Au^ct(n}&,     Av^(i(v}s 

ein  Netz  mitMaschen  von  end- 
lichen  Ausdehnungen  hervorgeht, 
siehe  Fig.  53,  Zieht  man  alle 
Diagonalen  der  Maschen  etwa 
geradlinig,  so  bilden  sie  in  ihrer 
Gesamtheit  die  Diagonalen  des 
Netzes,  Fiir  lime  ^  0  gehen 
aus  ihnen  die  Diagonalkurven  des  unendlichen  diohteti  Netzes 
hervor.  Nach  den  letzten  Bemerkurigen  des  §  18  werden  sie  wie 
jede  Kurve  durch  Gleichungen  zwisclxen  u  und  v  darstcllbar  soiu, 
und  zwar  ist  die  BeziehuuR  zwischen  u  und  v  BO  bcachaffen,  dnB, 


Fig.  53. 
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falls  u  urn  d  u  =  a  (u)  lira  €  waciist,  v  das  Differential  d  v  =  /?  (v)  lim  s 
oder  das  Differential  <tf  v  =  —  /?  (0)  Km  «  bekommt,  d.  h.  die  beiden 
Scharen  der  Diagonalkurven  des  unendlich  dichten  Netzes  werden 
durch  die  Forderungen 

(U\  du       ^JL-o  du    1    dv   -  Q 

1      j  -U'  +  ~U 


bestimmt.     Langs  jeder  Diagonalkurve  der  einen  bzw.  der  anderen 
Schar  ist  demnach 

(15)      f*±  -  Cp-  =  konst.     bzw.      f-*!L  +  f£L  =,  konst., 

V      ;       J  «(zO        J    ^(«)  J   «(«)         J    (*(*>) 

falls    man    die   Integrale  jedesmal   von    einem    bestimmten    Punkte 
(MO,  »0)  der  betreiFenden  Kurve  an  rechnet. 

Da  die  Annahme  der  Funktionen  a  (u}  und  /?  (v)  zur  Bestimmung 
der  Diagonalkurven  wesentlich  ist,  gibt  es  bei  einem  durch  zwei 
Gleichungen  (1)  gegebenen  Kurvennetze  (u}9  (v)  nicht  nur  ein  Netz 
von  Diagonalkurven;  vielmehr  gibt  es  unendlich  viele  Netze 
von  Diagonalkurven,  die  wesentlich  von  der  durch  die  Wahl  der 
Funktionen  a  (u)  und  /5  (v}  bedingten  Dichtigkeit  der  Kurven  (u}  und  (v) 
des  gegebenen  Netzes  abhangen.  In  jedem  Falle  aber  hat  das 
Netz  der  Diagonalkurven  wieder  die  Kurven  des  ursprling- 
lichen  Netzes  zu  Diagonalkurven.  Urn  diese  Gegenseitigkeit 
analytisch  vollkommen  darzustellen,  fragen  wir  daher  nach  solchen 
krummlinigen  Koordinaten,  bei  den  en  die  Diagonalkurven  (15)  die 
Parameterlinien  sind.  Das  sind  offenbar  die  GrroBen: 


denn  Z/=  konst.  und  7=  konst.  stellen  die  Kurven  (15)  dar.  Da  u 
und  v  nach  (1)  Funktionen  von  x  und  y  sind,  gilt  dasselbe  von  U 
und  7.  Ferner  sind  U  und  7  nach  (16)  voneinander  unabhangige 
Funktionen  von  u  und  v,  denn  ihre  Funktionaldeterminante  ist: 

77  7  _  77  7  =  _  5L_     . 
uvrv        uv'u        «(u)p(v} 

Nach  Satz  63,  S.  148,  bilden  die  urspriinglichen  Kurven  (u\  (v) 
dann  und  nur  dann  ein  Orthogonalsystem,  wenn  <pu  <pv  +  i/'tt  it.iv  gleich 
Null  oder  also 

*  dx 


ist,     Demnach  bilden  die  Diagonalkurven  dann  und  nur  dann  ein 
Orthogonalsystem,  wenn 


u 
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- 
6U    dV        BU    8V  ~ 

ist.    Diese  Bedingung  laBt  sich  in  u  und  v  statt  J7  tind  T  ausdriicken. 

Da  namlich 

dx  =  xudu  +  xvdv  =  xudV+  xvd  V 

und  Bach  (16) 

,  rr       du       dv  jjr-      du       dv 

dU=  ---  -rr,  dF  =  --  h-£- 

«          p  ff          p 

ist,  kommt: 

7  _.  /c??^       dr\    .         (du   .    dv 

xdu  +  xdv  = 


u 


oder  einzeb,  weil  dies  ftir  alle  Differentiale  du  und  dv  gilt: 

xu  =  ~(^+  ^7)?         *„  =  y  ( 
woraus  durch  Auflosung  nach  xu  und  xv  folgt; 

*zr=  i(^^  -  /?*,),        ^r  =  i(^^ 
Ebenso  ist: 


Warden  diese  Werte  in  (18)  eingesetzt,  so  kommt  als  Bedingung 
der  Orthogonalitat  der  Diagonalkurven: 

-(19)  ^2k2  +  y,2)  =  /32(^2  +  V) 

oder  nach  (3): 

(20)  a*E~fi*G. 

Dies  Ergebnis  laBt  sich  geometrisch  ausdriicken:  In  dem  in 
Fig.  53,  S.  1625  dargestellten  Netze  sind  die  Maschen  noch  von 
endlichen  Ausdehnungen.  Beim  Grenztibergange  lim  6  =  0  streben 
sie  nach  unendlich  kleinen  Maschen,  in  denen  der  Kichtungsunter- 
schied  zweier  einander  gegeniiberliegender  Maschenseiten  auch  gleich 
Null  wird,  Deshalb  darf  man  sie  unendlich  kleine  Parallelo- 
gramme  nennen.  Wenn  nun  insbesondere  die  Diagonalen  eines 
Parallelogrammes  zueinander  senkrecht  sind,  handelt  es  sich  urn 
einen  Ehombus.  Wir  sagen  also: 

Satz  66:    Damit   sich   die  Kurven  (u)  und  (v),  die  durch 


in  der  ary-JKbene  definiert  werden,  so  anordnen  lassen? 
dafi  sie  ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Rhomben  bilden, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafi  es  eine  von  Null  ver- 
schiedene  Funktion  a  von  u  allein  und  eine  von  Null  ver- 
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schiedene  Funktion  {3  von  v  allein  gibt,  derart,  daB  fiir  be- 
liebige  Wertepaare  u,  v 


wird.  Diese  Anordnung  1st  also  dann  und  nur  dann  moglich, 
wenn  sich  die  FundamentalgroBen  E  und  G  zueinander  wie 
eine  Funktion  von  u  allein  zu  einer  Funktion  von  v  allein 
verhalten. 

Wenn  die  Kurven  (u}\mA.  (v)  selbst  ein  Orthogonalsystem  bilden, 
darf  man  die  unendlich  kleinen  Maschen  des  Kurvennetzes  Recht- 
ecke  nennen.  Sind  sie  zugleich  Rhomben,  so  werden  sie  als 
Quadrate  zu  bezeichnen  sein.  Die  Satze  63,  S.  148,  und  66  geben 
also  zusammen  den 

Satz  67:    Damit  sich  die  durch 

x=*  <p(u,  v),       y  =  ii)  (u,  v) 

definierten  Kurven  (u}  und  (v)  in  der  #  z/-Ebene  so  anordnen 
lassen,  daB  sie  ein  Netz  von  unendlich  kleinen  Quadraten 
bilden,  ist  notwendig  und  hinreichend,  da6  einerseits 

9>ii9>.  +  V«V.  =  0 

wird  und  es  andererseits  eine  von  Null  verschiedene  Funk- 
tion a  von  u  allein  und  eine  von  Null  verschiedene  Funk- 
tion ft  von  v  allein  derart  gibt,  daB 


wird.  Diese  Anordnung  ist  also  dann  und  nur  dann  moglich, 
wenn  die  FundamentalgroBe  J?  =  0  ist  und  sich  die  Funda- 
mentalgroBen E  und  G  zueinander  wie  eine  Funktion  von 
u  allein  zu  einer  Funktion  von  v  allein  verhalten. 

SchlieBlich  kehren  wir  zu  allgemeinen  Kurvennetzen  (u)  und 
(v)  zuriick  und  bestimmen  noch  den  Inhalt  einer  Masche.  Da 
die  Maschen  bei  der  mittels  der  Annahme  zweier  Funktionen  cc(u) 
und  (l(v)  bewirkten  unendlich  dichten  Anordnung  des  Netzes  un- 
endlich kleine  Parallelogramme  werden,  definieren  wir  als  den  In- 
halt dJ  der  Masche  den  Inhalt  desjenigen  Parallelogram  nas,  dessen 
Seiten  nach  (7) 


sind  und  miteinander  den  Winkel  co  bilden,  fiir  den  nach  (9) 

sm  M  = 
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1st     Daher  ergibt  sich: 

(iil)  dJ=  dusdvssm&  =  ]/£  G  —  I*  du  dv. 

Hiermit  ist  der  Inhalt  als  eine  einwertige  Funktion  dargestellt,  well 
wir  die  auftretende  Quadratwurzel  oben  (auf  S.  158)  einwertig  ge- 
macht  haben.  Wenn  wir  nun  entsprechend  (13): 

du  =  cc(u)lime,       dv  — 
setzen,  folgt  noch: 


(22}  dJ  =  a (u)  /? (v)\lE  G  -  F*  (lim  £j2 . 

§  21.    Flachentreue  Abbildung  der  Ebene. 

Wir  machen  eine  Anwendung  von  den  Ergebnissen  des  vorigen 
Paragraphen,  indem  wir  die  Frage  nach  alien  flachentreuen  Ab- 
Mldungen  der  Ebene  beantworten.  Wir  stellen  uns  vor,  da6  zwei 
Ebenen  gegeben  seien.  In  der  einen  sollen  z,  y,  in  der  anderen 
M,  v  rechtwinklige  Punktkoordinaten  sein.  Eine  punktweise  Ab- 
bildung der  einen  Ebene  auf  die  andere  ergibt  sich  dann, 
sobald  wir  x  und  y  als  zwei  beliebige,  aber  voneinandef  unabhangige 
Funktionen  von  u  und  v  geben: 

(1)  x  =  cp(n,  v),       y  =  I/'(M,  v). 

Denn  dann  entspricht  einem  beliebigen  Punkte  (u,  v)  der  wu-Ebene 
ein  bestimmter  Punkt  (ar,  y}  der  #?/-Ebene;  und  da  die  Grleichungen 
umgekekrt  u  und  v  als  Funktionen  von  x  und  y  definieren,  ent- 
spricht auch  einem  beliebigen  Punkte  (*,  y)  der  ary-Ebene  ein  be- 
stimmter Punkt  (n,v)  der  wi?-Ebene. 

Den  Geraden  u  —  konst.  der  u  v-Ebene  entsprechen  bei  dieser 
Abbildung  in  der  #y-Ebene  diejenigen  Kurven,  die  durch  (1)  dar- 
gestellt  werden,  wenn  darin  u  festgehalten  und  v  variiert  wird. 
Ebenso  entsprechen  den  Geraden  v  —  konst.  der  u  u-Ebene  in  der 
sy-Ebene  diejenigen  Kurven,  die  durch  (1)  bei  festem  v  und  variieren- 
dem  u  dargestellt  werden.  Die  beiden  Geradenscharen  u  =  konst., 
v  —  konst.  bilden  sich  also  in  der  #y-Ebene  als  ein  Kurvennetz  ab. 

Das  in  der  ?«v-Ebene  von  den  vier  Punkten  (w,  u),  (u  +  du,  v}, 
(u,  v  +  dv)  und  (u  +  dn,  v  +  dv)  gebildete  unendliche  kleine  Recht- 
eck  hat  den  Inhalt  du  dv.  Ihm  entspricht  in  der  # ?/-Ebene  ein 
unendlich  kleines  Parallelogramm,  dessen  Inhalt  nach  (21)  oben 
und  nach  (5),  S.  158,  gleich 
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1st  Die  beiden  einander  entsprechenden  Flachenstiicke  sind  mithin 
gleich  grofi,  wenn 

<Puyv-yu<Pv  =  ±  l 

ist.  Wir  konnen  uns  auf  das  obere  Vorzeichen  beschranken,  denn 
der  Inhalt  eines  ebenen  Flachenstiickes  andert  sein  Vorzeichen, 
wenn  die  Ebene  von  der  anderen  Seite  her  betrachtet  wird.  Wir 
setzen  also: 

(2)  y.'V.- Vu?.588  1- 

Ist  diese  Bedingung  fiir  alle  Werte  von  u  und  v  erfiillt,  so  ent~ 
spricht  jedem  der  unendlich  kleinen  Rechtecke  der  wv-Ebene  ein 
gleich  groBes  Parallelogramm  in  der  ##*Ebene,  Da  nun  jede  Flache 
von  endlicher  Ausdehnung  als  Summe  (Doppelintegral)  solcher 
Flachenelemente  aufgefaBt  werden  kann,  wird  also  auch  jeder 
Flache  der  einen  Ebene  eine  gleich  groBe  Flache  der  anderen 
Ebene  entsprechen.  Daher: 

Satz  68:    Bei  der  durch  die  Grleichungen: 

x  «  <f(u,  v),      y  =  y(u,.v) 

vermittelten  Abbildung  einer  Ebene  mit  den  rechtwink- 
ligen  Koordinaten  u,  v  auf  eine  andere  Ebene  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  or,  y  wird  jedes  Flachensttick 
der  einen  Ebene  als  ein  abgesehen  vOm  Vorzeichen  gleich 
groBes  Flachensf;iick  in  der  anderen  Ebene  abgebildet,  so- 
bald  die  FunktK>nen  y  und  y  der  Bedingung  gentigen: 

<PuV*-VuV*=  !• 

Eine  derartige  Abbildung  heiBt  flachentreu. 

Es  gibt  unendlich  viele  flachentreue  Abbildungen,  denn  der 
Bedingung  (2)  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  geniigt  werden. 
Wenn  man  z.  B,  die  Funktion  <p  (u,  v)  ganz  beliebig  wahlt,  ist  (2) 
eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  fiir  die  noch  un- 
bekannte  Funktion  ^  der  beiden  Veranderlichen  u  und  v,  und  in 
der  Theorie  dieser  G-leichungen  wird  das  Vorhandensein  von  Losungen 
Y/  bewiesen.  Aber  wir  brauchen  die  Theorie  nicht  anzuwenden,  da 
wir  alle  flachentreuen  Abbildungen  auf  einem  anderen  Wege  finden 
konnen. 

Dies  geschieht   dadurch,1   daB  wir  nicht  direkt  cp  und  y  zu 


1  Wir  benutzeu  hier,  um  die  Auswertung  der  Bedingung  fur  flficbentreue 
Abbildung  durch  sogenannte  ausfiihrbare  Operationen  zu  leisten,  einen 
Kunstgriff  von  GRAVE,  ,,Sur  la  construction  des  cartes  geographiques", 
Journ,  de  Math.  5.  Reihe  1.  Bd.  (1896). 
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bestimmen  suchen,  sondern  uns  vorstellen,  die  Gleichungen  (1)  seien 
nach  y  und  v  aufgelost,  wodurch  sich  y  und  v  als  Funktionen  von 
x  und  u  ergeben.  Diese  Funktionen  zu  bestimmen,  ist  namlich  ein- 
facher.  Denn  wenn  wir  unter  y  und  v  eben  diejenigen  Funktionen 
von  x  und  u  verstehen,  die  sich  durch  Auflosung  der  Gleichungen  (1) 
nach  y  und  v  ergeben,  erftillen  die  partiellen  Ableitungen  von  y 
und  v  nach  den  beiden  GroBen  x  und  u,  die  nunmehr  die  unab- 
hangigen  Veranderlichen  sind,  diejenigen  vier  Gleichungen,  die  sich 
durch  vollstandige  Differentiation  von  (1)  nach  x  und  nach  u  er- 
geben. Differentiation  von  (1)  nach  x  gibt: 

«  __        d  r>  dy  d  v 

und  Differentiation  von  (1)  nach  u  gibt: 

n  .         dv          dy  .         dv 

\j  "—^  ^p    —|—  rp  —  j  •    *— "  ^//    — i—  iff  —  . 

i  u  O  U  u  U  i  it  o  U 

so  daB  aus  dieseu  vier  Gleichungen  folgt: 

—  J_  —  ^c 

!Tx  ~dlc 

dv  dy    d  v 

a,  ~  _  du  i,  _.  A^  _  T^  ~^ 

*u  dv  '  ''u  ~~  du  dv 

dx  dx 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  kommt  einfach: 
(3)  -_|^.  =  1. 

Es  handelt  sich  also  darum,  v  und  y  so  als  Funktionen  von  x 
und  u  zu  bestimmen,  daB  sie  dieser  Forderung  gentigen.  Sie  kann 
auch  so  geschrieben  werden: 


« 

dx  du 

und  zeigt,  daB  v  und  —  y  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordming 
einer  gewissen  Funktiou  a?  von  x  und  u  nach  M  bzw.  x  sind: 

/ J\  3  0)  3  G) 

(4)  0--_,        -y-T-. 
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Verstehen  wir  unter  co  irgend  eine  Funktion  von  u  und  x,  so 
geben  die  Gleichungen  (4)  fur  v  und  y  Werte,  die  der  Bedingung  (3) 
geniigen.  Die  Gleichung  (3)  aber  ist  nur  eine  andere  Form  der 
Bedingung  (2).  Wenn  wir  also  schlieBlich  die  Gleichungen  (4),  in 
denen  links  v  und  y,  rechts  u  und  x  auftreten,  nach  x  und  y  auf- 
losen,  finden  wir  die  flachentreuen  Abbildungen  (1). 

Beispiel:    Wir  wahlen  o  =  uxz.    Dann  kommt  nach  (4): 

0  =  a?2 ,      y  = 
und  Auflosung  nach  x  und  y  gibt: 

und  dies  ist  eine  fl&chentreue  Abbildung  der  uv- Ebene  auf  die  x  y- Ebene. 
Die  Geraden  u  =  konst.  bilden  sich  als  die  Geraden  y :  x  =  konst.  durch  den 
Anfangspunkt  und  die  Geraden  v  =  konst.  als  die  Geraden  x  =  konst.  ab. 

Die  Funktion  &  muB  wohlbemerkt  so  gewahlt  werden,  daB  die 
Gleichungen  (4)  auch  x  und  y  als  Funktionen  von  u  und  v  be- 
stimmen.  Die  zweite  ist  schon  nach  y  aufgelost.  Es  ist  also  zu 
verlangen,  daB  die  erste  rechts  auch  x  enthalte,  d.  h: 

dudx  ^ 

Noch  ein  Ein  wand  ist  zu  machen:  Wir  nahmen  an,  daB  die 
Gleichungen  (1)  nach  y  und  v  auf  losbar  seien.  Da  die  zweite  schon 
in  einer  nach  y  aufgelosten  Form  vorliegt,  kommt  diese  Annahme 
auf  die  hinaus,  daB  die  Funktion  tp  auch  wirklich  v  enthalte,  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist  x  eine  Funktion  von  u  allein,  d.  h.  die 
Geraden  u  —  konst.  bilden  sich  als  die  Geraden  x  =  konst.  ab.  Man 
kann  dies  natiirlich  vermeiden,  wenn  man  in  einer  der  beiden 
Ebenen  ein  anderes  Achsenkreuz  einfuhrt.  Man  kann  diesen  Spezial- 
fall  aber  auch  direkt  erledigen.  Ist  namlich  <p  frei  von  v,  so  reduziert 
sich  (2)  auf 

'  v  du 

Wir  setzen  demnach  fur  <p  irgend  eine  Funktion  von  u  und  bilden 
darauf: 


du 

wobei  GO  irgend  eine  Funktion  von  u  allein  bedeuten  soil. 

Daher  haben  wir  den 

Satz  69:     Urn    alle    flachentreueu    Abbildungen    einer 
Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  auf  eine 
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Ebene  init  den  rechtwinkligen  Koordinaten  w?  v  zu  finden, 
verfahrt  man  so: 

Erstens:  Man  versteht  unter  oj  eine  Funktion  von  u 
und  x,  fiir  die  coux  =|=  0  ist,  und  lost  die  Gleichungen 

»  =  *',*»  #=-»* 

nach  x  und  y  auf. 

Zweitens:  Man  versteht  unter  (p  und  <y  zwei  Funk- 
tionen  von  u  allein,  doch  so,  daB  ff  nicht  konstant  1st, 
und  setzt 


Durch  diese  beiden  Verfahren  zusammen  erhalt  man 
alle  flachentreuen  Abbildungen.  Die  des  zweiten  Ver- 
fahrens  sind  diejenigen,  bei  denen  die  Geraden  x  =  konst. 
als  die  Geraden  u  =  konst  abgebildet  werden.1 

§  22.    Isothermen  in  der  Ebene. 

Liegt  ein  krmnmliniges  Koordinatensystem  u,  v  vor,  das  durch 
die  Gleichungen 

(1)  x*=y)(u,v),       y=*V(UjV) 

mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  verkniipft  ist,  so  kann  man 
die  Kurven  («)  und  (v}  so  anordnen,  daB  sie  ein  Netz  von  unendlich 
kleinen  Quadraten  biklen,  d.  h.  daB  sie  selbst  und  ebenso  ihre 
Diagonalkurven  je  ein  Orthogonalsystftm  darstellen,  sobald  uach 
Satz  67,  S.  165,  erstens 

(2)  f^VuVv  +  VuV***  ° 

1st  und  zweitens  eine  Funktion  a  von  u  alleiu.  und  eine  Funktion 
/9  von  v  allein  existiert  derart,  daB 

(3)  -^  a*(u)E**0*(v)G 
oder  also 


1  Eine  mehr  symmetrisehe  Art  der  Darstellung  der  flachentreuen  Ab- 
bildungen ist  diese:  Unter  w  wurde  eine  Funktion  von  zwei  Parametern  p 
und  q  verstanden.  Dann  wird  geaetzt: 

x  =  p  -f-  <yv  ,      y  =  q  -  of  ,       u  =  ^?  -  o^  ,       »  =  7  -h  w^  . 
Siehe    des   Verf.   Abh.    ,,Piaehentreue   Abbildungen    in    der   Ebeue", 
Mathem,  Zeitschrift  2.  Bd.  1918.    Dabei  muB  w  so  gewahlt  werden,  dali 

M1>I>  **<!?  ~  w/»r/8  + 

ist. 
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wird.  Dabei  darf  weder  a  noch  @  verschwinden.  Aus  physika- 
lischen  Griinden  nennt  man  ein  derartiges  Netz  ein  Isothermen- 
netz  oder  auch  ein  Isothermensystem.  Die  Kurven  selbst  nennt 
man  Isothermen.1 

Im  gegenwartigen  Paragraphen  wollen  wir  die  Isothermennetze, 
von  denen  das  einfachste  iibrigens  das  der  G-eraden  x  =  konst., 
y  =  konst.  ist,  genauer  betrachten.  Wir  setzen  also  voraus:  die 
Bedingung  (2)  der  Orthogonalitat  sei  erftillt;  auBerdem  gebe  es  zwei 
nicht  versehwindende  Funktionen  a  (u)  und  ft  (v\  die  die  Bedingung  (3) 
oder  (4)  der  Orthogonalitat  der  Diagonalkurven  erfullen.  Dann  sind 
keine  wesentlich  anderen  Funktionen  a(u)  und  {}(&)  vorhanden,  die 
der  Bedingung 


gentigen.     Denn  hieraus  und  aus  (4)  folgt: 

CK2:^^^2:^, 
mithin,  weil  die  linke  Seite  nur  u  und  die  rechte  nur  v  entLalt: 

a  =  cce,       /5=±c/5     (c  =  konst.). 

Nun  wird  die  Anordnung  des  Netzes  nach  (13),  S.  162,  durch 
d  u  =  a  (u)  lim  e  ,       d  v  =  |?  (v)  lim  e 

bedingt.  Benutzt  man  a  und  {}  statt  a  und  /?,  so  ergibt  sich  also 
die  durch 

d  u  —  c  a  (u}  lim  e  ,       d  v  =  ±  c  (}  (v)  lim  e 

bedingte  Anordnung.  Weil  man  c  lim  e  —  lim  c  e  setzen  kann,  ist  sie 
die  alte.  Das  bei  dv  vorkommende  Minuszeichen  bedeutet  nur,  dafi 
man  die  Kurven  (v)  riickwarts  aufeinander  folgen  lassen  kann.  Wir 
sehen  somit,  daB  zwei  Scharen  ron  Kurven,  die  Isothermen  sind, 


1  Die  Theorie  der  Isothermennetze  fur  beliebige  Pliichen,  nicht  nur  fur 
die  Ebene,  geht  zuriick  bis  auf  GAUSS,  ,,Allgemeine  Auflosung  der  Auf- 
gabe:  Die  Teile  einer  gegebenen  Flache  auf  einer  anderen  ge- 
gebenen  Plache  so  abzubilden,  daB  die  Abbildung  dem  Abge- 
bildeten  in  den  kleinsten  Teilen  a'hnlich  wird",  Preisschrift  1822, 
Astron.  Abhandl.  von  SCHTJMACHEK,  3.  Heft  1825,  wiederabgedruckt  in  den  Werken, 
Bd.  IV,  und  in  OSTWALDS  Klasaikern  Nr,  55.  Mit  dem  von  GATTSS  gelosten 
Problem  werden  wir  uns  spater,  in  der  Flk'chentheorie,  besehiiftigen.  Der  Name: 
Isothermen  ruhrt  von  LAM£  her,  den  Probleme  der  Warmetheorie  zu  diesem 
Begriffe  fiihrten.  Siehe  FuBnote  S.  148  sowie  ,,Me"moire  sur  les  coor- 
donn^es  curvilignes",  pr6s.  a  TAcad.  de  Paris  1838,  Journ.  de  Math6m. 
T.  V,  1840,  und  ,,Le$ons  sur  les  coordonne"es  curvilignes  et  leurs 
divers  applications",  Paris  1859. 
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nur  auf  eine  Art  so  angeordnet  werden  konnen,  daB  sie 
unendlich  kleine  Quadrate  bilden. 

Da  die  Diagonalkurven  des  Netzes  ihrerseits  ein  Netz  bilden,  in 
dem  die  urspriinglichen  Kurven  die  Diagonalkurven  sind,  folgt  so- 
fort,  daB  die  Diagonalkurven  eines  Isothermennetzes  eben- 
falls  ein  Isothermennetz  bestimmen. 

Wir  wollen  jetzt  davon  Gebrauch  machen,  daB  wir  irgend  eine 
Funktion  von  u  als  neues  u  und  irgend  eine  Funktion  von  t?  als 
neues  v  einfiihren  konnen.  ohne  die  Parameterlinien  («),  (v)  in  geome- 
trischer  Hinsicht  zu  andern  (siehe  S.  150).  Wir  setzen  namlich: 

dv 


du  _  r 


Umgekehrt  ist  dann  u  eine  Funktion  von  u,  v  eine  Funktion  von  v; 
also  sind  nach  (1)  auch  x  und  y  Funktionen  von  u,  v.    Dabei  wird: 


—  =  JL.  —      ^£  —  2_  QJL      ^L  —  2.  **y      ^y  —  1  ^y 

du  ~~   a    du'         dv  ~~  "ft    ~d%'        ~d~u  ~  "oT  ~dH  '        "d~v  ~~  'fT  TH?' 
Die  Bedingung  (2)  oder: 

Bx     dx         dy     dy   _  « 
du    'dv    ^   du     dv    ~~     J 

fur  die  Orthogonalitat  der  Kurven  (M),  (v)  kann  mithin  so  geschrieben 
werden: 


was   nach   Satz  63,  S.  148,   vorherzusehen    war,   wahrend   die   Be- 
dingung (4)  oder: 


fiir  die  Orthogonalitat  der  Diagonalkurven  jetzt  so  lautet: 


Das  auf  S.  147  unter  (9)  berechnete  Quadrat  des  Bogenelements  ds 
driickt  sich,  da  nach  (5): 

du^ccdu^       dv  =£  ft  dv 
ist,  jetzt  wegen  (6)  und  (7)  so  aus: 
(8)  ds*^Q( 


wenn  &  (o,  v}  die  beiden  in  (7)  einander  gleichgesetzten  Ausdriicke 
bezeichnet.    Also  konnen  wir  sagen: 
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Satz  70:     Ein  System  von  Pararaeterlinien  (#),  (v)  in  der 
Ebene,  das  durch 


definiert  wird,  ist  dann  und  nur  dann  ein  Isothermen- 
system,  wenn  sich  neue  Parameter  &und  v  als  Funktionen 
von  u  bzw.  v  allein  einfiihren  lassen,  derart,  da8  x  und  y 
die  Bedingnngen  erfiillen: 


dx     dx          dy     By    __  ~ 
du     dv    ~T~    dii     dv    ~~  U' 

Das     Quadrat     des     Bogenelements     nimmt    alsdann     die 
Form  an: 

dy*  **  Q 


und    die   Diagonalkurven    sind   die   Kurven   u  +  v  =  konst., 
<u  —  v  =  konst. 

Die  neuen  Parameter  u  und  v  heifien  thermische  Parameter.1 
Wollen  wir  alle  zu  dem  Isothermensystem  gehorigen  thermischea 
Parameterpaare  finden,  so  verfahren  wir  so:  Sind  u  und  v'  Funk- 
tionen von  u  und  v  derart,  daB  auch  u  =  konst.  und  v'  =  konst.  die 
Kurven  u  =  konst.  und  v  =  konst.  darstellen,  so  hangt  u'  nur  von 
einer  der  beiden  GroBen  #  und  v  und  ebenfalls  v'  nur  von  einer 
von  beiden  ab  (siehe  S.  150).  Entweder  ist  also: 

u'^l(ti),       v  = 
oder: 

u'  = 
Dann  aber  wird: 


Damit  nun  ur  und  t?7  auch  thermische  Parameter   seien,   muB 
geschrieben  in  u'  und  v',  die  Form  haben: 

rf.s2  =  0(^^;  v')(du'*  +  dv'*), 

Aber  die  Vergleicbung  dieser  Form  mit  der  des  Satzes  gibt  wegen 
der  soeben  aufgestellten  Gleichung: 


1  Man  nennt  sie  auch  isometrische  Paxameter.  Diese  Bezeichnung 
briagt  aber  nicht  alle  Eigenschaften  dieser  Parameter  znm  Ausdrucke;  wir 
ziehen  den  Namen:  thermische  Parameter  vor,  der  wenigstens  an  die  ge- 
schichtliche  Entwicklung  des  BegrifiFes  erinnert. 
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also  einzeln: 


so  daB  i'2  :  /i'2  =  1  sein  muB.     Da  A  nur  yon  u   und  ^  nur  yon  v 
abhangt,  muB  also  7/2  =*  p2  «  konst.  sein.     Hieraus  folgt  der 

Satz  71:    Sind  w,  £  thermische  Parameter,  so  geben  die 
G-leicbungen 


und 


=  ±  a  v 


a  w  +  konst.  , 
konst, 


t?'  =  ±  a  v  +  konst. 
z?'  =  ±  a  w  +  konst. 


(a  =  konst.) 


die  allgemeinsten  Paare  yon  thermischen  Parametern  an, 
die  zu  demselben  Isothermensystem  gehoren.  Die  Vor- 
zeichen  k5nnen  dabei  iiberall  beliebig  gewahlt  werden. 

Die   Bedingungen   d  u  =  ce(u)lims  und   dv  —  {3(v)lime  fiir  die 
Anordnung  des  Netzes  sind  jetzt  diese: 

(9)  du  =  lim  s}       dv  =  lim  6 

und  fiir  die  allgemeineren  zugehorigen  tbennischen  Parameterpaare  : 
du'  =  ±alim€,       dv'=  ±alime. 


I.  Beispiel:    1st  x  =  ucosv,   y^uainv,    so   siud  die  Kurven  (u)    die 
Kreise   urn   den  Anfangspunkt  ,    die  Kurven  (v)  ihre  Eadien.    Sie  bilden  ein 

Orthogonalsystem.     Die   Bedingung   (3) 


X 


\ 


•\    fiir    die    Orthogonalitat    der    Diagonal- 
kurven  lautet 


und  wird  z.  B.  durch  a  —  u,  @  =  1  er- 
fiillt.  Es  liegt  daher  ein  Isothermen- 
system vor.  Nach  (5)  sind  u  =  logw, 
•  %  =  z?_thermische  Parameter.  Nun  ist 
u  =  e"1  und  also 


x  —  eu  cos  f,       y 
Ferner  wird 


e"  sin  £, 


Fig.  54, 


Nach  (9)  geht  die  quadratische  Ein- 
teilung  der  Ebene  hervor,  wenn  wir  u 
und  v  in  deraelben  arithmetischen  Heihe  wachaen  lassen.  u  ist  der  Loga- 
rithmus  des  Kreisradius  u  und  v  die  Amplitude  v.  Wir  ziehen  mithin  durch 
den  Anfangspunkt  Strahlen,  die  aufeinander  folgend  immer  denselben  Winkel  s 
miteinander  bilden.  Feruer  konstruieren  wir  die  Kreise  mit  Radien,  deren 
naturliche  Logarithmen  bestandig  um  e  wachsen.  Wahlen  wir  dann  e  endlich, 
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aber  klein,  so  erhalten  wir  ein  angenahertes  Bild  dieser  Einteilung  in  Fig.  54,1 
Die  Diagonalkurven,  die  man  in  dieser  Figur  leicht  verfolgen  kann,  sind  nach 
S.  103  logaritbmisebe  Spiralen,  die  unter  45°  gegen  die  Radienvektoren 
geneigt  sind. 

2.  Beispiel:   Sind  u  und  v  elliptische  Koordinaten(siehe  5.  Beispiel, 
S.  148),   so  ist: 


4  (a2  -  u)  (62  -  u)    '  '  4  (a2  -  o)  (62  -  v)  ' 

so  dafi,  wie  wir  iibrigens  scbon  auf  S.  149  bemerkten,  die  Bedingung  (2)  der 
Ortbogonalitat  erfiillt  ist.  Die  zweite  Bedingung  (3)  fur  das  laothennensystem 
ist  erfullbar  durch  die  Annahme: 


*  -u),         0  =  V-  (<*  -  «0  (*2  -  «)  • 

Daher    bilden    die    konfokalen   Ellipsen    und   Hyperbeln   ein   Iso- 
thermensystem.     Nacb  (5)  sind  dabei 

_  __    r du .  __    r dv_ 

U~  J   V(a«-toV~^£)'       V~~  J   y=^~-v)(b*-v) 
thermische  Parameter. 

Die  Bedingungen  (6)  und  (7)  lassen  sich  auf  eine  wichtige  andere 
Form  bringen.  Wenn  wir  namlich  (6)  mit  4=  2  i  multiplizieren  und 
dann  zu  (7)  addieren,  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 


die  (6)  und  (7)  vollig  ersetzen.     Schreiben  wir  ftir  den  Augenblick 

fll^  H  -\-  IV  =   U .  H  —  Z*7j=;t), 

\*-  *•)  W|fV**J  w  v  J 

so   werden  a  und  €  und   daber   auch  x  und  y  Funktionen  von  it 
und  b,  und  zwar  ist: 

Diese  Formeln  bleiben  richtig,  wenn  x  durch  y  ersetzt  wird.    Daher 
kommt  statt  (10): 


Die  erste  Grleichung  Ia8t  sich  zerlegen  in: 

/,,  o\  8(*  +  *tf)  .  dfr  ~i?A 

^     '  " 


1  Da  die  Kreise  in  der  NShe  des  Anfangspunktes  zu  eng  zusammenriicken, 
ist  die  Umgebung  dieser  Stelle  in  Fig,  54  freigelassen. 
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die  zweite  in: 

d(x  +  iy]     d(x  -iy}  __  n 


„  _         _     . 

Wenn  in  (12)  etwa  der  zweite  Faktor  gleich  Null  ist,  hangt 
x  —  i-y  nur  yon  t>  ab,  und  daher  kann  dann,  weil  sonst  x  —  iy  kon- 
stant  ware,  der  zweite  Faktor  in  (13)  nicht  gleich  Null  sein,  so  daft 
der  erste  verschwinden  und  folglich  x  +  iy  eine  Funktion  von  it 
allein  sein  muB.  Ahnlich  schlieBen  wir,  wean  der  erste  Faktor 
in  (12)  gleich  Null  ist.  Mithin  wird  wegen  (11)  entweder: 

(14)  x  +  iy=A(®  +  iv),       x  —  iy^B(u^-  iv) 

oder: 

x  +  iy  =  A  (u  —  i  v),       x  —  iy  =  B  (u  +  2  ^)> 

wobei  J  und  JS  jedesmal  Funktionen  der  angegebenen  Argumente 
bedeuten  sollen. 

Da  die  zweite  Annahme  durch  Vertauschen  der  thermischen 
Parameter  u,  v  mit  den  ebenfalls  thermischen  Parametern  u,  —  v 
aus  der  ersten  hervorgeht,  also  dasselbe  Isotherm  en  system  liefert, 
folgt  der 

Satz  72:  Man  erhalt.aJle  Isothermensysteme  der  Ebene 
auf  diese  Art:  Man  setzt  x+iy  gleich  einer  Funktion  einer 
komplexen  Veranderlichen  und  x  —  iy  gleich  einer  Funktion 
der  konjugiert  komplexen  Veranderlichen.  Setzt  man  dann 
den  reellen  Teil  der  komplexen  Veranderlichen  gleich  kon- 
stans,  so  ergibt  sich  die  eine  Kurvenschar  des  Systems, 
setzt  man  den  rein  imaginaren  Teil  von  ihr  gleich  kon- 
stans,  so  geht  die  andere  Kurvenschar  des  Systems  hervor. 

Die  Gleichungen  (14)  haben  nach  u  +  i  v  und  u  —  iv  aufgelost 
die  Form: 

u  +  iv  «  f(x  +  iy},       a-iQ**g(x  —  iy), 
so  daB: 

f(x  +  i  y)  +  g  (x  —  iy)  »  konst, 

f(x  +  iy)  —  y(x  —  /y)  —  konst 

die  beiden  Kurvenscharen  des  Systems  sind.     Sie  sind  reell,  wenn 
/  und  g  konjugiert  imaginar  sind,  d.  h.  wenn 

ff(x-iy)**f(x-iy) 
ist     Dann  stellen 

f(x  +  iy}  +  f(x  -  iy)  »  konst, 
f(x  +  iy)  —  f(x  —  iy)  »  konst. 
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die  beiden  Kurvenscharen  dar.  Die  Funktion,  die  in  der  ersten 
Gleichung  links  steht,  ist  nichts  anderes  als  der  doppelte  reelle 
Teil  von  f(x  +  iy),  wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  f(x  +  iy)  in 
rlen  reellen  und  rein  imaginaren  Teil  zerlegt.  Die  Funktion,  die 
in  der  zweiten  Gleichung  links  steht,  ist  der  doppelte  rein  imagi- 
nare  Teil  von  f(z  +  iy).  Also: 

Satz  73:  Man  erbalt  alle  reellen  Isothermensysteme  in 
der  Ebene,  wenn  man  einerseits  den  reellen,  andererseits 
den  rein  imaginaren  Teil  einer  Funktion  f(z  +  *y)  gleich 
konstans  setzt.  Die  beiden  hervorgehenden  Gleichungen 
stellen  die  beiden  Kurvenscbaren  des  Systems  dar. 

Wir  geben  jetzt  einige  Beispiele,  in  denen  wir  die  tbermischen 
Koordinaten  mit  u  i*nd  v  bezeichnen. 

3.  Beispiel:    Es  sei 

f(x  +  iy)  =  log  (a?  +  iy), 
d.  h.  wir  setzen: 

x  +  iy~eu  +  *9,     v-iy  =  eu~iv 
und  erhalten,  da 

eiv  =  cos  v  +  i  sin  v 
ist: 

eu  sin  v  . 


x  =  e   cos  v, 


y 


Siehe  das  1.  Beispiel. 

4.  Beispiel:    Es  sei 


1 


also 
so  dafi 


Fig.  55. 


x  +  iy 


x  = 


u  •{-  ^r 
u 


x  —  ^y 


wird.    Elimination  von  v  gibt  die  Schar  der  Kurven  (u): 

^TF  =  M> 

also  alle  Kreise,  die  im  Anfangspunkte  die  y-Achse  beruhren.    Elimination  von  u 
gibt  die.  Schar  der  Kurven  (v)\ 

-y    ^ v 

also  alle  Kreise,  die  im  Anfangspunkte  die  a?-Achse  beriihren.    Siehe  Fig.  55.1 


1  In  der  Fig.  55  sind  Kreise  gezeicbnet,  deren  thermiscbe  Koordinaten 
u  und  v  nach  arithmetischen  Reihen  zunehmen.    Dabei  riieken  die  Kteise  in 
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5.  Beispiel:  Wir  fragen  nach  alien  Isothermensystemen,  die 
aus  Kreisen  bestehen.  Wenn  zwei  Scharen  von  je  00  l  Kreisen  zueinander 
orthogonal  sein  sollen,  miissen  die  Kreise  jeder  Schar  nach  dem  2.  Beispieie, 
S.  56,  ein  Biischel  bilden.  Wird  die  ^-Achse  durch  die  Scheitel  des  einen 
Biischels  gelegt  und  der  Anfangspunkt  in  der  Mitte  zwischen  diesen  Scheiteln 
gewahlt,  so  daB  x  =  0,  y  =  ±  n  die  Koordinaten  der  Scheitel  sind,  so  ist 

(15)  (x  -  tif  +  ?/2  =  u?  +  n1* 

die  G-leichung  der  Kreise  dieser  Schar  mit  dem  Parameter  u.  Zu  den  Kreisen 
der  zweiten  Schar  gehort  die  ic-Achse,  und  die  Scheitel  des  zweiten  Biischels 
miissen  naturlich  symmetriseh,  d.  h.  mit  Abszissen  ±  m  auf  der  as-Acbse  liegen, 
so  daB 

(16)  a;2  +  (y  -  V?  =  v*-  4-  w2 

die  Gleichung  der  zweiten  Sehar  ist.  Aber  wir  wissen  noch  nieht,  welcheBe- 
ziehung  zwischen  den  Ko-nstanten  m  und  n  besteht. 

Um  dies  zu  erkennen,  bedenken  wir,  daB  die  beiden  Gleichungen  x  und  y 
als  Funktionen  von  u  und  v  definieren,  so  daB  vollstandige  Differentiation  gibt: 

(x  —  u]  dx  -\-ydy  —  xdu, 
xdx  -H  (y  -  v}dy  =  y  dv. 

Setzen  wir  zur  Abkiirzung: 

^  —  nv  ^  uy  —  vx, 

so  gibt  die  Auflosung  nach  dx  und  dy: 
dx 


=  ~-  lx(y  -  ^du-y^dvl,        dy  -  —  I-  aPdu  4-  y(x  -  u)dv\  , 


so  daB  das  Quadrat  des  Bogenelements  die  Form  hat: 


»*  +-  (y  -  v)z]  d  uz  -  2xy[x(x  -  u) 

+  y  (y  -  *;)]  du  dv  +  y2  \(x  -  z^)2  +  t/2]  dv*\ 
Die  Bedingung  der  Orthogonalitat  gibt  nach  (2): 

x(x  -  u)  +  y(y  —  v)  =  0. 
Aber  durch  Addition  von  (15)  und  (16)  geht  hervor: 

x  (x  -  u)  +  y  (y  -  r)  =  |(?ra2  +  n2). 

Die  Constanten  m  und  n  miissen  also  so  gewahlt  werden,  daB  m*  =  —  n2  ist, 
so  daB  wir  statt  (16)  haben: 

(17)  a?2  +  (2/-^1=rt;2~ws. 


der   Nahe   des   Anfangspunktes   so   eng   zusammen,    daB   sie   nicht   mebr   zu 
zeichnen  sind.    Daher  ist  die  Umgebung  dieser  Stelle  frei  gelassen  worden. 
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Das  Quadrat  des  Bogenelemeuts  1st  jetzt  wegen  (15)  und  (17)  auf  die  Form  zu 
bringen: 

d  s-  -  —  -,  jx2  (v-  -  n-)  d  u-  -4-  y-  (u-  4-  «2)  d  04 

Von  den  beiden  Bedingungen  (2)  und  (3)  oder  (4)  fur  ein  <  Isothermen- 
system ist  jetzt  die  erste,  die  der  Orthogonalitat,  fur  die  Kreisscharen  (15)  und 
(17)  erfiillt.  Die  zweite  wird  erfiillt  sein,  wenn  das  Verhaltnis 


gleich  dem  Verhaltnisse  aus  einer  Funktion  von  u  allein  zu  einer  Funktion  von 
v  allein  wird.  Dabei  ist  naturlich  zu  beachten,  daB  or  und  y  die  durch  (15)  und 
(17)  definierten  Funktionen  von  it  und  v  sind.  Wenn  wir  nun  (15)  und  (17) 
so  schreiben: 

x2  -f  y2  -f-  n2  =  2«?  y 


und  diese  G-leichungen  quadrieren  und  voneinander  subtrahieren,  kommt: 


so  daB  also  jenes  Verhaltnis  wird: 

j_ 

~  (u*  + 


Die  Bedingung  ist  demnach  erfiillt.     Mithin  gilt  der 

Satz  74:    Jedes  Orthogonalsystem  von  Kreisen   in  der  Ebene 
ist  ein  Isothermensystem. 

Die  Funktionen  a  und  /?  sind  hier  (siehe  (4)): 

«  *  «8  +  w2,         ?  =  v*  -  w2, 
so  daB  nach  (5) 


thermische  Parameter  sind. 

Die  Kreisscharen  (15)  und  (17)  sind  reell,  wenn  u  und  v  reell  sind  und 
n  entweder  reell  oder  rein  imagina'r  ist.  Ist  n  reell,  so  hat  das  erste  Biischel  (15) 
die  reellen  Scheitel  (a?  =  0,  y  —  ±  ?z),  ist  n  rein  imaginar,  so  hat  das  zweite 
Biischel  (17)  die  reellen  Scheitel  (as  -  ±  in,  y  =  0).  Wird  statt  eines  reellen 
Wertes  von  w  derselbe  Wert,  multipliziert  mit  £,  gesetzt,  so  kommt  dies  nur 
auf  eine  Vertauschung  der  Achsen  hinaus.  Daher: 

Satz  75:  Das  allgemeinste  Orthogonalsystem  von  Kreisen  in 
der  Ebene  ist  ein  Isothermensystem  und  kann  durch  geeignete 
Wahl  der  Achsen  auf  die  Form 


#2  4.  y*  - 

gebracht  werden.  Ist  es  reell,  so  darf  die  Konstante  n  reell  an- 
genommen  werden.  Es  besteht  aus  alien  Kreisen,  von  denen  die 
eine  Schar  durch  die  beiden  reellen  Punkte  (*  «  0,  y  »  ±  n)  und 

12* 
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die  andere  durch  die  beiden  intaginaren  Punkte  (x  —  ±  in,  y  —  0) 
geht  (siehe  Fig.  56).1 

Ein  besonderer  Fall  ergibt  sicb,  venn  n  =  0  1st,  denn  dann  beriihren 
beide  Kreisscharen  im  Anfangspunkte  die  z~  bzw.  7/-Acbse,  so  daB  sich  die 
Fig.  55  auf  S.  177  ergibt 

Stillscnweigend  haben  wir  vorausgesetzt,  daB  die  Scheitel  der  Biiscliel  im 
Endlichen  liegen.  Liegt  ein  Scheitel  unendlich  fern,  so  artet  das  zugehorige 
Biischel  in  eine  Schar  von  Geraden  aus.  Wenn  dann  der  andere  Scheitel  im 


Fig.  56. 


I   I   i   i       M 
Fig.  57. 


Endlich^n  liegt,  kommen  wir  zu  ein  em  Strahlenbiischel  und  den  dazu  orthogo- 
nalen  Kreisen,  d.  h.  zur  Fig.  54  auf  S.  174.  Wenn  aber  dieser  andere  Scheitel 
auch  unendlich  fern  liegt,  kommen  wir  zu  parallelen  Geraden  und  den  zu  ihnen 
senkrechten  Geraden,  also  zu  dem  Isothermennetze  x  ==  konst.,  y  =  konst.  (siehe 
Fig.  57). 

Es  gibt  demnach  vier  Typen  von  reellen  Orthogonalsystemen 
von  Kreisenr  und  -alle  sind  Isothermensyateme,  dargestellt  durch 
die  Figuren  54,  55,  56,  57.  Jedes  reelle  Orthogonalsystem  von 
Kreisen  ist  mit  einer  von  diesen  vier  Figuren  ahnlich. 


§  23.    Ebene  Kurvennetze  ohne  Umweqe. 

Wenn  die  Kurven  eines  Netzes  wie  auf  S.  159  orlentiert  worden 
sind  und  P  und  Q  irgend  zwei  Punkte  in  der  Ebene  bedeuten,  kann 
man,  bestandig  Kurvenstiicke  des  Netzes  durchlaufend,  auf 
unendlich  vielen  Wegen  von  E  nach  Q  gelangen,  siehe  Fig,  58,  Zu 
jedem  Wegstiicke  gehort  eine  wegen  der  erfolgten  Orientierung  ein- 

1  In  Fig.  56  muBte  wieder  die  Umgebung  der  Stellen  (a?  ~  0,  y  =  ±  «.) 
frei  bleiben,  da  sich  die  Kreise  dort  zu  sehr  haufen.  Auch  in  dieser  Figur  sind 
solche  Kreise  konstruiert  worden,  deren  thermische  Parameter  (18)  nach  arith- 
metischer  Reihe  zunehmen. 
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wertige  Bogenlange  und  demnach  zu  jedem  Wege  von  P  nach  Q 
langs  Kurvenstticken  des  Netzes  ein  Wert  der  Gesamtbogenlange  als 
Summe  der  Bogenlangen  der  einzelnen  Teile.  Hat  nun  das  Netz  die 
Eigenschaft,  daB  alle  moglichen  Wege  von  P 
nach  Q  die  gleiche  Gesamtbogenlange  haben, 
und  trifft  dies  fur  jedes  Punktepaar  P,  Q 
zu,  d.  h.  wohlverstanden:  hangt  die  Gesamt- 
bogenlange nur  von  der  Wahl  der  Punkte 
P  und  Q  selbst,  dagegen  nicht  von  der  be- 
sonderen  Wahl  des  Weges  von  P  nach  Q 
ab,  so  soil  das  Netz  ein  Kurvennetz  ohne 
Umwege1  heiBen.  1st  das  Netz  reell  und 
\vie  in  Fig.  58  orientiert,  so  sind  einige  Weg- 
stiicke negativ,  namlich  die  durch  Doppel- 
linien  gekennzeichneten ;  alle  Wegstiicke  sind  mit  ihren  Vorzeichen 
in  Rechnung  zu  stellen. 

Zu  Kurvennetzen  ohne  Umwege  gelangt  man  auf  folgende  Weise: 
Es  sei  f(x9y]  erne  Funktion   des  Ortes  in  der  Ebene,  vgl. 
§  15.    Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  /'auf  einem  Wegelemente  ds 
von  der  Stelle  (x,  ?/)    aus  andert,    ist  nach  (3),  S.  122,    gleich   der 
Summe  /^cos«+/?*  sin#,  wenn  die  Wegrichtung  mit  der  positiven 
.K-Achse  den  Wiukel  a  bildet.     Wiihlt  man  a  so,  daB  stets 
(fx  cos  a  +  f  sin  af  =  1 

1  Siebe  die  Abliandlung  des  Verf.:  ,,Ebene  Kurvennetze  ohne  Um- 
wegeu,  Leipziger  Beriehte  1905.  Zur  Literatur  iib<»r  diese  Netze  sind  aufier- 
dem  neben  der  kurzen  Note  des  Verf.:  ,,Bemerkungen  zu  den  ebenen 
Kurvenuetzeu  ohne  Uinwege",  Jahresbericht  der  D.  Math.-Vereinigung 
16.  Bd.  (1907),  nocb  die  folgenden  Abhandlungen  von  EOTHE  zu  neunen:  ,,Be- 
merkungen  iaber  eiu  spezielles  krummliuiges  Koordinatensystem", 
Sitzungsbericbte  der  Berliner  math.  Gesellschaft  1.  Jahrg.  (1902),  ,?t)ber  die 
Bekleidung  einer  Oberflaehe  mit  einein  biegsamen  unausdebn- 
baren  Netzi£,  ebenda  5,  Jahrg, (1906),  ,,Uber  die  Bekleidung  einer  FUche 
mit  einem  Gewebe",  ebenda  7.  Jahrg.  (1907).  Ferner  die  Arbeiten  von 
v.  LILIENTHAL:  ,,Uber  ebene  Kurvennetze  ohne  Umwege",  Jahrebbericht 
der  D.  Math.-Vereinigung  1C,  Bd,  (1907),  ,,Vorlesungen  iiber  Differential- 
geometrie4',  erster  Band,  Leipzig  1908,  S.  120—137,  ,,0ber  Kurvennetze 
ohne  Umwege",  Jahresbericht  der  D.  Math.-Vereinigung  18.  Bd.  (1909).  Tat- 
sachlich  hat  sich  ROTHE  friiher  als  der  Verf.  mit  den  Kurvennetzen  ohne  Um- 
wege beschaftigt,  jedoch  obne  die  oben  zum  Ausgangspunkte  genommene 
charakteristische  Definition  und  ohne  die  in  Satz  78,  S.  186,  ausgedriickte  zweite 
charakteristische  Eigenschaft.  Die  Gleielmug  (1)  des  Textes  kommt  ferner,  wie 
v.  LILIENTUAL  bemerkte,  schon  bei  D'OCAGNE  im  Bulletin  de  la  soci6te  math, 
de  France,  13,  Bd.  (1885),  vor.  Zum  Toil  beziehen  sich  die  erwabnten  Arbeitea 
jedoch  in  der  Hauptsache  auf  Kurvennetze  auf  krummen  Flacben. 
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wird,  so  ist  dies  eine  Bedingung  fiir  eine  Funktion  a  von  x  und  y. 
Oder  auch:  Wenn  das  Wegelement  ds  die  Projektioaen  dx  und  dy 
auf  den  beiden  Aehsen  hat,  wird  ds2  gleich  dz~  -f-  dy2,  cos #  =  dxids 
und  sin«  ==  dy:ds,  so  daS  die  Bedingung  lautet: 

(1)       .  (fsd*-fydy?±dx*  +  dy*. 

Dies  ist  eine  in  dy.dx  quadratische  Gleichung,   und  sie  hat  zwei 

Auflosungen: 

d  u        .  .        .  dy  , 

-~-  —  L  .r,  ?/i.        -r-  =  ax,  ?/'. 

rfjs        -         J>  7         d#       *"-.   >  j 

Sie  stellen  zwei  gewohnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
dar  teiehe  S.  128),  und  ihre  Integralkurven  sind  zwei  einfach  un- 
endliche  Kurvenscharenj  die  zusammen  ein  Kurvennetz  bilden,  An 
jeder  Stelle  ,>,  7/1  sind  die  Eichtxingen  der  hindurchgehenden  Kurven 
dieses  Netzes  diejenigen,  auf  denen  der  absolute  Betrag  der  Ge- 
schwindigkeit  der  Anderung  der  Ortsfunktion  /'  gerade  gleich  Eins 
ist,  Wenn  man  also  ron  einem  Punkte  (.r0,  ?/0)  atis  langs  einer 
Kurve  des  Netzes  nach  einem  ancleren  Punkte  f.rj ,  T/J  geht,  ist  der 
Gesamtzuwachs  f(xlt  y^}  —  f(xot  ?/0)  der  Ortsfunktion  gerade 
gleich  der  Lange  des  Weges  oder  ihr  entgegengesetzt 
gleich.  Das  Vorzeicheri  hangt  dabei  von  der  Art  der  Orientierung 
ab.  Bedeuten  (#0,y0)  und  (^,  ?/L)  zwei  Punkte,  die  nicht  auf  einer 
gemeinsamen  Netzkurve  liegen,  und  verfolgt  man  einen  Weg  vom 
einen  zam  anderen  Punkte  wie  den  Weg  von  P  nach  Q  in  Fig,  58, 
so  ergibt  sich  also,  daB  die  Gesamtlange  des  Weges  bei  gehoriger 
Betrachtung  der  Orientierung  gleich  der  Differenz  f(xl}  y^  —  f(x^  ?/0) 
oder  ihr  entgegengesetzt  gleich  ist.  Die  Gesamtlange  hangt  somit 
nur  von  dexn  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Weges  ab?  d.  h.  es 
liegt  ein  Kurvennetz  ohne  Umwege  vor. 

Diese  Betrachtung  Ia8t  sich  umkehren:  Es  liege  in  der  Ebene 
ein  orientiertes  Kurvennetz  ohne  Umwege  vor,  Wahlt  man  dann 
irgend  einen  Punkt  (^Q5  ?/0)  in  bestimmter  Weise,  so  kann  man  einem 
belie  bigen  Punkte  (#,  y]  eine  bestimmte  und  zwar  nur  von  ihm  'ab- 
hangige  Zahl  zuordnen.  Denn  alle  Wege,  die  man,  bestiindig 
Kurven  des  Netzes  durchlaufend,  vom  Punkte  (#0,  ?/0)  bis  zum 
Punkte  (x,  y}  einschlagen  kann,  haben  infolge  der  charakteristischen 
Eigenschaft  des  Netzes  dieselbe  Gesamtbogenlange  s:  und  diese  Ge- 
samtlange sei  die  dem  Punkte  (x,  y}  zugeorduete  Zahl.  Sie  ist  eiae 
Funktion  /"von  x  und  y  allein,  also  eine  Ortsfunktion;  insbesondere 
hat  sie  an  der  Stelle  (ar0,y0)  den  Wert  Null  Diese  Ortsfunktion 
andert  sich,  weil  sie  immer  die  Gesamtlange  des  Weges  vom 
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Punkte  (X'Q  ,  y0)  nach  dem  beliebigen  Punkte  (x,  y}  —  gemessen  auf 
Kurven  des  Netzes  —  vorstellt,  langs  der  Kurven  des  Netzes  so, 
daB  ihr  Differential,  abgesehen  vom  Vorzeicken,  gleich  dem  zn- 
gehorigen  Bogenelement  1st.  d.  h.  sie  andert  sich  auf  den  Netzkurven 
mit  der  Geschwindigkeit  -f  1  oder  —  1.  Demnach  kommen  wir  zur 
ersten  Betrachtung  zuriick.  Hiernach  gilt  der 

Satz  76:    Jedes  Kurvennetz  ohne  Umwege  in  der  Ebene 
wird  von  den  Integralkurven  zweier  in  einer  Gleicliung 


enthaltenen  gewohnlichen  Differ  en  tialgleichungen  erster 
Ordnung  gebildet.  Dabei  bedeutet  f(x,  y)  irgend  eine  Funk- 
tion  des  Ortes  (x9y)  in  der  Ebene.  Die  Gesaintbogenlange 
von  einem  Punkte  (#0,y0)  bis  zu  einem  ander  en  Punkte  (xlt  y^ 
gemessen  auf  irgend  einem  Wege,  der  aus  lauter  Stiicken 
von  Kurven  des  Netzes  besteht,  ist  bei  gehoriger  Orien- 
tierung  der  Kurven  gleich  der  Differenz  f(xl  ,  yj  —  f(x^  y0). 

Es  bleibt  zu  wiinschen  iibrig, 
die  Kurvennetze  ohne  "Umwege 
durch  eine  Eigenschaft  zu  kenn- 
zeichnen,  die  dem  Netze  in  einer 
unendlich  kleinen  Umgebung  eines 
beliebigen  Punktes  P  zukommt. 
Welche  Eigenschaft  das  sein  wird? 
ergibt  die  folgende  vorbereitende 
Uberlegung: 

Wahlt  man  die  Kurven  des 
Netzes  so  dicht  aus,  4aB  wie  auf 
S.  162  lauter  kleine  Maschen  ent- 
stehen,  so  mogen  P,  P19  Q  und  P2 
die  Ecken  irgend  einer  Masche  Ei£-  59* 

bedeuten,    siehe    Fig,  59.      Dabei 

sollen  P  und  Pl  benachbarte  Punkte  einer  Kurve  der  einen  Schar 
und  P  und  P2  benachbarte  Punkte  einer  Kurve  der  anderen  Schar 
sein.  Geht  man  wie  auf  S.  162  zu  einem  unendlich  dichten  Netze 
iiber,  so  streben  die  Sekanten  PP2  und  Pl  Q  nach  den  Tangenten,  dig 
den  durch  P  und  Pl  gehenden  Kurven  der  einen  Schar  in  P  und  Pl 
zukommen.  Ebenso  streben  die  Sekanten  PP1  und  P2  Q  nach  den 
Tangenten,  die  den  durch  P  und  P2  gehenden  Kurven  der  anderen 
Schar  in  P  und  P3  zukommen.  Wenn  ^  der  Schnittpunkt  der 
beiden  ersten  Tangenten  und  $2  der  Schnittpunkt  der  beiden  letzten 
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Tangenten  ist,  haben  ^  und  $3  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Fig.  52, 
S.  160.  Die  Sehnen  PP19  PP2,  PI  Q  und  P2  Q  werden  beim  Grenz- 
iibergange  Bogeneleinente  der  vier  die  Masche  einschlieBenden  Netz- 
kurven.  Insbesondere  kann  man  annehmen,  da8  Pl  und  P2  so  zu 
P  benachbart  gewahlt  seien,  daB  der  Bogen  PPL  dem  Bogen  PP2 
gleich  ist.  Da  nun  ein  Kurvennetz  ohne  Umwege  vorliegt,  muB  die 
Summe  der  Bogenstucke  PPl  und  Pl  Q  gleich  der  Summe  der 
Bogenstticke  PP2  und  P2  Q  sein,  mithin  ist  dann  auch  der  Bogen  Pl  Q 
dem  Bogen  P3  Q  gleich.  Die  Netzmasche  strebt  somit  nach  einem 
solchen  unendlich  kleinen  Vierecke,  das  einem  geradlinigen  Vierecke 
ahnlich  ist,  in  dem  zwei  aneinander  stoBende  Seiten  gleich  lang 
sind  und  ebenso  die  beiden  tibrigen  aneinander  stoBenden  Seiten. 
Aber  in  einem  Vierecke  von  dieser  Art  liegt  der  Schnittpunlct  der 
Gegenseiten  PP2  und  P1  Q  gerade  so  weit  von  P  entfernt  wie  der 
Schnittpunkt  der  Gegenseiten  PP1  und  Pa  Q.  Wir  schlielien  hieraus, 
da8  sich  beim  Grenziibergange  P^  =  P5p2  ergeben  muB. 

Es  wird  im  folgenden  analytisch  bewiesen  werden,  da6  diese 
hier  zunachst  nur  auf  geometrischem  Wege  gefundene  Eigenschaft  fiir 
die  Kurvennetze  ohne  Umwege  charakteristisch  ist.  Zunachst  ist  es 
leicht,  sie  analytisch  zu  forrnulieren..  Denn  auf  S.  161  warden  die 
Werte  von  P^  und  P$2  fiir  ein  beliebiges  Kurvennetz  in  (10)  und 
(11)  bestimmt,  vorausgesetzt,  da8  JE9  F,  G  die  zum  Netze  gehorigen 
FundamentalgroBen  bedeuten.  Daraus  folgt,  da8,  die  Bedingung 
den  folgenden  analytischen  Ausdruck  hat: 


_ 
F(ju-  GEV~ 

Entfernt  man  die  Nenner,  so  laBt  sich  der  Faktor  F  +  ]/Jil  ]/U-  aus 
der  Gleichung  absondern.  Er  ist  von  Null  verschieden,  weil  sonst 
jEG  —  Jf12  verschwande,  was  nicht  sein  darf  (nach  S.  151).  Nunmehr 
bleibt  ubrig: 


YE 

oder  auch: 


dv  du 

Wir  behaupten  nun,  daB  der  folgende  Satz  gilt: 
Satz  77:1    Definieren  die  Gleichungen 


y  = 


1  Dicse  Form  wurde  der  vom  Verf.  nachgewieseueii  charakteristischeu 
Eigenscbaft  P^  =P$2  der  Kurvennctze  oluie  Umwege  durch  v.  LILIENTHAL 
gegeben,  vgl.  die  auf  S.  ISl.genannte  Abhaudlung  von  1907. 
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in  der  ^ry-Ebene  ein  krummliniges  Koordinatensystem  u,  v 
mit  dem  Bogenelement-Quadrate 

ds2  =  E  duz  +  2Fdu  dv  +  G  dv*, 


so  bilden  die  Parameterlinien  (u)  und  (v)  dann  und  nur 
dann  ein  Kurvennetz  ohne  Uinwege,  wenn  die  Funda- 
mentalgroBen  E  und  G  einer  der  beiden  in  der  Form 


d  v  d  u 

gegebenen  Bedingungen  gentigen. 

Weil  ]/j0  und  ]/<?  zweiwertig  sind,  wird  die  Orientierung  .der 
Netzkurven  durch  diejenigen  Werte  festgelegt,  die  fur  ^E  und  ]/<? 
in  der  gefundenen  Bedingung  auftreten  (vgl.  S.  159).  Der  Beweis 
des  Satzes  ist  so  zu  fiihren: 

Es  seien  die  vier  Punkte  ausgewahlt,  deren  krummlinige 
KoordinateBpaare  sind: 

u,  v  ;       u  -[7  A  u,  v  ;       w,  v  +  A  v  ;       u  +  A  u,  v  +  A  v  . 

Sie  sind  die  Ecken  einer  Masche  des  Netzes,  namlich  der  Masclie 
der  vier  Parameterlinien  (w),  (u  +  Au],  (v)  und  (v+  Av).  Zu  fordern 
ist  nun,  daB  die  Bogenlange  auf  der  Linie  (v)  von  (u,  v)  bis  (u  +  du,  v} 
und  die  Bogenlange  auf  der  Linie  (u  +  Au]  von  (w+z/w,  v)  bis 
(u+Auj  v  •}-  Av]  dieselbe  Summe  haben  wie  die  Bogenlange  auf 
der  Linie  (M)  von  (u,  v}  bis  (u,  u  +  Av}  und  die  Bogenlange  auf  der 
Linie  (v  +  A  v)  von  (u,  v  +  Av)  bis  (M  +  Au,  v  +  /Jt?).  Nach  (7), 
S,  159,  lautet  diese  Forderung  analytisch  so: 


FaBt  man  diejenigen  Integrale  zusamtnen,  die  sich  auf  dieselbe  Ver- 
anderliclie  beziehen,  so  kommt: 

u  +  Au 


(3) 


__ 

(«  +  A  u  ,  v)  -  y<?  («,  »)]  «/  9 
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Division  znit  Av  gibt: 


r 
J 


Insbesondere  mufi  diese  Formel  far  lim  Jv  =  0  gelten.  Dann  wird 
der  linke  Integrand  die  partielle  Ableitung  von  ^E(uy  v)  nach  v. 
Das  Integral  rechts  strebt  dabei  nach  seinem  Differential,  so  daB 

hervorgeht: 


u-}-  A  u 


Dividieren  wir  mit  Au,  so  gibt  der  Grrenziibergang  zu  lim  A  u  =  0 
links  den  Integranden  und  rechts  die  partielle  Ableitung  von  rfG(u9v} 
nach  w,  so  daJB  in  der  Tat  die  Bedingung  (2)  entsteht. 

Nun  muB  noch  umgekehrt  gezeigt  werden,  daB  die  Gleichung  (3) 
infolge  von  (2)  besteht:  Nach  (2)  sind  ]/E  und  ]/^  die  partiellen 
Ableitongen  einer  Funktion  ti(u,v]  nach  u  bzw.  v.  Mithin 
sich  (3)  so  schreiben: 

v  +  Av 

+  A  u,  v)  -  &  (u,  v)] 


C  d[a(u,i>  +  /lv)-  &(M,iO]   d          C 
J  du  J 


Hier  aber  ist  die  linke  Seite  gleich 

[fi  (u  +  Au  ,  v  +  A  v}  -  Q  (u  +  A  u,v)\  -  [Q  (u,  v  +  A  v}  -  £  («,  ??)] 

oder  also  gleich 

Q(u  +  Au}  v  +  Av)  -  fl(w  +  Jtt,  v)  —  £(w,  t?  +  Av)  +  Q(u,  v). 
Dasselbe  aber  ergibt  sich  rechts.  Jede  Masche  des  Netzes  hat  dem- 
nach  infolge  von  (2)  die  charakteristische  Eigenschaft  eines  Kurven- 
netzes  ohne  Thnwege.  Da  man  die  Masche  durch  Einschaltung 
anderer  Parana  eterlinien  in  kleinere  Maschen  zerlegen  kann,  fur  die 
dasselbe  gilt,  folgert  man  hieraus  ohne  Mlihe  die  Richtigkeit  des  zu 
beweisenden  Satzes  77. 

Die  Formel  (2)  war  der  analytische  Ausdruck  einer  Eigenschaft, 
die  einem  Kurvennetze  ohne  Umwege  in  der  Dmgebung  eines 
Punktes  zukommt.  Soeben  haben  wir  gesehen,  daB  diese  Eigenschaft 
zur  Charakterisierung  solcher  Netze  ausreicht.  Daher  gilt  der 

Satz  78:1    Ein  Kurvennetz  in  der  Ebene  ist  dann   und 


1  Dieser  Satz  wurde  vom  Verf.  in  seiner  auf  S,  181  genannten  Abhand- 
lung  von  1905  auf  anderem  Wege  bewiesen,  als  es  hier  geschehen  ist. 
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nur  dann  ein  Netz  ohne  Umwege,  wenn  ihm  die  im  folgen- 
den  angegebene  Eigenschaft  zukommt:  Man  konstruiere 
auBer  den  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehenden  beiden 
Kurven  c^  und  c2  des  Netzes  zwei  zu  ihnen  benachbarte 
Kurven  c1/  und  c2'  des  Netzes;  alsdann  sei  $Pa  der  gemein- 
same  Punkt  derjenigen  Tangenten,  die  c2  und  c/  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  c2  zukommen,  und  $3  der  gemeinsame 
Punkt  derjenigen  Tangenten,  die  c2  und  cs'  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  cx  zukomraen.  Die  Grenzlagen  von  ^  und  5{?2 
fiir  den  Fall,  wo  sich  die  Kurve  c1/  der  Kurve  cl  und  die 
Kurve  cz'  der  Kurve  c2'  unendlich  nahert,  miissen  von  P 
gleiche  Entfernungen  haben. 

Siehe  Fig.  60.  Man  kann  diese 
charakteristische  Eigenschaft  auch  so 
aussprechen:  Die  unendlich  kleinen 
Maschen  des  Netzes  miissen  Vierecke 
sein,  bei  denen  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Paare  von  Gegenseiten  gleich  weit 
vom  Orte  des  Vierecks  entfernt  sind.  Fig.  60. 

Der  Gleichung 

(4)  (fxdx+ 

die  nach  Satz  76  ein  allgemeines  Kurvennetz  ohne  Umwegen  definiert, 
kann  man,  wie  schlieBlich  noch  gezeigt  werden  soil,  eine  rein  geome- 
trische  Deutung  geben:  Wir  betrachten  die  Gesamtheit  derjenigen 
Kreise  in  der  Ebene,  deren  Mittelpunkte  (or,  y)  beliebig  liegen, 
\vahrend  ihre  Radien  r  gleich  der  gegebenen  Ortsfunktion  f(x,y}' 
sind.  Dies  ist  eine  zweifach  unendliche  Schar  von  Kreisen. 
Die  beiden  zu  deu  Mittelpunkten  (x9y)  und  (x  +  Ax,  ?/  +  Ay]  ge- 
horigen  Kreise  der  Schar  mit  den  Eadien/"^,?/)  und  f(x-\-Ax,  y+Ay] 
beriihren  einander  dann  und  nur  dann,  wenn 

[/'(*  +  A  x,  y  +  Ay}~  f(x,  7/)]2  =  A  x*  +  Ay* 


ist.  Hieraus  aber  gelit  die  Bedingung  (4)  hervor,  wenn  der  zweite 
Mittelpunkt  unendlich  nahe  an  den  ersten  heranriicki  Deshalb 
sind  die  Kurven  des  Netzes  ohne  Umwege  so  zu  charakterisieren  : 
Die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  derartigen  Kurve  c  liegen? 
habeu  die  Eigenschaft,  da6  je  zwei  unendlich  benachbarte  einander 
beriihren.  Wenn  aber  zwei  Kreise  einander  bertihren,  also  eine  ge- 
meinsame Tangente  haben,  enthalt  die  gemeinsame  Normale  beide 
Mittelpunkte.  Da  nun  die  Kreise,  die  zu  den  Punkten  einer  der- 
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artigen  Kurve  c  gehoren,  eine  Einhiillende  7  haben  und  diese 
htillende  nach  Satz  33,  S.  57,  der  Ort  der  gemeinsamen  Punkte 
unendlich  benachbarter  Kreise  ist,  miissen  also  die  Normaleu  von  y 
die  Tangenten  von  c  sein,  d.  h.  die  Kurve  c  muB  die  Evolute  von 
y  sein,  nach  Satz  35,  S.  60.  Dieser  SchluB  laBt  sich  leicht  um- 
kehren.  Daher  gilt  der 

Satz  79:1  Alle  ebenen  Kurvennetze  ohne  Umwege  er- 
geben  sich  aus  alien  zweifach  unendlichen  Scharen  von 
Kreisen  in  der  Ebene  so:  Man  bestimmt  alle  Kurven  y, 
die  zu  Kriimmungskreisen  lauter  Kreise  der  Schar  haben. 
Die  Evoluten  c  dieser  Kurven  y  iiberdecken  die  Ebene 
doppelt  und  bilden  ein  Kurvennetz  ohne  Umwege. 

Bei spiel:  Als  Ortsfunktion  f(x,  y},  d.  h.  als  Radius  r  des  Kreises  mit 
dem  Mittelpunkte  (#,  y)  sei  eine  Funktion  von  x*  4-  y1  gewahlt.  I) aim  ge- 

horen  zu  alien  Mittelpunkten ,  die 
gleiche  Entfernung  vom  Anfangs- 
punkte  haben,  gleich  groBe  Kreise. 
Die  gesamte  zweifach  unendliche 
Kreisschar  hat  daher  die  Eigentum- 
lichkeit,  durch  Drehungen  um  den 
Anfangspunkfc  immer  in  sich  selbst 
iiberzugehen.  AuBerdem  sieht  man, 
daB  sie  auch  dann  in  sich  selbst 
ubergeht,  wenn  man  die  Ebene  um 
die  as-Achse  umlegt,  also  y  mit  —  y 
vertauscht.  Hieraus  folgert  man  ohne 
weiteres:  Wenn  eine  Kurve  CQ  so  be- 
schaflfeu  ist,  daB  die  zu  ihren  Punkten 
(Xj  y)  als  Mittelpunkten  gehorigen 
Kreise  der  Schar  die  Krummungs- 
kreise  einer  Kurve  f0  vorstellen,  gilt 
dasselbe  von  jeder  Kurve,  die  aus  c0 
durch  Drehung  utn  den  Anfangspunkt 
hervorgeht,  und  ebenso  von  derjenigeu 
Kurve  e0',  die  aus  c0  durch  Um- 

'•  61.  legung    um    die    #-Achse    entsteht. 

Umgekehrt:  Wahlt  man  CQ  beliebig 
und  ist  /0  irgend  eine  ihrer  Evolventexi,  so  lasse  man  alle  Krummungskreise 
von  f0  um  den  Anfangspunkt  0  rotieren.  Dadurch  entsteht  eine  zweifach  un- 
endliche Kreisschar  von  der  zuerst  angenommenen  Art.  Demnach  ergibt  sich 
aus  einer  beliebig  gewahlten  Kurve  c0  ein  spezielles  Kurvennetz  ohne  Umwege^ 
wenn  man  die  Kurve  CQ'  konstruiert,  die  aus  CQ  durch  Ucnlegung  um  die  ic-Achse 
hervorgeht,  und  sowohl  CQ  als  auch  CQ  um  0  rotieren  laBt,  siehe  Fig.  (Jl. 

1  Vgl  die  auf  S.  181  erwahnte  Abhandluxig  des  Verf.  von  1905. 
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§  1.    Einleitung,  insbesondere  Geraden  im  Raume. 

In  der  Geometrie  der  Ebene  sind  die  Kurven  der  vornelimste 
Gegenstand  unserer  Betrachtungen  gewesen.  Eine  Kurve  kann  als 
Ort  einer  stetigen  Schar  von  oo1  Punkten  definiert  werden.  Aber 
auch  eine  stetige  Schar  von  oo1  Geraden  in  der  Ebene  definiert  eine 
Kurve,  namlich  ihre  Einhiillende.  In  der  Ebene  1st  also  d?,s  von 

001  Punkten  erzeugte  Gebilde  mit  dem  von  oo1  Geraden  erzeugten 
Gebilde  im  wesentlichen  identisch. 

Anders  im  Raume.  Hier  haben  wir  drei  Elementargebilde : 
Punkte,  Geraden  und  Ebenen.  Eine  stetige  Schar  von  oo1  Punkten 
ist  eine  Kurve.  Wir  werden  sehen,  dafi  auch  eine  stetige  Schar 
von  oo1  Ebenen  eine  Kurve  erzeugt.  Eine  stetige  Schar  von 

002  Punkten  ist  eine  Flache.    Wir  werden  sehen,  daB  eine  stetige 
Schar  von  oo2  Ebenen  auch  eine  Flache  einhiillt. 

Aber  auch  stetige  Scharen  von  Geraden  erzeugen  wichtige 
raumliche  Gebilde.  Wahrend  der  Raum  oo3  Punkte  und  oo3  Ebenen 
enthalt,  da  jeder  Punkt  durch  drei  Koordinaten  x,  y,  z  und  jede 
Ebene  durch  eine  Gleichung  mit  drei  wesentlichen  Konstanten  dar- 
gestellt  wird,  gibt  es  oo4  Geraden.  In  der  Tat  wird  ja  eine  Gerade 
allgemeiner  Lage  im  gewohnlichen  recktwinkligen  Koordinaten- 
system  (ar,  ?/,  z)  etwa  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

(1)  z  —  rz  +  g,       y  =  s  z  +  cr 

definiert,   die  vier  wesentliche  Konstanten  r,  s,  Q,  <r  enthalten.    Im 
Raume   sind  demnach  stetige  Scharen  von  oo1,    von   oo2   und   von 

003  Geraden  vorhanden.     Eine  stetige  Schar  von  oo1  Geraden  er- 
zeugt eine  Flache  von  besonderer  Art,  eine  geradlinige  Flache 
oder   Regelflache.      Die    einfachsten    Beispiele    hierzu    sind    der 
Zylinder,    der    Kegel,    das    hyperbolische   Paraboloid   und   das    ein~ 
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schalige  Hyperboloid.  Eine  stetige  Scbar  von  oo2  oder  co3  Geraden 
erzeugt  im  allgemeinen  weder  eine  Kurve  noch  eine  Flache,  wenn 
sie  auch  mit  solchen  Gebilden  in  engen  Beziehungen  steht.  Man 
necnt  eine  stetige  Schar  von  oo2  Geraden  ein  Strahlensystem 
(eine  Strahlenkongruenz).  Hierzu  gehoren  z.  B.  alle  Geraden, 
die  ein  Ellipsoid  senkrecht  schneiden.  Eine  stetige  Schar  von 
oo3  Geraden  heiBt  ein  Strahlenkomplex.  Hierzu  gehoren  z.  B. 
alle  Geraden,  die  dieselbe  Neigung  zu  einer  Ebene  haben. 

Aus  diesen  fliichtigen  Andeutungen  sieht  man  schon,  da8  der 
Stoff,  den  wir  im  Raume  vor  uns  haben,  viel  mannigfaltiger  als  der 
in  der  Ebene  ist.  Wir  werden  daher  eine  Auswahl  zu  treffen  haben, 
um  nicht  zu  weit  geftihrt  zu  werden.  Im  wesentlichen  beschranken 
wir  uns  auf  die  Betrachtung  von  Kurven  und  Flachen  im  Raume, 
und  zwar  beschaftigen  wir  uns  zunachst  eingehend  mit  den  Eaum- 
kurven. 

Die  einfachste  Kurve  im  Raume  ist  die  Gerade.  Sincl  x,  y,  z 
rechtwinklige  Punktkoordinaten  im  Raume,  so  konnen  wir  eine 
Gerade  von  allgemeiner  Lage  als  den  Schnitt  zweier  Ebenen  defi- 
nieren: 


(2)         Al  x  +  S}  y  +  CI  z  =  Dl ,      J2  #  +  -52  y  +  C2  z  =  D2 . 

Diese  Darstellung  leidet  aber  an  dem  Mangel,  daB  unter  alien  Ebenen, 
die  eine  Gerade  enthalten,  zwei  bevorzugt  worden  sind.  Auch  wenn 
wir  die  Gleichungen  nach  x  und  y  auflosen,  wie  es  oben  in  (1)  ge- 
schehen  ist,  sind  zwei  besondere  Ebenen  durch  die  Gerade  bevor- 
zugt; die  erste  Gleichung  (1)  stellt  namlich  eiiie  Ebene  parallel  zur 
y-Achse,  die  zweite  eine  Ebene  parallel  zur  #-Achse  dar. 

Besser  und  haufig  bequemer  ist  eine  andere  Darstellung  der 
Geraden:  Ist  (a,  5,  c)  ein  Punkt  im  Raume,  sind  ferner  A,  5,  C 
drei  Konstanten  und  ist  t  eine  beliebig  veranderliche  GroBe,  so 
stellen  die  drei  Gleichungen 

{*-*)  " **•  ~T"  t  J    """"  I  9  ' 

die  Punkte  (x9  y,  z)  einer  Geraden  dar,  namlich  derjenigen  Geraden7 
die  durch  •  den  Punkt  (a,  b,  c)  geht  und  auBerdem  den  Punkt  mit  den 
Koordinaten  a  +  A,  b  +  £,  c  +  C  enthalt.  In  (3)  liegt  eine  Para- 
meterdarstellung  einer  Geraden  vor.  Zu  jedem  Werte  des 
Parameters  t  gehort  ein  bestimmter  Punkt  (or,  y,  z}  der  Geraden. 
Die  Strecke  vom  Punkte  (a,  bt  c)  bis  zu  diesem  Punkte  ist  gleich 
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oder: 


fyj*  +  .#2  4-  C2. 

Bei  reellen  Geraden  ist  diese  Streeke  nur  dann  gleich  Null,  wenn 
t  =  0  ist,  mit  anderen  Worten,  wenn  der  Punkt  (x,  y,  z)  mit 
dem  Punkte  (a,  3,  c)  zusammenfallt.  Aber  bei  imaginaren  Geraden 
kann  auch  A2  +  J32  +  C2  =  0  sein.  Es  sind  dies  die  Geraden  von 
der  Llinge  Null,  die  Minimalgeraden,  denen  wir  ja  schon  in  der 
Ebene  auf  S.  13  begegnet  waren.  Die  Minimalgeraden  des  Raumes 
werden  wir  spater  genauer  untersuchen. 

Wir  wollen  annehmen,  da6  die  Gerade  (3)  keine  Minimalgerade, 
also  A2  +  £2  +  C2  =j=  0  sei.  Ist  die  Gerade  reell  und  sind  A,  JB,  C 
reelle  Konstanten,  so  konnen  wir  die  Gerade  positiv  rechnen  im  Sinne 
wachsender  Werte  des  Parameters  t.  Dementsprechend  ist  dann 
die  Streeke 

t  I/A2  +  -fi3  +  6^ 

vom  Punkte  (t  =  0)  bis  zum  Punkte  (t}  mit  t  positiv  oder  negativ 
anzunehmen,  d.  h.  der  Wurzel  das  Pluszeichen  zu  geben.  Ist  die 
Gerade  imaginar,  so  wahlen  wir,  urn  sie  zu  orientieren,  einen  der 
beiden  Werte  aus,  die  der  Wurzel  zukommen.  Der  Anfang  (t  —  Oj 
und  das  Eude  (t}  der  betrachteten  Streeke  haben  Projektionen  auf 
der  ar-Achse  mit  den  Abszissen  x  =  a  und  x  —  a  +  At,  so  daB  A  t 
die  Prqjektion  der  Streeke  auf  die  ^*-Achse  bedeutet.  Bbenso  sind 
Bt  und  Ct  die  Projektionen  der  Streeke  auf  die  ?/-Achse  und  z-Achse. 
Die  Verhaltnisse  aus  diesen  Projektionen  zur  Streeke  selbst,  d.  h. 
die  drei  Briiche 

*        '  1  /~ji>>    "i       ~7">*      ~,  """"/>•>  1    /     A  H 


heifien  die  Richtungskosinus  der  Geraden  und  zwar  deshalb7 
well  sie  die  Kosinus  der  Winkel  sind,  die  von  der  Geraden  mit  den 
drei  positiven  Achsen  gebildet  werden.  Obgleich  namlicb  die  Ge- 
rade (3)  die  Achsen  im  allgemeinen  nicht  treffen  wird,  bildet  sie 
doch  mit  ihnen  gewisse  Winkel.  Diese  Winkel  sind  diejenigen,  die 
von  der  zur  Geraden  parallelen  Geraden  durch  den  Anfangspunkt 
mit  den  Achsen  gebildet  .werden.  Diese  parallele  Gerade  hat  die 
Gleich ungen,  die  aus  (3)  hervorgeheu,  wenn  a  =  b  =  c  =  0  ge- 
setzt  wird: 

(5)  x  =  Atj      y  «  lit,      z  =  Ct. 

Die  W^erte  (4)  sind  auch  hier  die  Verhaltnisse  aus  den  Projektionen 
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der  vom  Punkte  (t  =  0)  bis  zum  Punkte  (t)  gehenden  Strecke  der  Ge- 
raden  (5)  zur  Lange  der  Strecke  selbst  und  also  in  der  Tat  die  Kosinus 
der  Winkel  der  Geraden  (4)  mit  den  drei  Achsen:  Diese  Winkel 
selbst  sind  jedoch  trotz  der  Orientierung  der  Geraden  und  der  Achsen 
nicht  einwertig,  auch  wenn  man  von  dem  bei  Winkeln  stets  zu- 
]assigen  additiven  ganzen  Vielfachen  von  2n  absieht.  Denn  wenn 
9  einer  der  Winkel  ist,  kann  man  ihn  durch  2rc  —  y>  oder  auch 
durch  —  (f  ersetzen,  well  in  den  Ebenen  des  Eaumes  kein  bestimmter 
positiver  Drehsinn  vorgeschrieben  werden  kann.  Die  Kosinus  ist 
die  einzige  unter  den  vier  goniometrischen  Funktionen,  die  fur  cp 
und  —  cp  denselben  Wert  hat.  So  ergibt  sich  aufs  neue,  dafi  die 
Richtungskosinus  einwertig  definierbare  GroBen  (4)  sind,  und  man 
sieht  daraus  iiberdies,  weshalb  man  in  der  Geometrie  des  Eaumes 
gerade  die  Kosinus  der  Winkel  benutzt  Dementsprechend 
werden  wir  nicht  fiir  die  Winkel  selbst,  sondern  fur  ihre 
Kosinus  Bezeichnungen  a,  fi,  y  einfiihren,  also  setzen: 

H  C 


Zwischen  den  drei  Richtungskosinus  besteht  die  bekannte  Glei- 
chung: 

(7)  a2  +  /S*  +  y*  «  1  - 

Umgekehrt:  Sind  a,  (I,  y  drei  GroBen,  die  der  Gleichung  (7)  ge- 
niigen,  so  siellen  die  Gleichungen 

(8)  x  =  a  +  cet,       y^b  +  ^t,       z  =  c  +  yt 

diejenige  Gerade  durch  den  Punkt  (a,  i,  c)  dar,  deren  Richtungs- 
kosinus a,  (},  y  sind,  und  zwar  ist  sie  richtig  orientiert,  sobald  man 
die  Quadratwurzel  aus  a*  +  /52  +  y2  gleich  +  1  wahlt.  Ist  die 
Summe  der  Quadrate  von  a,  ft,  y  in  (8)  nicht  gleich  Eins,  so  sind 
a,  /?,  y  nur  proportional  der  Richtungskosinus.  Zuweilen  sagen 
wir,  die  Gerade  habe  die  Richtung  (ct:ji:y\ 

Zwei  beliebige  orientierte  Geraden  im  Raume,  deren  Richtungs- 
kosinus cfj,  fa,  yl  und  a^  /92?  y2  sind,  bilden,  auch  wenn  sie  sich 
nicht  schneiden,  miteinander  gewisse  Winkel  a>,  niimlich  diejenigen, 
deren  Schenkel  OPl  und  0  P2  die  Parallelen  zu  beiden  Geraden 
durch  den  Anfangspunkt  0  sind.  Macht  man  OPj  =  OP2  =  1?  so 
haben  Pl  und  P2  als  rechtwinklige  Koordinaten  die  Richtungskosinus 
#j?  &»  7i  un(i  av  ^2?  /2-  Wieder  kann  man  bemerken,  daB  zwar 
co  durch  —  co  ersetzbar,  aber  doch  coso?  =  cos(—  a?)  ist.  Um  coso? 
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zu  berechnen,  projiziert  man  die  Strecke  OPl  auf  die  Gerade  OPr 
Die  Projektion  OQ  ist  bekanntlich  identisch  mit  der  Summe  der 
Projektionen  der  drei  Koordinaten  alt  /S1?  yl  von  Px  auf  die  Ge- 
raden  OP2.  Daraus  ergibt  sick  fur  cos®  —  OQ:  U  P2  **  0  Q  der 
aus  der  analytischen  Geometrie  bekannte  Wert: 

(9)  cos  co  =  ^  ^3  +  &•/?,  +  ft  ft  . 

Gelegentlich  brauchen  wir  den  Winkel  zweier  benachbarter 
Eichtungen,  die  in'der  Grenzlage  zusammen  zu  fallen  stre.ben.  Daher 
mogen  a,  /?,  /  die  Kosinus  einer  Eichtung  und  a  +  A&,  $  +  A$, 
/  +  A  y  die  einer  benacbbarten  Eichtung  sein.  Der  Kosinus  des 
Winkels  beider  Eichtungen  ist  nach  (9)  gleich 


y  Ay 
oder  also  nach  (1)  gleich 


er  strebt  nach  Eins,  falls  A  a,  Afi,  Ay  nach  Null  streben.  Sein 
Sinus  und  er  selbst  wird  daher  nach  Null  streben,  und  deshalb 
bezeichnen  wir  ihn  mit  A  co.  Nun  ist: 

sin2  £  A  0}  =  1  ~"  cos^c 

Aber  wegen  (7)  haben  wir  noch: 

(a  +  A  cc] 
und  daher: 

Folglich  kommt: 

€\T&\Ato  — 


Da  Aa>  mit  J«,  J/S,  J/  nach  Null  strebt  und  dann  bekanntlich  auch 
sin-J-zlaK^  Aw  nach  Eins  strebt,  folgt  hieraus:  Beim  Grenzliber- 
gange  gilt  fiir  den  Winkel  A(o  beider  Eichtungen  die  Formel 


Dieses  Ergebnis  werden  wir  spater  benutzgn. 
Ist  die  Gerade  (3)  eine  Minimalgerade,  so  verschwindet  die 
Summe  A*  +  J3*  +  C2.    Demnach  kommen,  den  Minimalgeraden 
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gar  keine  Eichtungskosinus  zu.  Man  kann  deshalb  auch  nicht 
von  dem  Winkel  sprechen,  den  eine  Minimalgerade  mit  irgend  einer 
anderen  (Jeraden  bildet. 

Zum  Schlusse  dieses  einleitenden  Paragraphen  erwahnen  wir 
noch  eine  einfache  und  in  der  Geometrie  des  Eaumes  oft  ntitzliche 
identische  Umformung:  Sind  al}  /?1?  yx  und  #2,  /?2,  ya  irgend 
welche  sechs  GroBen,  so  ist  stets 

1  #2  ~~  ^2  ^l)     +  \a\  ft   ~"  ^2  Pi)     ~ 

2  +  A2  +  ^2)  ~  K  ^2  +  A  A  +  ^i  ^)2- 


§  2.    Die  Bewegungen  im  Raume. 

Die  Bemerkungen  zu  Beginn  des  §  3,  S.  13,  iiber  die  Rela- 
tivitat  von  Lagenanderungen  oder  Bewegungen  gelten  auch  im 
Eaume.  Daber  betrachten  wir  wie  dort  auch  hier  zunachst  die 
Anderung  des  Koordiuatensystems: 

Das  dreifach  rechtwinklige  Achsenkreuz  (Oxyz]  sei  aus  seiner 
ursprtinglichen  Lage  in  eine  neue  Lage  iibergefiihrt  worden,  so  da6 
der  Anfangspunkt  alsdann  an  der  Stelle  0  liegt.  Die  Acbsen  seien 
in  ihrer  neuen  Lage  als  die  5-,  y-  und  z-Achse  bezeicbnet.  Die 
Eichtungen  der  neuen  positiven  Achsen  bilden  mit  den  Eichtungen 
der  alten  positiven  Achsen  Winkel,  deren  Kosinus  #3 ,  /91?  yx; 
<*v  ftv  Yi\  <*3>  A?  /3  seien^  so  da6  aus  der  Tafel 


X 


y 


«l        A 


A    r3 


zu  entnehmen  ist,  welche  Kosinus  mit  #£,  /?i?  /.  bezeichnet  werden 
sollen.  Ferner  habe  der  neue  Anfangspunkt  0  im  ursprunglichen 
System  die  Koordinaten  a,  b}  c. 

Ein  Punkt  P  des  Raumes  kann  auf  beide  Koordinatensysteme 
bezogen  werden.  Es  fragt  sich,  wie  sich  seine  Koordinaten  .r,  y,  z 
und  a,  y,  z  vermoge  einander  ausdriicken.  Dies  ergibt  sich  leicht, 
wenn  man  davon  Gebrauch  macht,  da8  die  Summe  der  Projektionen 
der  Seiten  eines  raumlichen  geschlossenen  Polygons  auf  eine  be- 
liebige  Gerade  gleich  Null  ist.  Ein  solches  Polygon  stellen  wir  so 
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her  (Fig.  62) 1:  Das  Lot  von  P  auf  die  £y-Ebene  treffe  diese  in  A, 
das  Lot  von  A  anf  die  x-Achse  diese  in  £.  Ferner  sei  C  der  FuB- 
punkt  des  Lotes  von  P  auf  die  #z-Ebene,  D  der  FuBpunkt  des 
Lotes  von  C  auf  die  z-Achse.  Endlich  treffe  das  Lot  von  0  auf 
die  a;y-Ebene  diese  in  E  und  das  Lot  von  JE  auf  die  .r-Achse  diese 
in  F.  Jetzt  ist 

OFEOBAPCDO 

ein  geschlossenes  raumliches  Vieleck.   Seine  Seiten  haben  die  Langen: 


bei  gehoriger  Beach- 
tung  der  Eichtung  des 
Umlaufes,  die  bei  den 
drei  letzten  Seiten  den 
Richtungen  der  posi- 
tiven  Achsen  entgegen 
sind.  Aus  der  Tafel  ent- 
nehmen  wir  die  Kosinus 
der  Winkel,  die  von 
den  Seiten  des  Vielecks 
mit  den  alten  und  neuen 
Achsen  gebildet  werden. 
Projizieren  wir  das  Poly- 
gon nacheinander  auf 
die  drei  alten  und  auf 
die  drei  neuen  Achsen, 
so  gehen  die  sechs  Grlei- 
chungen  hervor: 


Fig.  62. 


(^  a  +  ^  b  +  yi  c  +  x  -  orx  x  -  ft  y 
^  a  +  ft  ft  +  72  c  +  y  -  a,  ar  -  ft  y 


z  =  0, 
^  =--  0, 


1  Will  man  das  Achsenkreuz  in  der  Ebene  folgeriehtig  zu  einem  Achsen- 
kreuze  im  Raume  erweitern,  so  hat  man  die  positive  #-Achse  nach  derjenigen 
Seite  der  x  y- Ebene  hin  zu  ziehen,  von  der  aus  die  positive  Drehung  in  der 
Ebene,  d.  h.  von  der  positiven  a?-Achse  zur  positiven  y-Achse  hin,  in  der  ge- 
wohnten  Weise  als  Linksdrehung  erscheint.  Deshalb  ziehen  wir  die  x-Achse 
nach  links,  die  y-Achse  nach  rechts  und  die  *-Achse  nach  oben. 

13* 
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Oder: 

und 

(2) 


5  «  tfx  (x  -  a)  +  ft  (y  -  A)  +  7X  (z  -  c), 
y  =  #2(*  -  a)  +  /52(y  -  4)  +  y2(z  -  c), 
5  «  ^3(^  -  a)  +  ^(y  -  i)  +  r3(^  -  c). 


Von  diesen  Formeln  miissen  die  einen  die  Auflosungen  der 
anderen  sein.  Setzen  wir  die  Werte  (1)  yon  ar,  y,  z  in  (2)  ein,  so 
folgt  also,  daB  die  G-leichungen  bestehen: 

f  «i  2  +  &  2  +  /i  2  -  1  »    ««  «b  +  A  A  +  •  y  j  y  s  «  °  » 

(3)         <*22  +  &2  +  r22=i,     «»«i+AA  +r3/i  -o, 

I  «s2  +  A2  +  TV*  -  i  ;     «i  <**  +  A  A  +  ft  y*  =  °- 

Bei  umgekehrter  Substitution  ergeben  sich  diese  Q-leichungen: 

(4) 


Zwischen  den  neun  Eichtungskosinus  bestehen  somit  diese  zw6lf 
Bedingungen.  Aber  noch  mehr:  Aus  den  beiden  unter  (4)  auf- 
tretenden  Gleichungen: 

A^  +  A^'  +  A^-o* 

ft  <*i  +  rz  <%  +  Y*  <*%  =  o 

folgt,  da  sie  linear  und  homogen  in  cel9  «2,  cts  sind: 

(5)    «! 


wobei  A  ein  noch  unbekannter  Faktor  ist.     Setzen  wir  diese  Werte 
in  die  erste  Gleichung  (4)  ein,  so  kommt: 


-  Aft)3  +  (Aft  -  A  rtf  +  Wtr*  -  Aft)2}  -  1 

oder  nach  der  Identitat  (11),  S.  194: 

*J{(&f  +  AH&W  +  ft^ 

Nach  (4)  aber  reduziert  sich  diese  Gleichung  auf: 
(6)  A2  =  1  . 
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Der  Faktor  A  1st   also   gleich  +  1   oder  —  1.     Ehe   wir  zwischen 
beiden  Werten  entscheiden,  beachten  wir  noch,  da6 


(7) 


A 


1st,  wie  man  sofort  findet,  wenn  man  die  Determinante  nach  der 
ersten  Reihe  entwickelt  und  die  Werte  (5)  einsetzt  Nach  (6)  ist 
mithin  die  Determinante  der  Riehtungskosinus  gleich  +  1  oder  —  1. 
Nun  soil  das  neue  Achsenkreuz  durch  stetige  Bewegung  ans 
dem  alten  hervorgehen.  Wahrend  der  Ausfiihrung  der  Bewegung 
werden  sich  die  Richtungskosinus  der  neuen  Achsen  gegen  die  alten 
stetig  andern.  Die  Determinante  muB  also  in  jeder.  Lage  des 
Systems  gleich  +  1  oder  in  jeder  Lage  gleich  —  1  sein.  Es  gentigt 
daher  zu  entscheiden,  welchen  Wert  sie  zu  Beginn  der  Bewegung 
hat  Zu  Anfang  fallen  die  neuen  positiven  Achsen  mit  den  alten 
positiven  Achsen  zusammen,  so  daB  c^  =  /92  —  yz  =.1  und  alle 
anderen  Richtungskosinus  gleich  Null  sind,  mithin  die  Determinante 
den  Wert  +  1  hat  Demnach  ist  A  =  +  i  zu  setzen,  so  daB  die 
Formeln  (5),  denen  sich  sofort  sechs  analoge  durch  zyklische  Ver- 
tauschung  von  a,  ft,  y  anschliefien,  ergeben: 


A 


yl 


(8) 


wShrend  aus  (7)  folgt: 

(9) 


A 

A 


Natiirlich  sind  unter  den  22  Formeln  (3),  (4),  (8)  und  (9),  die 
zwischen  den  neun  Richtungskosinus  bestehen,  eine  groBe  Anzahl 
Folgen  der  iibrigen. 

Da  wir  einen  Teil  dieser  Formeln  haufig  gebrauchen  werden, 
sind  sie  des  bequemen  Nachschlagens  halber  am  Schlusse  dieses 
Bandes  im  Anhange  in  der  Tafel  I  unter  [A]  bis  (F)  zusammen- 
gestellt  Wir  zitieren  sie  kunftig  einfach  als  I  (A]  bis  I  (F]. 

Die  Formeln  far  die  Einfiihrung  eines  neuen  rechtwinkligen 
Achsenkreuzes  (Oxy'z)  gestatten  nun  eine  zweite  Deutung:  Liegt 
eine  starre  'Figur  vor.  so  k5nnen  wir  uns  vorstellen,  ein  mit  ihr 
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fest  verkniipftes  Achsenkreuz  (Oxyz)  falle  urspriinglich  mit 
dem  im  Eaume  fest  gewahlten  Achsenkreuze  (Oxyz)  zusammen. 
Vermoge  einer  Bewegung  gehe  die  starre  Figur  in  eine  neue  Lage 
tiber,  so  daB  das  mit  ihr  verbundene  Achsenkreuz  (Oxyz)  dann 
irgendwo  im  Raume  1st.  Alsdann  liegt  gerade  die  Beziebung 
zwischen  beiden  Acbsenkreuzen  vor,  die  wir  soeben  betrachteteu. 
Dabei  bedeuten  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Figur 
in  ibrer  urspriinglichen  Lage,  bezogen  auf  das  im  Eaume  feste 
Achsenkreuz,  und  x,  y,  z  die  Koordinaten  desselben  Punktes  der 
Figur  naeb  der  Bewegung,  bezogen  auf  dasselbe  im  Eaume  feste 
Achsenkreuz.  Vgl.  hierzu  S.  15. 

Mithin  driicken  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  das  Er- 
gebnis  einer  allgemeinen  Bewegung  im  Eaume  aus,  bei 
der  ein  Punkt  (z9y,z)  der  in  Bewegung  gesetzten  Figur  in 
einen  Punkt  (x,  y,  z}  iibergeht,  und  zwar  sind  beide  Punkte 
auf  ein  und  dasselbe  Acbsenkreuz  bezogen.  Dabei  bedeuten 
z.  B.  cr1?  /313  Yl  die  Eicbtungskosinus  derjenigen  Geraden,  die  zuerst 
in  der  a>Achse  lag,  nacb  der  ausgefiihrten  Bewegung. 

Man  sieht  leicbt,  daB  bei  einer  Bewegung  im  Allgemeinen. 
kein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  in  sich  iibergebt,  denn  sonst 
muBten  die  Gleichungen  (1),  sobald  man  darin  statt  x,  y,  ~z  aucb 
x,  y,  z  schreibt,  durch  drei  Werte  x,  y,  z  erfullbar  sein;  und  dies 
1st  im  allgemeinen  unmoglich,  weil  dann  drei  in  x,  y,  z  lineare, 
aber  nicbt  homogene  Gleichungen  vorliegen,  deren  Determinate 


(10) 


A 


-  o 


1st.  Dies  namlich  erkennt  man,  wenn  man  die  Determinate  ent- 
sprechend  den  in  ihr  auftretenden  Differenzen  zerlegt  und  die 
Formel  (9)  sowie  die  unter  (8)  in  der  Diagonale  stehenden  Formeln 
anwendet. 

Wohl  aber  lehrt  das  Verschwinden  der  Determinante  (10),  daB' 
es  drei  endliche  und  nicht  samtlich  verschwindende  Konstanten  u, 
v,  w  gibt,  fiir  die: 

(&i  —  1)  u  +  ct2  v  +  #3  w  =  0 , 


+  /2  v  +  (/3  —  1)  w  «s  0 
ist.    Wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  mit  ccly  /3X,  n/\  niultiplizieren 
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und  dann  addieren,  geht  eine  Gleichung  hervor,  die  sich  wegen  (3) 
sehr  vereinfacht  Ebenso,  wenn  wir  sie  mit  c*2,  /?2,  /3  oder  c*3,  /?8,  y3* 
multiplizieren.  Es  kommt  namlich: 


(12) 


.0, 


(A  - 


folgen  hieraus  riickwarts  leicht  wieder  die  Formeln  (11). 

Das  Vorhandensein  der  drei  Konstanten  u,  v,  w  hat  eine  wichtige 
geometrisclie  Bedeutung.  Ehe  wir  sie  geben,  inachen  wir  noch 
einige  rein  rechnerische  Beobachtungen:  Die  Gleichungen  (11)  be- 
stimmen  die  Verhaltnisse  ui.v:w  eindeutig,  sobald  nicht  alle  zwei- 
reihigen  Unterdeterminanten  der  Determinante  (10)  gleich  Null  sind. 
Diese  sind  nur  dann  samtlich  gleich  Null,  wenn  #3  =  /?2  =  ^3  =  1 
und  &3  +  ^  =  /5X  +  o?2  =  /2  +  /93  =  0  ist  Hieraus  folgt  mit  Etick- 
sicht  auf  die  in  der  Diagonale  Ton  (8)  stehenden  Formeln,  daB 
K^  =  ^2  =  /3  »  1  und  alle  anderen  cc,  /?,  y  gleich  Null  sind,  daB 
mithin  die  Punkte  (5,  y,  5)  nur  die  Schiebung  5  =  ^  — a, 
y  =  y  —  ^,  5  =  z  —  c  erfahren,  bei  der  alle  Richtungen  ungeandert 
bleiben. 

Sobald  mithin  die  Bewegung  nicht  bloB  eine  Schiebung  ist, 
bestimmen  die  Gleichungen  (11)  oder  (12)  die  Verhaltnisse  u:v:w 
eindeutig.  Aus  je  zwei  Gleichungen  (11)  oder  (12)  folgen  nach  (8) 
verschiedene  Ausdrucksformen  fur  die  Verhaltnisse,  namlich  diese: 


(13) 


u:v:w  .  (1  +  ^  -  &  -  y8)  :  (*,  +  ^)  :  (^ 

-  G»i  +  *2)  •  (1  -  «i  +  A  -  /a)  :  (& 

=  (Tl  +  «s)  •  (/2  +  A)  :  (J   -  «l  ~  A 


die  natiirlich  wegen  der  zwischen  den  Bichtungskosinus  bestehenden 
Beziehungen  miteinander  gleichwertig  sind.  Wenn  man  ent- 
sprechende  Gleichungen  (11)  und  (12)  voneinander  subtrahiert,  so 
kommen  drei  Gleichungen,  aus  denen  noch  folgt: 

(14)  u: v:w  =  (/2  -  /98) :  (a,  -  yj  :  (^  -  ^). 

In  besonderen  Fallen  kann  es  eintreten,  daB  die  eine  oder 
andere  Ausdrucksform  versagt,  indem  sie  0:0:0  liefert.  Eine  ist 
aber  stets  vorhanden,  die  nicht  versagt,  denn  alle  in  (13)  und  (14) 
rechts  stehenden  Ausdriicke  verschwinden  nur  im  Falle  einer 
Schiebung. 
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Jetzt  kommen  wir  zur  geomfctrischen  Deutung:  Eine  Gerade, 
deren  Eichtungskosinus  proportional  u,  »,  w  sind,  hat  die  Glei- 
chungen  (nach  S.  190): 


Vermoge  der  Bewegung  gelit  der  Punkt  (f,  tj,  5)  der  Geraden  nach 
(1)  in  den  Punkt  mit  den  *Koordinaten 


5  =  ft  S  +  ft  9  +  ft  5  +  c 
liber  und  mithin  der  allgemeine  Punkt  (x,  y,  z)  der  Geraden  (15) 
in  den  Punkt  mit  den  Koordinaten: 


die  wegen  (11)  die  Werte  haben: 

(17)  ar  =  J  +  tt^3       y  =  t)  +  t7#,       2  =  j  +  tt?£. 

Vergleichen  wir  dies  mit  (15),  so  folgt:  Die  Gerade  (15)  wird  bei 
der  Bewegung  in  eine  mit  ihr  parallele  Gerade  verwandelt.  Wenn 
man  unlgekehrt  die  Bedingungen  dafiir  aufstellt,  daB  eine  Gerade  (15) 
vermoge  der  Bewegung  in  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  (17)  iiber- 
geht,  kommt  man  auf  die  Bedingungen  (11)  fur  u,  t?,  w. 

Mithin  hat  sich  ergeben:  Sobald.  die  Bewegung  keine 
Schiebung  ist,  gibt  es  eine  und  nur  eine  Eichtung  (u:v:w] 
im  Eaume;  die  nach  der  Bewegung  die  alte  ist. 

Weil  es  unendlich  viele  Geraden  von  dieser  Eichtung  gibt,  liegt 
die  Frage  nahe,  ob  nicht  eine  unter  diesen  Geraden  in  sich  selbst 
(ibergeftihrt  wird.  Ist  (f,  tj,  g)  ein  Punkt  auf  ihr,  so  wird  er  vermoge 
der  Bewegung  in  den  durch  (16)  bestimmten  Punkt  (5,  t),  j)  verwandelt, 
von  dem  wir  verlangen  miiBten,  daB  er  auf  der  Geraden  liege, 
anders  ausgedriickt:  Es  miiBten  £  — •  j,  ij  —  ty}  }  —  5  proportional 
u,  v,  w  sein;  es  miiBte  also  einen  Faktor  t  geben,  derart,  daB: 

(  (tfj  —  1)  £  +  #2  tj  -f  cts  j  +  a  «  t  u  9 

'  ft  I  +  ft  5  +  (ft  ~  1)  5  +  c  **  * w 

ware.  Die  Determinate  dieser  drei  Gleichtingen  hinsichtlich  y ,  5,  j 
ist  nach  (10)  gleich  Null.  Fiir  beliebiges  t  haben  sie  also  keine 


§  2.  -Die  Bewegungem  im  Raume*  201 

L5sungen  j>  5j,  5,  da  auch  u,  r,  w  nicht  samtlich  gleich  Nidi  sind. 
Dagegen  gibt  es  einen  Wert  von  t,  fur  den  eine  der  drei  Gleichungen 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist.  Mnltiplizieren  wir  namlich  die 
drei  Gleichungen  (18)  mit  ut  v,  w  und  addieren  sie,  so  kommt 
nach  (12): 

a  u  +  b  v  +  c  w  =  t  (u*  +  t?2  +  w2)  . 
Sobald  also 


*  - 


ist,  wird  eine  der  drei  in  f,  Ij,  5  linearen  Gleichungen  (18)  eine  Folge 
der  beiden  anderen.  Dann  wird  den  Gleichungen  (18)  durch  die 
Punkte  (j,  §  j)  einer  Geraden  gentigt,  aber  nicht  etwa  durch  die 
einer  Ebene,  denn  alle  drei  Gleichungen  (18)  konnen  sich  nicht  auf 
nur  eine  Gleichung  reduzieren,  weil  sonst  die  GroBen 

^  -  1  ,  <%,  az 
den  GroBen 

ft  9  ft  —  1  ,  /98 
und  den  GroBen 

rn   r2,   r*  -  1 

proportional  sein  miiBten/  was  wegen  der  zwischen  den  af  /9,  y  auf- 
gestellten  Beziehungen  wieder  zu  dem  beiseite  gestellten  Falle  einer 
Schiebung  fiihren  wtirde. 

Es  gibt  folglich  nur  eine  Gerade  im  Eaume,  die  bei  der  Be- 
wegung  in  sich  iibergefiihrt  wird.  Das  ist  die  den  drei  Ebenen  (18) 
fur  den  Wert  (19)  von  t  gemeinsame  Gerade.  Ihre  Eichtungskosinns 
sind  proportional  u,  v,  w.  Bringt  man  die  Gerade  in  starre  Ver- 
bindung  mit  der  in  Bewegung  gesetzten  Figur,  so  wird  sie  nach  der 
Bewegung  wieder  dieselbe*  Lage  haben  und  nur  in  sich  verschoben 
sein.  Daher  laBt  sich  das  Ergebnis  der  Bewegung  dadurch  er- 
reichen,  daB  man  diese  Gerade  der  Figur  festhalt,  d.  h.  die  Figur 
langs  der  Geraden  verschiebt  und  um  die  Gerade  dreht  Eine  solche 
Bewegung  heiBt  eine  Schraubung. 

Wir  konnten  also  sagen,  daB  jede  Bewegung  im  Eaume  ent- 
weder  durch  eine  Schiebung  oder  durch  eine  Schraubung  hin- 
sichtlich  ihres  Ergebnisses  ersetzbar  sei,  wenn  nicht  noch  eine  Aus- 
nahme  vorkommen  konnte.  Der  Wert  (19)  von  t  wird  ,  unbrauch- 
bar,  wenn 
(20)  u2  +  v2  +  wz  «  0 

ist.  Dann  ist  die  Gerade  (15)  eine.  Minimalgerade  (siehe  S.  191). 
Bei  einer  reellen  Bewegung  im  Eaume  sind  die  a,  8,  y  und  also 
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auch  die  Verhaltnisse  u:v:w  reell,  so  da8  diese  Ausnahme  nicht 
moglich  1st,  wohl  aber  bei  einer  imaginaren  Bewegung.  Auf  diesen 
Ausnahmefall  gehen  wir  nicht  naher  ein. 

Wenn  man  beachtet,  daB  sich  eine  Schraubung,  da  sie  aus 
einer  Schiebung  nnd  aus  einer  Drehung  urn  eine  Gerade  zusammen- 
gesetzt  ist,  insbesondere  auf  eine  Schiebung  —  ebenso  wie  auf  eine 
Drehung  —  reduzieren  kann,  so  findet  man: 

Satz  1;  Jede  reelle  Bewegung  im  Eaume  laBt  sich  hin- 
sichtlich  ihres  Ergebnisses  stets  durch.  eine  Schraubung 
ersetzen.  Nur  wenn  die  Schraubung  bloB  eine  Schiebung 
ist,  wird  ifrre  Achse  unbestimmt.1 

AuBerdem: 

Satz  2:  Die  Bewegung,  bei  der  die  Punkte  (5,  y,  z)  des 
Eaumes  in  die  Punkte  (xf  y,  z)  iibergehen,  fiir  die 


ist,  lafit  sich  durch  eine  Schraubung  ersetzen,  sobald  die 
Summe  der  Quadrate  dreier  GroBen  w,  v,  w,  deren  Verhalt- 
nisse  durch 

(c^  —  1)  u  +  cfz  v  +  as  w  =  0, 

A«  +  f/S2~l)^  +  /53^-0, 
/i  ^  +  r2  r  +  (/3  -  1)  w  =  0 

bestimmt  sind,  nicht  gleich  Null  iat.  Und  zwar  ist  die 
Achse  der  Schraubung  die  den  drei  Ebenen 


1  Dieser  Satz  ruhrt  her  von  Mozzi,  ,,Discorso  matematico  sopra  il 
rotamento  momentaneo  dei  corpi",  Neapel  1763.  Doch  blieb  Mozzis 
Entdeckung  unbeachtet.  EXILER  (}?Formulae  generales  pro  translations 
quacunque  corporum  rigidorum",  No vi Commentarii  Acad.  Petropolitanae, 
a.  1775,  T.  XX,  Petersburg  1776)  stellte  den  Satz  auf,  daB  ein  starrer  Korper 
auf  unendlich  viele  Weiaen  durch  eine  Drehung  und  eine  Schiebung  in  eiue 
beliebige  andere  Lage  libergefuhrt  werden  kann,  wobei  aber  wohlbemerkt  die 
Kichtung  der  Schiebung  nicht  mit  der  Richtung  der  Drehachse  zuaammenfiel. 
Er  bemerkte  nichfc,  daB  unter  diesen  Moglichkeiten  eine  ist,  die  den  Satz  von 
Mozzi  geliefert  hatte.  Erst  CiustES  fand  diesen  Satz  von  neuem  in  seiner 
,,Note  sur  Jes  propriety's  g^n^rales  du  syst^me  de  deux  corps 
semblables  places  d'une  mauiere  quelconque  dans  Tespace,  et  sur 
ie  d^placement  fini  ou  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre", 
Bulletin  de  P^russae,  T.  XIV  (1830). 
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bei  der  Annahme 
gemeinsame  Gerade. 


§  3.   Analytische  Darstellung  von  Raumkurven. 

Bezeichnet   t  eine   beliebig    veranderliche   GroBe    und  werden 
die  Punktkoordinaten  x,  yy  z  als  Funktionen  von  t  gegeben: 


so  durchwandert  der  Punkt  (ar,  y,  z)  eine  Kurve  im  Baume,  so- 
bald  —  wie  immer  —  vorausgesetzt  wird,  daB  die  Funktionen 
wenigstens  in  einem  gewissen  Bereiche  einwertig  analytisch  sind 
(vgl.  S.  2).  Unter  dem  Kurvenpunkte  (^0)  ist  dann  derjenige  Punkt 
zu  verstehen,  dessen  Koordinaten  sich  aus  (1)  ergeben,  wenn  darin 
fur  t  der  Wert  tQ  gesetzt  wird.  Die  langs  der  Kurve  veranderliche 
GroBe  t  heiBt  ein  Parameter  (Hilfsveranderliche)  und  die 
Form  (1)  eine  Parameterdarstellung  der  Raumkurve.1  Man 
vergleiche  die  Betrachtungen  in  §  1  des  ersten  Abschnittes. 

Wie  in  der  Ebene  hat  auch  im  fiaume  ein  und  dieselbe  Kurve 


1  Die  wichtigsten  a  Here  n  Arbeiten,  in  denen  die  Theorie  der  Kanm- 
kurven  geschaffen  wurde,  sind  die  folgenden: 

CIAIRATJT,  ,,Kech,erches  sur  les  courbes  a  double  eourbure", 
Paris  1731. 

TJNSEAU,  ,,Solution  de  quelques  probl^mes  relatifs  a  la  fh^orie 
des  surfaces  et  des  courbes  a  double  eourbure",  pr£&.  en  1774, 
M^moires  des  Savans  Strangers,  T.  IX,  1780. 

EULEE,  .,Methodus  facilis  omnia  symptomata  linearum  curva- 
rum  non  in  eodem  piano  sitarum  investigandi",  Acta  Academiae 
Petropolitanae,  T.  I,  1782. 

MONGE  in  einer  Eeihe  von  Abhandhtngen  aeit  1771,  die  spater  Aufnahme 
fanden  in  geinem  groBen  Werke:  „ Application  de  Tanalyse  a  la 
g^ometrie"  (1.  Auflage  unter  dem  Titel;  ,,Feuilles  d'analyse  applique^  a  la 
geom^trie",  Paris  1795,  5.  Auflage  Paris  1850  mit  Noten  von  LIOTTVTLLE). 

LANCBET,  ,,M£moire  sur  les  courbes  a  double  courbure",  pr6s. 
en  1802,  Memoires  des  Savans  6trangersy  T.  I,  1805. 

DE  SAINT-VENANT,  ,,Memoire  sur  lea  lignes  courbes  non  planes", 
pres,  en  1844,  Journal  de  1'ficole  polyt.,  30.  cah.,  1845. 
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unendlich  yiele  Parameterdarstellungen,  da  wir  wie  dort  (siehe 
S.  6,  7)  erne  neue  Veranderliche  r  vermSge  einer  Formel 

t  »  G)  (r) 

einfiihren  konnen,  so  da8  die  Funktionen  (1)  von  t  in  Funktionen 
von  T  iibergehen.  Umgekehrt:  1st  ein  und  dieselbe  Kurve  auBer  in 
der  Form  (1)  noch  in  einer  anderen  Form  raittels  eines  Parameters  r 
gegeben: 

(2)  *~*(r),      y  =  X(r),       z=V(r), 

so   muB   zu  jedem  Werte   von  t  ein  Wert  von  r  vorhanden  sein 

derart,  daB  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  fiir  diese  beiden  Werte  den- 

selben  Punkt  (^,  y,  z),ergeben.    Mit  anderen  Worten:    r  muB  eine 

einwertige  axialytische  Funktion  von  t  und  umgekehrt  t  eine  ein- 
wertige  analytische  Funktion  von  r  sein.  — 

1.  Bel  spiel:     Eine  Parameterdarstellung   der   Geraden  im  Raume   ist 
nach  S.  190: 

x=*a,  +  Ati      y  =  b  +  Bt,      x~c  +  Ct. 
Dabei  bedeutet 


_ 

t  VA*  +  B*  +  a2 

die  Strecke  s  auf  der  Geraden  vom  Punkte  (a,  6,  c)  bis  zum  Punkte  (cc,  y,  *) 
ist.    Setaen  wir  also 

* 
oder: 


y  j*  +  &  +  c* 

so  stellt  sich  die  Gerade  mittels  des  neuen  Parameters  s  so  dar: 

A  *   .  B 


Die  Faktoren  von  «  hierin  sind  nach  S.  191  die  Richtungskoshms  a,  ^,  y  der 
Geraden,  so  dafi  wir  die  Gleichungen  auch  so  schreiben  kSnnen: 


Dabei  wird  di'e  Gerade  durch  die  Wahl  des  Wertes  der  Quadratwurzel  aus 
A*  +  &  +  Oa  orientiert 

In  der  Umgebung  einer  Stelle  (*0)  laBt  sich  die  Kurve  (1)  ins- 
besondere  auch  in  der  Form 

(6)  y  -/"to.     *-y(*) 
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darstellen,  vorausgesetzt,  daB  gp'(*0)=£=0  ist.  Denn  dann  gibt 
es  nach  dem  Satze.,  liber  das  Vorhandensein  einer  unentwickelten 
Funktion  (siehe  S.  3)  in  jener  Umgebung  eine  (und  nur  eine)  Funk- 
tion t  von  #,  die  der  ersten  Gleichung  (1)  geniigt.  Wird  sie  in  die 
beiden  anderen  Gleichungen  (1)  eingesetzt,  so  geht  die  gewiinschte 
neue  Darstellungsform  (3)  hervor,  die  also  als  das  Ergebnis  der 
Elimination  der  Hilfsveranderlichen  t  aus  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen (1)  vermoge  der  ersten  Gleichung  (1)  aufzufassen  ist. 

Man  muB  sich  dartiber  klar  werden,  was  die  beiden  Glei- 
chungen (3)  einzeln  bedeuten:  Ist  y  —  f(x\  so  erfullen  zunachst  die 
Koordinaten  (x,  y)  der  Punkte  Q  einer  Kurve  in  der  ary-Kbene  diese 
Gleichung.  Da  sie  frei 
von  z  ist,  wird  die  Glei- 
chung y  =  f(x)  aber  auch 
von  den  Koordinaten  aller 
derjenigen  Punkte  (x,  y,  z} 
des  Raumes  erfullt,  deren 
Projektionen  auf  die  #y- 
Ebene  auf  dieser  Kurve 
liegen.  Anders  ausge- 
sprochen:  Die  Gleichung 
y  =  f(x]  wird  von  alien 
Punkten  des  Zylinders 
befriedigt,  der  diejenigen 
zur  z-Achse  parallelen  Geraden  enthalt,  die  von  jener  Kurve  in  der 
tfy-Ebene  ausgehen.  AuBer  diesen  Punkten  gibt  es  dagegen  keine 
Punkte,  die  der  Gleichung  y  = /»  gentigen  (siehe  Fig.  63).  Analog 
definiert  die  Gleichung  z-=  g(x]  zunachst  eine  Kurve  von  Punkten  R 
in  der  #;z-Ebene  und  fernerhin  den  Zylinder,  dessen  Geraden  diese 
Kurve  schneiden  und  mit  der  y-Achse  parallel  sind.  Beide  Glei- 
chungen (3)  werden  mithin  von  den  Punkten  P  derjenigen  Kurve  c 
erfullt,  in  der  die  beiden  Zylinder  einander  schneiden.  Die  Raum- 
kurve  (3)  ist  folglich  durch  ihre  beiden  Projektionen  auf  die  xy~  und 
die  arz-Ebene  definiert. 

Die  Raumkurve  (3)  hangt  in  ihrer  Gestalt  von  ihren  beiden 
Projektionen  auf  die  ary-Ebene  und  auf  die  ^2-Ebene  ab,  die  beide 
ebene  krumme  Linien  sind.  Aus  diesem  Grunde  nannte  man  fruher 
die  Raumkurven  Kurven  doppelter  Krtimmung,1  Heutzutage 

1  DESCABTES. hatte  in  seiner  7,G6ome"  trie",  1637,  darauf  hiugewiesen,  daB 
man  mit  Hilfe  seiner  Koordinatenmethode  auch  die  Raumkurven  untersuchen 
konne.  Doch  hat  erst  EXJLEE.  in  seiner  Arbeit:  ,,De  linea  brevissima  in 
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wird   dieser  Name  zwar  auch  gebraucht,    aber  aus  einem  anderen 
Grunde,  auf  den  wir  in  §  6,  S.  236,  zuriiekkommen  werden. 

Wenn  y>'(f0)  =  0,  aber  *'(*0)=t=0  1st,  kann  man  t  in  der  Um- 
gebung  des  Kurvenpunktes  (*0)  mittels  der  zweiten  Gleichung  (1)  als 
Funktion  von  y  definieren  und  diese  Funktion  in  die  beiden  anderen 
Gleichungen  (2)  einsetzen.  Dadurch  geht  eine  Darstellung  der 
Kurve  (1)  in  der  Form 


hervor,  die  geometrisch  bedeutet,  daB  die  Kaumkurve  durch  ihre 
beiden  Projektionen  anf  die  ary-Ebene  und  auf  die  yz-Ebene  definiert 
wird.  Wenn  schlieBlich  y'(*0)  und  /(jf0)  gleich  Null  sind,  aber 
itf(tj  =}=  0  ^  gelangt  man  analog  zu  einer  Darstellung  der  Kurve  (1) 
iu  der  Form: 

*  =  /»>     y  =  y  (z)> 

also  zur  geometrisch  en  Definition  der  Raumkurve  durcn  ihre  beiden 
Projektionen  auf  die  arz-Ebene  und  auf  die  yz-Ebene. 

In  der  Umgebung  solcher  Stellen  (t0),  wo  <p  (tQ),  %'  (tQ)  und  yf  (t0) 
alle  drei  verschwinden,  Ia8t  uns  'jedoch  der  Satz  tiber  das  Vor- 
handensein  einer  unentwickelten  Funktion  im  Stiche.  Derartige 
Stellen  sollen  auch  im  Raume  singulare  Punkte  der  Kurve 
heifien  (vgl.  S.  4)  und  immer  ausgeschlossen  sein,  wenn  von 
Kurvenpunkten  schlechthin  die  Rede  ist 

Zu  den  Raumkurven  gehoren  insbesondere  auch  die 
ebenen  Kurven.  Da  eine  Ebene  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

Ax  +  JBy+  Cz^D 

dargestellt  wird,  ist  die  Raumkurve 


dann  und  nur  dann  eine  ebene  Kurve,  wenn  es  vier  nicht  samtlich 
verschwindende  Konstanten  A,  E,  C>  D  gibt,  derart,  daB  fur  alle 
Werte  von  t 


superficie  quacunque  duo  quaelibet  puncta  jungente,"  Commentarii 
Acad.  Petropolitanae,  T.  Ill,  Petersburg  1732,  ausfiihrlich  auseinandergesetzt, 
dafi  man  jede  Flache  durch  eine  und  jede  Raumkurve  durch  zwei  .Gleichungen 
iiwischen  den  rechtwinkligen  Punktkoordinaten  darstellen  konne.  CLAIEAUTS 
j^echerches4',  die  auf  S.  203  genannt  wurden,  machten  die  Bezeichnung: 
Kurven  doppelter  Kriimmung  gebrauchlich. 
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ist    Ein  anderes  Kennzeichen  fiir  ebene  Kurven  werden  wir  spater 
(in  §  7,  S.  240)  aufstellen. 

2.  Beispiel:  Urn  ein  en  Kreis  allgemeiner  Lage  im  Kaume  analytisefa, 
darzustellen,  betracbten  wir  zuerst  den  speziellen  Kreis,  der  in  der  acy-Ebene 
liegt,  den  Anfangspunkt  zur  Mitte  und  die  Strecke  r  zum  Eadius  hat.  Seine 
laufenden  Koordinaten  sind: 

(5)  5i  =  rcos2,    y  =  rsiut,    £  =  0. 

Dieser  Kreis  wird  nun  durcb  eine  Bewegung  in  eine  allgemeine  Lage  gebracbt, 
so  daB  die  drei  mit  dem  Kreise  fest  verkniipften  Geraden,  die  zunacbst  langs 
der  drei  Acbsen  liegen  (also  die  ic-Acbse,  #-Aebse  und  £-Achse)  mit  der  o>,  y- 
und  x-Achse  diejenigen  Winkel  bilden, 
.  deren  Kosinus  aus  der  Tabelle 


x     g     % 


X 

y 


«i    ft    7i 

«2  ft  r* 


ersicbtlicb  sind.  Z.  B.  soil  die  Ge- 
rade,  die  in  der  Kreismitte  auf  der 
Kreisebene  senkrecbt  stebt  (die  i- 
Acbse),  nacb  der  vollendeten  Be- 
wegung die  Ricbtungskosinus  «3,  ft,  f8 
haben,  Nacb  I  (A)  und  nacb  (5)  sind 

Ix  —  r  («!  cos  t  +  otj  sin  f)  -H  a, 
y  =  r  (&  cos  t  +  ft  sin  t)  +  &, 
^  =  r  (^  cos  t  -I-  ^2  sin  t)  +  c 

die  Gleicbungen  des  Kreises  in  der  allgemeinen  Lage,  wenn  der  Mittelpunkt 
die  Koordinaten  o,  6,  c  bat,  siebe  Fig.  64.  Insbesondere  folgt  mit  Riicksicht 
auf  1(0): 


so  daB  diese  Gleichung  die  Ebene  des  Kreises  (6)  vorstellt,  also  im  vorliegen- 
den  speziellen  Falle  die  Gleicbung  (4)  ist. 

.Nur  kurz  erwahnen  wir  schlieBlich  noch  die  analytische  Dar- 
stellung  einer  Raumkurve  mittels  zweier  Gleichungen  in  ar,  y,  z: 

(7)  F(x,  y,  z)  =  0  ,       <?  (x,  y,  2)  «  0, 

die  nicht  gerade  wie  die  Gleichungen  (3)  nach  y  und  z  aufgelost 
sind.  DaB  in  der  Tat  durch  (7)  eine  Kurve  dargestellt  wird,  folgt 
so:  Es  sei  #0,  y0,  z0  ein  Wertsystem,  das  den  Gleichungen  (7)  ge- 
niigt;  ferner  seien  nicht  alle  drei  Determinanten: 
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(8) 

F  F 
y     * 

, 

F  F 

x  z    *x 

» 

F    F 

^x    *y 

fox  j.  =  ^o?  y  =yoj  z  =  ;?0  gleich  Null.  1st  z.  B.  die  erste  nicht 
gleich  Null,  so  haben  die  Gleichungen  (7)  in  der  Umgebung  des 
Wertsystems  a:0,  y0,  *0  Auflosungen  nach  y  und  z  (vgl.  S.  144),  so 
daB  alle  Punkte  (ar,  y,  z),  die  dem  System  (7)  in  der  Umgebung  des 
Punktes  (#0,y0?  *0)  geniigen,  in  der  Tat  durcli  zwei  Gleichungen  von 
der  Form  (3)  darstellbar  sind.  Wenn  nicht  gerade  die  erste  jener 
drei  Determinanten,  sondern  die  zweite  oder  dritte  fur  ar  =  ar0,  y  =  y0, 
z  =  z0  yon  Null  verschieden  ist,  ergibt  sich  analog  eine  Darstellung 
der  Kurve  in  der  Form  x=*f(y\  z  =  g(y]  oder  in  der  Form  x  =  f(z\ 
y—g(z\  Nur  wenn  alle  drei  Determinanten  fur  das  Wertsystem 
xQ1  yfl,  ZQ  verschwinden,  lassen  sich  derartige  Schliisse-  nicht  ziehen. 
In  diesem  Falle  soil  der  Punkt  (ar0,  y0,  z0)  singular  heifien.  Sehen 
wir  also  von  den  singularen  Punkten  ah  —  und  das  soil  immer 
geschehen  —  ,  so  kSnnen  wir  folgern,  daB  die  Gleichungen  (7)  in  der 
Dmgebung  eines  Punktes  (r0,  y0,  z0),  dessen  Eoordinaten  ihnen  ge- 
niigen, tatsachlich  eine  Raumkurve  definieren. 

Eine  einzelne  Gleichung  (7)  dagegen,  z.  B.  die  Gleichung 
F(xi  y>  z)  —  0,  definiert  eine  Flache.  Denn  wenn  sie  etwa  von 
*  =  *o>  y  =  y*>  z  =  zo  befriedigt  wird  und  ft  fur  dies  Wertsystem 
nicht  verschwindet,  hat  sie  in  der  Umgebung  des  Punktes  (XQ,  ?/0?  z0) 
eine  Auflosung  z  =  co(ar,  y),  die  zeigt,  daB  zu  jeder  Stelle  (a:,  y)  der 
ary-Ebene  in  der  Umgebung  des  Punktes  (#0,  y0)  eine  Ordinate  z 
gehort,  so  daB  die  Punkte  (x,  y,  z),  die  der  Gleichung  ^=0  gentigen, 
eine  Flache  erfullen.  In  der  Form  (7)  wird  also  eine  Raum- 
knrve  als  Schnittlinie  zweier  Flachen  JP==  0  und  G  —  0 
definiert,  vorausgesetzt,  daB  beiden  Gleichungen  durch  ein 
Wertsystem  ar0,  y0,  z0  genugt  werden  kann,  fiir  das  nicht 
alle  drei  Determinanten  (8)  gleich  Null  sind. 

Wir  werden  die  Raumkurven  jedoch  meistens  in  der  allgemeinen 
Parameterdarstellung  (2)  betrachten.  Nur  da,  wo  gewisse  Flachen 
mit  Kurven  in  Beziehung  gebracht  werden,  sind  wir  zuweilen  ge- 
notigt,  die  weniger  bequeme  Darstellungsform  (7)  anzuwenden. 

Beztiglich  des  Begriffes  der  Bogenl&nge  s  und  des  Bogen- 
elements  d-s  genugt  es,  auf  die  Betrachtungen  in  §  2  des  ersten 
Abschnittes,  S.  8  bis  12,  zu  verweisen,  die  man  sofort  auf  Raum- 
kurven ausdehnen  kann.  Wie  dort  ergibt  sich  das  Bogenelement: 


•(9) 
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und  die  Bogenlange  5  vom  Punkte  (*0)  bis  zum  Punkte  (t}i 

(10) 


Wenn  man  die  Umgebung  des  Wertes  t0  so  weit  beschrankt,  daB 
der  Badikand 

(ii)  9>'C9'  +  *'M'  +  v'W 

darin  nirgends  verschwindet,  kann  man  die  Quadratwurzel  dadurch 
einwertig  machen,  daB  man  einen  der  beiden  Werte  ausw^hlt,  .die 
sie  ftir  t  =  tQ  hat  Im  Falle  einer  reellen  Kurve  mit  reeller  Para- 
meterdarstellung  z.  B.wird  man  die  Wurzelpositivannehmen,  wodurch 
erreieht  wird,  daB  die  Bogenlange  s  fiir  t>tQ  positiv  und  flir  t<t0 
negativ  wird.  Auch  hier  gilt  der  SatzJ  daB  das  Verhaltnis  der 
Bogenlange  zur  zugehorigen  Sehne  nach  Eins  strebt,  wenn 
der  Endpunkt  langs  der  Kurve  nach  dem  Anfangspunkte 
strebt  (vgl.  S.  11),  und  -entsprechend  dem  Satze  1,  S.  11,  ergibt  sich  der 
Satz  3:  In  den  Gleichungen  einer  Eauinkurve 


bedeutet  der  Parameter  t  dann  und  nur  dann  die  vom 
Punkte  (t  =  0)  an  gemessene  Bogenlange  der  Kurve,  wenu 
fiir  jeden  Wert  von  t  die  Gleichung  besteht: 

y'W2  +  /W2  +  ^W3  =  i. 

Die  Definition  (10)  der  Bogenlange  gilt  nur  so  weit,  d.  h.  nur 
fiir  solche  Werte  von  t  in  der  Uingebung  von  t^  ftir  die  der  Eadi- 
kand (11)  nicht  verschwindet  Bei  reellen  Kurven  in  reeller  Para- 
meterdarstellung  kann  dieser  Eadikand  nur  dann  verschwinden, 
wenu  einzeln  y'(/),  %'(t)  und  tf/$  gleich  Null  werden,  d.  h.  fiir 
singulare  Punkte,  die  wir,  wie  gesagt,  ausschlieBen.  Bei  einer 
imaginaren  Kurve  aber  kann  der  Eadikand  fiir  einzelne  Werte  von  t 
auch  dann  verschwinden,  wenn  nicht  alle  drei  Ableitungen  <p'(t),  %'(t} 
und  iff  (t]  daselbst  gleich  Null  sind.  Diese  Punkte  miissen  wir  folglich 
auch  ausschlieBen.  Wir  nennen  sie  Minimalpunkte  der  Kurve  (2) 
indem  wir  die  Bezeicbnung  auf  S.  24  verallgemeinern,  SchlieBlich, 
gibt  es  auch  noch  imaginare  Eaumkurven,  bei  denen  jener  Eadi- 
kand fiir  alle  Werte  von  t  gleich  Null  ist.  Sie  heiBen  Minim  al- 
kurven.  Ein  spezieller  Fall  von  ihnen  sind  die  auf  S.  12  zuerst 
betrachteten  Minimalgeraden.  Wahrend  in  der  ary-Ebene  jede 
Minimalkurve  eine  Minimalgerade  ist,  gilt  dies  durcliaus  mcht 

SCHEFFBBS,  Biff.  I.     S,  Aufl.  1* 
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mehr  im  Eaume.  Demnach  haben  wir  die  Minimalkurven  einer  be- 
sonderen  Betrachtimg  zu  unterziehen.  Doch  soil  dies  erst  spater 
geschehen.  Bis  auf  weiteres  wird  uberall  da,  wo  wir  die 
Bogenlange  s  einer  Kurve  benutzen,  von  den  Minimal- 
kurven abgesehen.  AuBerdem  wird  dabei,  wie  gesagt,  von 
singularen  Punkten  und  Minimalpunkten  der  Kurve  Ab- 
stand  genommen. 

3.  Be i spiel.    Beim  Kreise  (6)  im  2.  Beispiele  1st 

**}*_{**]* 
~dtl  ~  ("dTJ 

=  r2  {(cfi2  4-  ft2  4-  ft2)  sin2 1  -  2  («t  a2  +  ft  ft  +  ft  ft)  sin  t  cos  f 

-h  («22  +  ^22  +  7l2)  cos2  #} 
oder  wegen 


Demnacli  konnen  wir  annehmen: 

ds 


Im  Falle  eines  reellen  Kreises  wachst  dann  die  Bogenlange  5  mit  dem  Para- 
meter tt  sobald  der  Radius  r  positiv  ist.  Der  Parameter  t  bedeutet  nach  dem 
2.  Beispiele  den  Zentriwinkel ,  den  der  in  der  Ricbtung  (c^  :  ft  :  ft)  gelegene 
Radius  bescbreiben  muB,  um  in  den  Radius  des  Punktes  (t)  iiberzugehen.  Dabei 
ist  der  Winkel  im  Sinne  der  Drebung  von  der  Ricbtung  (o^  :  ft  :  ft)  nach  der 
Ricbtung  (as :  ft  :^2)  bin  zu  messen.  Wird  5  =  0  fur  t  =  0  gewahlt,  so  kommt: 

5  —  r  t    oder    t  =  — » 
r 

so  dafi  wir  statt  (6)  schreiben  konnen: 

5  .       5\ 

L  cos  ^  4- «,  sm  ~ j  4-  a  , 
(12)  I  y  =  r(ftcos--Fftsin-~~l  +, 


—  +  ft  sin  ---  j 


cos  —  +  ft  sin  ---    +  c  . 


4.  Beispiel:  Eines  der  einfacbsten  Beispiele  von  nicbt  ebenen  Raum- 
kurven  bilden  die  sogenannten  gemeinen  Scbraubenlinien.1  Man  deiiniert 
sie  geometriscb  so:  G-egeben  sei  eine  feste  Gerade^  die  Acbse  der  Schrauben- 
linie,  und  ein  Punkt  A.  Das  Lot  von  A  auf  die  Acbse  babe  den  FuBpunkt  B. 

1  Sie  waren  scbon  den  Matbematikern  des  Altertums  bekannt.  Nach 
PEOZLUS  bat  GEMINTTS  gesagt,  daB  es  nur  drei  Linien  gibt,  die  in  alien  ihren 
Teilen  gleicb  und  abnlicb  sind,  namlicb  die  Geraden,  die  Kreise  und  die  ge- 
meinen Scbraubenlinien.  Man  weiB  aber  nicbt,  wann  GEMINCS  gelebt  hat. 
Vgl.  CAWTOE,  ,,Vorlesungen  fiber  Geschichte  der  Matbematik",  1.  Bd. 
3.  Aufl.,  Leipzig  1907,  S.  411. 
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Nun  bewege  sich  ein  Punkt  P  von  A  aus  so,  daB  das  Lot  PR  von  ihm  auf 
die  Achse  g  bestandig  die  Lange  AB  beh&lt  und  der  Winkel  t,  den  PR  mit 
der  Anfangslage  A  B  bildet,  der  Streeke  BR  proportional  1st,  die  der  FuB- 
punkt  R  auf  der  Achse  zuriicklegt.  Die  konstante  Lange  AB  oder  PR  sei 
mit  r  bezeichnet;  der  Punkt  P  bleibt  bestandig  auf  dem  Rotationszylinder  mit 
der  Achse  g  und  dem  Radius  r.  Es  wird  am  bequemsten  sein,  die  Achse  g 
als  eine  der  Koordinaten- 
achsen,  etwa  als  die  z- 
Achse,  zu  benutzen.  Ferner 
kann  man  dann  den  An- 
fangspunkt  0in£annehmen 
und  die  positive  a;- Achse 
in  der  Richtung  von  0  (oder 
B)  nach  A  wahlen,  siehe 
Fig.  65.  1st  nun  Q  der  FuB- 
punkt  des  Lotes  von  P  auf 
die  #2/-Ebene,  so  daB  QP 
eine  Mantellinie  jenes  Zylin- 
ders  vorstellt,  so  beschreibt 
Q,  w&hrend  P  die  Schrau- 
benlinie  durchlauft,  bestan- 
dig den  Kreis  in  der  xy- 
Ebene  mit  dem  Mittelpunkte 
0  und  Radius  r.  Dabei  ist 
t  der  Winkel,  den  0  Q  mit 
dem  Anfangsradius  0  A  bil- 
det Mithin  hat  Q  in  der 
icy-Ebene  die  Koordinaten 
x  —  r  cos  t  und  y  =  r  sin  t. 
Diese  Koordinaten  kommen 
auch  dem  Kurvenpunkte  P 
zu.  Seine  fc-Koordinate  QP 
ist  gleich  B  R  und  soil  proportional  t  sein.  Demnach  sind 


(13) 


x  sss  r  cos  t ,      y  =  t  sin  t ,      «  =  konst.  i 


die  Gleichungen  der  gemeinen  Schraubenlinie.  Der  FuBpunkt  Q  beschreibt 
den  Kreis  in  der  a??/-Ebene,  den  wir  kurz  den  Grundkreis  nennen  wolien, 
von  A  ausgehend  gerade  einmal>  wenn  t  von  Null  bis  2n  wachst.  Fiir  tf=27t 
liegt  daher  P  wieder  senkrecht  fiber  der  Anfangsstelle  A  der  Kurve,  d.  h.  auf 
der  Anfangs-Mantellinie  des  Zylinders  in  C.  Wenn  t  weiterhin  von  2st  bis  4n 
wachst,  durchlaufen  x  und  y  wieder  dieselben  Werte  wie  im  ersten  Intervalle, 
wahrend  ^  ebenfalls  die  vorherigen  Werte,  aber  vermehrt  um  konst  STT,  an- 
nimmt.  Dies  liiBt  sich  weiter  verfolgen,  so  daB  man  erkennt:  Die  gemeine 
Schraubenlinie  (13)  ist  periodisch,  d.  h.  sie  besteht  aus  lauter  Teilen,  die  dem 
Stucke  Von  t  ~  0  bis  t  =  2rt  kongruent  sind  und  aus  ihm  durch  Schiebungen 
langs  der  Schraubenachse  hervorgehen.  Die  zu  diesem  Stucke  gehorige  LSnge 
der  Achse,  d.  h.  der  Wert  AC  von  #  fur  t-2n,  heifit  die  Schraubenhohe  h 
oder  auch  die  Hohe  eines  Schraubenumganges.  Die  Konstante  in  (13) 
kann  durch  h:2rt  ersetzt  werden,  so  daB  also 
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(14)  £  =  rcos£,      y^rsint,       %  ~  —  t 


— 


die  Gleicbungen  der  gemeinen  Schraubenlinie  mit  der  &-Achse  als  Schrauben- 
aehse,  mit  dem  Zylinderradius  r  und  mit  der  Schraubenhobe  h  sind,  und  zwar 
gerade  derjenigen  Schraubenlinie,  die  durch  den  Punkt  A  der  #-Achse  geht. 
Die  Projektion  der  Kurve  auf  die  #2-Ebene  hat  die  Gleichung: 

. 
y  —  r  sin  t  =  r  sin 


-  — 

oder 

y         .     2n  % 
—  —  sin  —  ;  -- 
r  k 

Mithin  gebt  sie  aus  der  im  2.  Beispiele,  S.  43,  betractiteten  Sinuskurve  hervor, 
wenn  man  ibre  Abszissen  und  ibre  Ordinaten  in  je  einem  konstanten  MaBstabe 
vergroBert  oder  verkleinert.  Der  zu  einem  Punkte  (t)  oder  P  der  Schrauben- 
linie  gehorige  Kreisbogen,  den  der  FuBpunkt  Q  von  A  aus  zurucklegt,  hat  die 
Lange  T  t,  wabrend  QP  =  »  =  ht:2n  1st.  Demnach  ergibt  sicb 

Strecke  QP          h 


Bogen  A  Q 

als  das  vorgescbriebene  konstante  Verbaltnis.  La6t  man  den  Zy Under  auf 
derjenigeu  Ebene  E,  die  der  y^-Ebene  parallel  ist  und  durch  A  gebt,  d.  h. 
den  Zylinder  langs  der  Anfangs-Mantellime  beriibrt,  obne  Gleiten  abrollen, 
so  entsprecben  den  Punkten  P  und  Q  Stellen  $  und  O  der  Ebene.1  Der 
Punkt  £l  beschreibt  dabei  die  Tangente  a  des  Punktes  A  dea  Grundkreises, 
und  zwar  ist  die  Strecke  A  D  gleich  dem  Bogen  A  Q.  Der  Mantellinie  Q  P 
entspricbt  die  in  d  auf  a  senkrecbt  stehende  gleichlange  Strecke  D-  $.  Nach 
der  soeben  aufgestellten  Proportion  ist  nun  Q.  $  :  A  d  =  h  :  2n  r,  d.  b.  konstant, 
mit  anderen  Worten:  Der  Puukt  $  bescbreibt  in  der  Ebene  JE  diejenige  von 
A  ausgebende  Gerade  Z,  deren  Winkel  a  mit  der  Geraden  a  durch  tg«  =  A:27rr 
bestimmt  wird.  Umgekebrt:  Wenn  die  Tangentialebene  E,  in  der  die  Gerade  / 
von  A  aus  eingezeicinet  worden  ist,  vollig  biegsam  und  unausdebnbar  ist,  kann 
man  sie  auf  den  Zylinder  aufwickeln.2  Dabei  vervvandelt  sich  die  Gerade  I 
"in  die  gemeine  Scbraubenlinie. 

In  Fig.  65  haben  wir  unter  t  und  h  positive  Konstanten  verstanden.  Urn 
einen  in  0  auf  der  x  y-Ebene  stehenden  Beobacbter  windet  sich  die  Schrauben- 
linie in  diesem  Falle  so  herum,  da6  sie  fiir  ihn  von  rechts  nach  links  steigt. 
Die  Kurve  ist  natiirlich  iiber  A  hinaus  fortzusetzen,  indem  t  auch  negative 
Werte  haben  kann.  Man  bemerkt,  dafi  ein  Beobachter,  der  in  0  auf  "der 


1  Man  denke  sich  etwa  den  Grundkreis  und  die  Schraubenlinie  auf  dem 
massiven  Zylinder  mit  Druckerschw&rze  versehen  und  benutze  als  jene  Ebene 
eine  weifie  Tafel.    Dann  druckt  sich  die  Schraubenlinie  und  der  Grundkreis  beim 
Abrollen  auf  der  Tafel  ab. 

2  Sp&ter  erst  sprechen  wir  ausfuhrlich  von  der  AuJtyicklung  einer  vollig 
biegsamen,  aber  unausdehnbaren  Ebene  auf  einer  Fl&che.    Der  bier  vorliegende 
Fall  ist  aber  sehr  einfach,  iiberdies  kann  man  ihn  mit  sehr  groBer  Annaberung 
praktistsh  verwirklichen,  wenn  man  als  Ebene  ein  Blatt  Papier  nimmk 
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anderen  Seite  der  x  ^-Ebene  steht,  also  seinen  Kopf  in  der  Riehtung  der  nega- 
tiven  «-Achse  hat,  dieselbe  Erseheinung  feststellen  wird  wie  jener  erste  Be- 
obachter.  Man  sagt:  Die  in  Fig.  65  dargestellte  Schraubenlinie  ist  rechts- 
gewunden.  Wird  der  Radius  r  nach  wie  vor  positiv,  dagegen  die  Schrauben- 
hohe  h  negativ  gewahlt  oder  wird,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Radius  r 
negativ  und  die  Schrauben- 
hohe  h  positiv  gewahlt,  so 
ergibt  sich  eine  links  - 
gewundene  Schrauben- 
linie, siehe  Fig.  66.  Bei 
ihr  ist  tg  a  =  k  :  2it  T  nega- 
tiv.  Der  Winkel  a  heiBt 
iibrigensderSteigwinkel 
der  gemeinen  Schrauben- 
linie. 

Fiihrt  man 

h  =  2nr  tga 
in  (14)  ein,  so  kommt: 

j"  x  =  r  cos  t , 
(15)  {  y  =  rsin^, 


Da  hiernach 

dx 
—  = 


dy 
~ 


dx 


=   t  COS  #, 


Fig.  66. 


wird,  gibt  (10)  als  Bogenlange  s  der  gemeinen  Schraubenlinie  von  t  • 

also  vom  Punkte  A  an: 

t 

(16)  a=  I  -^dt        lt 


0  oder 


COS  a 


cos  a 


Wenn  t  wie  vorhin  positiv  angenommen  worden  ist,  hat  jetzt  s  fur  t  >  0  stets 
positive  Werte,  ob  nun  der  Steigwinkel  a  positiv  oder  negativ  gewahlt 
Wird  die  Bogenlange  s  statt  t  als  Parameter  in  (15)  eingefiittrt,  so  kommt: 


(17) 


X  =  t  COS  - 


5  cos  a 


S  COS  OC 


:  5  sin  a . 


Ebenso  wie  wir  im  2.  Beispiele  den  Kreis  x  «  t  cos  t,  y*=  r  sin  tf  %  —  0 
darch  eine  Bewegung  in  eine  allgemeine  Lage  brachten,  konnen  wir  auch  die 
gemeine  Schraubenlinie  (15)  einer  derartigen  Bewegung  unterweffen.  Dabei 
gehe  der  Punkt  B,  der  bisher  im  Anfangspunkte  0  lag,  in  den  Punkt  mit  den 
Koordinaten  a^b^c  fiber,  ferner  die  Gerade  BA  in  die  Grerade  mit  den 
Richtungskosinus  aly  ft,  fa  iiber,  weiterhin  die  zu  ihr  senkrechte  Gerade,  die 
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zunSchst   die  Eichtung  der  positiven  y-Achse  hatte,   in  die  Gerade  mit  den 
Bicntungskosimis  as,  $3,  ^2  und  schlieBlieh  die  Schraubenachse  g  in  die  Gerade 


mit  den  Riehtungskosinus  ors, 


uber,  siehe  Fig.  67.    Dann  sind: 

(  x  =  r  («!  cos  t  4-  a^  sin  t) 

4-  ffsr£tga  -f  a, 
2f  =  t(ft 


Fig.  67. 


(19) 


=  r   »!  cos 


<y  =r 


£    =  T 


cos- 


cos  - 


SC03  ft 

r 
scosa 

r 
scosa 


(18) 


:  (&  cos  t  4-  $j  sin  rf) 
-f-  /?s  r  t  tg  a  4-  6 , 

:  (ri  cos  #  -f  tf  2  sin  tf) 
4-  f  3  r  £  tg  a  4-  c 

die  Gleichungen  der  gemeinen  Schrau- 
benlinie.  Dabei  sind  die  neun  Blch- 
tungskosinus  «;,  ^-,  ys  (i  =  1,  2,  3)  den 
Bedingungen  1(0)  unterworfen.  Sie 
zeigen,  daB  auch  jetzt,  wie  ubrigens 
vorauszusehen  war, 

Ci  S  \"          i   CL  X  \" 

77"J   =  (~dTj 


+ 


COS2 


wird.  Indem  wir  also  wieder  die  Vor- 
zeiehenbestimmung  wie  in  (16)  machen 
und  dann  die  Bogenla'nge  s  als  Para- 
meter einfiihren,  erhalten  wir  die  Dar- 
stellung: 


sin- 


.  sm- 


,  sin  - 


s  cos  n 

i 
S  cos  a 


4-  of3  5  sin  a  4-  a , 
•f  ft  5  sin  a  4-  b , 
•f  78  5  sin  «  -j-  c , 


§  4.    Beruhrung  zwischen  Raumkurven. 

Was  die  Theorie  der  Beruhrung  zwischen  Raumkurven  betrifft, 
so  ist  zu  bemerken,  daB  die  Definition  der  Beruhrung  in  bestimmter 
Ordnung  sowie  die  Merkmale  dafur  sofort  durch  eine  ganz  nahe- 
liegende  Verallgemeinerung-der  Betrachtungen  in  §  5  des  ersten  Ab- 
schnittes  hervorgehen.  Der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  daB 
jetzt  an  Stelle  der  dort  paarweis  auftretenden  Formeln  je  drei  treten, 
entsprechend  den  drei  Koordinaten  im  Eaume.  Wir  dtirfen  also 
auf  jene  Auseinandersetzung  zuriickverweisen  und  konnen  sofort  den 
dem  Satze  9,  S.  30,  entsprechenden  Satz  formulieren: 
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Satz  4:     Haben  zwei  Kurven 

* 

und 


einen  Punkt  (o:0,  y0,  z0)  gemein,  der  fur  keine  der  beiden 
Kurven  ein  Minimalpunkt  oder  singular  1st,  so  beriihren 
sie  einander  daselbst  in  mindestens  wter  Ordnung,  wenn 
Zahlen  AJ,  A2,  ...  AB  +  1,  von  denen  ^  41  0  ist,  derart  YOI- 
handen  sind,,  da8  die  Reihen  nact  Potenzen  yon  At,  die  aus 


x  -  j  - 


+  r(yo"  ^  -  W'  ^t2)  +  .  .  ., 


durch  die  Substitution 


hervorgehen,   frei   von   der   ersten   bis   7it6n  Potenz   von  At 
sind.     Dabei  bedeuten  JTO',  y0',  z0'  usw.  die  Ableitungen  von 
x,  y,  z  nach  t  und  j0',  t)0',  j0'  usw.  die  Ableitungen  von  j,  ^  j 
nach  t  far  den  gemeinsamen  Punkt  beider  Kurven. 
Die  einfachste  Anwendung  ist  die  auf  eine  Kurve 

(1)  *  =  y(0»     y  =  /(0>     «  =  ^W 

und  eine  Gerade.  Die  Gerade  soil  vom  Punkte  (a?0,  y0,  2r0)  oder 
(tQ)  der  Kurve  ausgehen.  In  Parameterdarstellung  erscheint  sie 
daher  so  (siehe  S.  190): 

E  =  ^r0  +  ^t,       t)-y0  +  -Bt,       t**z0  +  Ct. 
Hier  ist 

j'  =  ^,       i,'-J,       5'  =  C, 

wahrend  die  hoheren  Differentialquotienten  von  j,  ^,  5  nach  t  iiber- 
haupt  gleich  Null  sind.  Die  erste  Reihenentwicklung  des  Satzes  4 
lautet  daher: 

x  -  r  =  (V  J*  -  ^  Jt)  +  K'  /(^2  +  .  .  . 

oder  nach  Substitution  der  Reihe  far  At: 

(2)  *  -  j  -  (V  -  ^  ^  J*  +  i(V  -  ^  A2)  J^2  +  .  .  .  . 
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Soil  Beriihrung  von  mindestens  erster  Ordnung  eintreten,  so  muB  also 

V 
sein,  daher: 

(3)  ^V,     *-£*',     c -£«,'. 

Da  sich  ^,  5,  £7  wie  die  Richtungskosinus  der  Geraden  verhalten 
(nach  S.  191),  sind  folglich  die  Richtungskosinus  derjenigen 
Geraden,  die  im  Pnnkte  (a?0,  y0,  z0)  die  Kiirve  (1)  in  erster 
Ordnung  beriihrt,  proportional  *0',  y0',  r0'  oder  y'(*0),  /(#0), 
y(^0).  Diese  Gerade  heiBt  die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte 
(ar0,  z/0,  :?0).  Sind  a.  $>  y  ihre  Eichtungskosinus>  so  ist: 


(4) 


•»/_  /«      ,      -.  /S      i      ~    /2      *  *      ' 


+ 


Die  hier  auftretende  Quadratwurzel  kam  auch  bei  der  Definition  -der 
Bogenlange  auf  S.  209  vor.  Wir  setzen  daher  fest,  da8  ihr  Wert 
so  vie  dort  genommen  werden  soil.  Im  Falle  einer  reellen  Kurve 
mit  reeller  Parameterdarstellung  soil  die  Wurzel  also  positiv  sein, 
Alsdann  wird  die  Kurve  im  Sinne  wach  sender  Werte  von  t  durch- 
laufen,  und  die  Tangente  wird  in  dem  entsprechenden  Sinne  positiv 
gerechnet  (vgl.  auch  S,  23). 

Soil  die  Tangente  die  Kurve  (1)  in  mindestens  zweiter  Ordnung 
bertihren,  so  mu8  auBerdem  nach  (2) 


oder  also 


sein,  was  wegen  (3)  nur  da  angeht,  wo  die  Proportionen  gelten: 


Diese  Bedingungen  konnen  nicht  fiir  alle  Punkte  einer  krummen 
Kurve  erfiillt  sein,  weil  sonst  x\  y',  zf  konstante  Verhaltnisse  ct:@:y 
batten,  mit  anderen  Worten  z,  y,  z  von  der  Form  waren: 


woraus  durch  Einfiihrung  von  r  =  G*  (t)  als  neuem  Parameter  folgen 
wiirde: 
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d,  h.  daB  es  sich  urn  eirie  Gerade  handelte.  Bei  einer  krummen 
Kurve  wird  also  nur  in  vereinzelten  Punkten  erne  Beriihrung  in 
hoherer  als  erster  Ordnung  mit  der  Tangente  eintreten  konnen. 

Da  die  Richtungskosinus  der  Tangente  proportional  x0't  y0',  *0' 
sind  und  (xQ9  y0,  z0)  ein  Punkt  der  Tangente  ist,  konnen  wir  die 
Gleichungen  der  Tangente  mittels  eines  Parameters  r  so  schreiben 

(6)         j  =  ^0  +  V'r)     9  =  yo+y<>'r>     §  =  *0  +  Vr- 

Wir  Haben  somit  gefunden: 
Satz  5:    Die*  Kurve 

*  =  9>W>     y  =  /(*)>     z  =  y(t] 

wird  in  dem  Punkte  (t}  oder  (x,y9z)  von  der  Geraden 


in  mindestens  erster  Ordnung  beriihrt.  Die  Beriihrung  ist 
nur  an  solchen  Stellen  der  Kurve  von  hoherer  als  erster 

Ordnung,  an  denen 

of'  _  y"  _  *r 
xf    ~    yf          x! 

ist.  Bei  einer  Kurve,  die  nicht  selbst  eine  Gerade  ist, 
kann  dies  nur  fur  vereinzelte  Punkte  eintreten. 

Die  Punkte  (*0),  die  den  Bedingungen  (5)  geniigen,  sind  die 
naturgemaBe  Verallgemeinerung  der  Wendepunkte  der  ebenen 
Kurven  im  Baume  (siehe  Satz  10,  S.  32). 

Beispiel:    Bei  der  gemeinen  Schraubenlinie  im  4.  Beispiele,  S.  213: 
x  =  r  cos  t  ,      y  =  x  sin  t,      z~ittga 

ist  x'  =  —  r  sin  tf,  y'  =  r  cos  jf>  xf  =  r  tgce;  also  lauten  hier  die  Gleichungen 
der  Tangente  des  Punktes  (a;,  y,  »),  wie  folgt: 

j  =  r  (cos  t  —  r  sin  t)  ,      t)  =  r  (sin  t  +  T  cos  t)      5  -  T  (t  +  T)  tg  a  . 

Dabei  ist  T  der  Parameter  langs  der  Tangente.  Der  Kichtungskosinus  der 
Tangente  mit  der  *-Achse  hat,  da  a?/a  -f  2//2  +  A/Z  =  r2  :  cos2  a  ist,  den  Wert 
sin  a  und  ist  somit  konstant  Die  Tangenten  der  Schraubenlinie  bilden  also 
mit  der  Ebene  des  Grundkreises  ihres  Zylinders  oder  auch  mit  der  Achse  ihres 
Zylinders  einen  konstanten  Winkel.  Dies  war  nach  S.  212  vorauszusehen. 

Ebenso  wie  im  §  6  des  ersten  Abschnittes  konnen  wir  auch 
hier  im  Raume  einsehen,  dafi  sich  die  Bedingungen  ftir  die  Be- 
riihrung wter  Ordnung  zwischen  zwei  Kurven  erheblich  vereinfachen, 
wenn  die  Parameter  t  und  t  in  den  Gleichungen  der  Kurven  die 
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Bogenlangen  s  und  £  bedeuten.  Der  Nachweis  1st  geradeso  wie 
damals.  An  die  Stelle  der  Gleichungen  (3),  S.  35,  treten  hier  nach 
Satz  3,  S.  209,  die  folgenden: 


Wir  dtirfen  uns  auf  die  einfache  Angabe  des  Satzes  selbst  be- 
schranken: 

Satz  6:    Haben  die  beiden  Kurven 

x  =  y(5),      y=x(*)>       *  =  t/>M 
und 

S  »/"(*)>       *=*(*)>       i  «*(*), 

bei  denen  5  und  §  Bogenlangen  bedeuten,  einen  Punkt 
($  =  $0,  §  ss  S0)  gemein,  so  beruhren  sie  einander  in  diesem 
Punkte  in  mindestens  n***  Ordnung,  wenn  die  Bedingungen 
erffillt  sind: 

<  =  ±  ^      V  =  Jo",      <"  -  ±  &'">  -  -  -  V  =  (±  !)?i  Jo60  , 

%'  -  ±  C    %"  =  Vi    yow  =  ±  V".  •  -  *  yow  «  (±  i)"  %(n)  > 

^o'  =  ±  3o'?      V  =  80"       V"  =  ±  $o'">   •  •  -   *o(n)  =  (±  i)11  8o(B)  i 

und  zwar  gilt  dabei  entweder  iiberall  das  obere  oder  tiber- 
all    das    untere    Vorzeichen.     Im    ersten    Falle    wird    auf 
beiden  Kurven  die  Bogenlange  im  selben  Sinne  g.emessen, 
im  zweiten  in  verschiedenen  Sinnen. 
Auch  konnen  wir  sagen: 

Satz  7:  Die  Satze  14,  15  und  16,  S.  37,  gelten  auch  filr 
Raumkurven. 

Nach  der  an  die  Spitze  von  §  5  des  ersten  Abschnittes,  S.  27, 
28,  gestellten  Definition  der  Beriihrung  in  gerade  rater  Ordnung  folgt 
unmittelbar,  da  die  Projektion  einer  Strecke  in  mindestens  derselben 
Ordnung  wie  die  Strecke  selbst  nach  Null  strebt  (siehe  8.  30): 

Satz  8:  Wenn  zwei  Kurven  einander  in  gerade  wter  Ord- 
nung beruhren,  so  beruhren  ihre  Projektionen  auf  eine 
Ebene  einander  in  mindestens  nter  Ordnung 

DaB  die  Beriihrung  in  der  Projektion  tatsachlich  auch  von 
hoherer  Ordnung  sein  kann,  werden  wir  bald  an  einem  Beispiele 
erkennen  (siehe  S.  227). 

Auf  S.  209  wurde  eine  Stelle  einer  Kurve 
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ein  Minimalpunkt  genannt,  wenn  dort  z2  +  y'2  +  z'2  =  0  wird,    Die 
in  Satz  5  angegebene  Tangente  eines  derartigen  Punktes, 


hat  in  diesem  Falle  eine  Darstellnng  mittels  eines  Parameters  r, 
wobei  ftir  alle  Werte  von  r 


ist,  d.  h.  sie  ist  eine  Minimalgerade  (nach  S.  191).  Die  Minimal- 
punkte  einer  Raumkurve  kann  man  somit  als  diejenigen 
Punkte  der  Kurve  bezeichnen,  deren  Tangenten  Minimal- 
geraden  sind.  Dagegen  sind  die  singularen  Stellen  der  Kurve, 
fur  die  x  =  /  =  z  =  0  nacb  S.  208  ist,  solche,  denen  tiberhaupt 
gar  keine  Tangente  zukommt  (vgl.  S.  24,  25). 

Die  naheliegenden  Anwendungen  unserer  Theorie  auf  die  Be- 
riihrung  von  Kurve  und  Kreis  sowie  auf  die  von  Kurve  und  gemeiner 
Schraubenlinie  wollen  wir  erst  spater  machen.  —  Der  .Ausdruck: 
oskulierende  Kurve  wird  im  Raume  wie  in  der  Ebene  fur  in 
hoherer  Ordnung  beriihrende  Kurven  gebraucht.  Es  gilt  daruber 
auch  fur  den  Eaum  das  auf  S.  38  und  S.  45  Gesagte. 

§  5.    Das  begleitende  Dreikant  bei  einer  Raumkurve. 

Bei  einer  ebenen  Kurve  ist  mit  der  Tangente  die  Normale  eng 
verkniipft  Bei  einer  Raumkurve  kann  man  unendlich  viele  Senk- 
recbte  zur  Tangente  durch  den  Beriihrungspunkt  legen.  Alle  heiBen 
Normalen,  und  ihre  Ebene  wird  die  Normalenebene  oderNormal- 
ebene  des  betreffenden  Kurvenpunktes  genannt.1  Wir  werden  sehen, 
da6  es  unter  den  Normalen  zwei  gibt,  die  besondere  Eigenschaften 
ttaben.  Sie  stehen  aufeinander  senkrecht  und  bilden  daber  mit  der 
Tangente  ein  dreifach  rechtwinkliges  Geradenkreuz,  das  wir  kurz 
das  Dreikant  des  betreffenden  Kurvenpunktes  nennen  werden. 

Bevor  wir  diese  ausgezeichneten  Normalen  bestimmen,  ist  es 
niitzlich,  einige  andere  Beinerkungen  vorauszuschicken: 

Eine  Kurve  ist  im  allgemeinen  keine  Gerade.  Hat  man  aber 
auf  der  Kurve  zwei  benachbarte  Punkte  P  und  Pl  gewahlt,  so  wird 


1  MOKG-E  gab  in  seinern  ,7Memoire  sur  les  d6veloppees  et  les  points 
singuliers  des  courbes  a  double  courbure<l,  presente  en  1771,  Me"moires 
des  Savants  Strangers  de  Flnst,  T.  X,  Paris  1785,  den  analytischen  Ausdruck 
der  Normalebene. 
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das  Kurvenstiick  PPl  mit  um  so  grSBerer  Annaherung  durch  eine 
Strecke  zu  ersetzen  sein,  je  naher  die  beiden  Punkte  P  und  Pl  bei- 
einander  liegen.  Wir  werden  uns  daher  fragen,  was  aus  der  Ge- 
raden,  die  durch  P  und  Pl  geht,  in  dem  Grenzfalle  wird,  in  dem  P, 
unendlich  nahe  bei  P  auf  der  Eurve  liegt.  Man  wird  von  vorn- 
herein  vermuten,  daB  man  dadurch  —  wie  in  der  Ehene,  siehe 
S.  18,  —  auf  die  Tangente  gefiihrt  wird.  Ja,  es  bedarf  dies  eigent- 
lich  keines  Beweises,  wenn  man  bedenkt,  daB  aus  dem  SatzeS,  8,218, 
folgt,  dafi  die  Projektion  der  Tangente  in  einer  beliebigen 
Ebene  die  Tangente  der  Projektion  der  Kurve  in  dieser 
Ebene  ist  Dennoch  wollen  wir  kurz  den  Grenziibergang  ana- 
lytisch  durchflihren. 

Es  liege  also  die  Kurve 

(ij  * 


vor.  Auf  ihr  wahlen  wir  den  Punkt  P  mit  dem  Parameter  t  und 
den  Punkt  P^  mit  dem  Parameter  tr  Es  seien  x,  y,  z  und  x^9  y]?  z, 
die  Koordinaten  dieser  Punkte.  Sind  r,  t>,  5  die  laufenden  Koordi- 
naten  der  Geraden  PP1?  so  bat  sie  die  Gleicbungen: 


Die  drei  Briiche  sind  langs  der  Geraden  zwar  einander  bestandig 
gleicb,  andern  sich  aber  dock  Wir  benutzen  ibren  gemeinsamen 
Wert  als  Parameter  t  auf  der  Geraden  PP19  die  demnach  auch  so 
dargestellt  werden  kann: 


Wir  konnen  auch 

t^-o-^    • 

als  Parameter  einftihren,  wodurch  sich  ergibt: 


Machen  wir  nun  den  Grenziibergang  lim  ^  =  t,  so  kommt 
(2)  Z  =  X  +  X'T,       9=y+yr,       %  ==  z  +  z'  T 

wie  in  Satz  5,  S.  217. 

Die  Kurve  ist  im  allgemeinen  nicht  eben.  Wahlen  wir  aber 
auf  ihr  drei  benachbarte  Punkte  P,  P19  P2,  so  liegen  diese  in  einer 
Sbene,  und  die  Kurve  wird  sich  dieser  Ebene  um  so  mehr  an- 
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schmiegen,  je  naher  die  drei  Punkte  beieinander  liegen.  Daber 
fragen  wir  uns,  ob  die  Ebene  durch  P,  P^  -und  P2  eine  bestimmte 
G-renzlage  hat,  wenn  P^  und  P2  langs  der  Kurve  nacb  P  streben. 
Sind  x,  y,  z\  xlt  ylt  z^\  #2,  y2?  z2  die  Koordinaten  von  P,  PL 
und  P2  und  £,  9,  j  die  laufenden  Koordinaten  der  Ebene,  so  ist 


-  y    = 


•die  Gleicbung  der  Ebene.  Zu  den  Punkten  P,  Pj  und  P2  mogen 
die  Parameterwerte  t,  t  +  elt  t  +  €3  gehoren,  Sind  die  absoluten 
Betrage  von  61  und  e2  hinreichend  klein,  so  kann  man 

' 


x -  ^r  =  y 


1.2 


setzen;  entsprechendes  gilt  fiir  yx  —  y,  z/2  —  y  und  ^  —  J25  z2  —  z. 
Da  sich  dann  in  der  zweiten  und  dritten  Eeibe  der  Determinate 
der  Faktor  ^  bzw.  c2  absondern  lafit,  nimmt  die  Gleichung  der 
Ebene  die  Form  an: 


of" 


Subtrahieren  wir  die  zweite  Reibe  von  der  dritten,  so  kommt: 

f    i       *  i  */  \i^A^S  5\i 


y" 


y" 


=.0. 


In  der  letzten  Eeihe  laBt  sich  tiberall  i(«2  -  «i)  absondern  nnd 
daher  aus  der  Gleichung  fortatreichen.  Nachdem  dies  geschehen 
ist,  machen  wir  den  Q-renziibergang  lim  sl  =  0  und  lim  %  —  0.  Als- 
dann  bleibt  iibrig: 
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£-*      x 


(3) 


0. 


9-y    y     r 
a  -  *    *'    <*" 

Aber  bier  ist  zunacbst  nocb  zu  erortern,  ob  diese  Gleiebung  nicbt 
etwa  fur  alle  Werte  von  j,  t;,  5  gelten  kann.  Weil  sie  in  der  Form 

gescbrieben  werden  kann,  wird  sie  fur  alle  Werte  von  y,  t),  j  nur 
dann  erfdllt,  wenn 

isi  Dies  tritt  nach  Satz  5,  S.  217,  nur  da  ein,  wo  die  Tangente 
die  Kurve  in  zweiter  Ordnung  beriihrt  Von  solchen 
Stellen  seben  wir  bier  ab. 

Tritt  es  uberall  langs  der  Kurve  ein?  so  ist  sie  iibrigens  nach 
S.  216,  217  eine  gerade  Linie.  Die  Geraden  sind  demnacb  die 
einzigen  Kurven,  bei  denen  die  Ebene  (3)  oder  (4)  nirgends  eine 
bestimmte  Lage  bat. 

Diese  Ebene  heiBt  die  Schmiegungsebene  oder  Oskula- 
tionsebene  des  Punktes  (rf).1  Da  sie  als  die  Grenzlage  der  Ebene 
dreier  benachbarter  Kurvenpunkte  P,  P19  P2  bezeicbnet  warden 
kann  und  die  Geraden  PP1  und  Pl  P2  zwei  benachbarte  Tangenten 
der  Kurve  sind,  kann  man  die  Scbmiegungsebene  aucb  als  die 
Grenzlage  der  Ebene  zweier  benachbarter  Tangenten  auf- 
fassen.  Nach  dem  Yorhergehenden  gibt  es  langs  der  Kurve  nur  dann 
nirgends  bestimmte  Schmiegungsebenen,  falls  sie  eine  Gerade  ist, 
und  ferner  gibt  es  in  einem  Kurvenpunkte  nur  dann  keine  bestimmte 
Schmiegungsebene,  falls  die  Tangente  die  Kurve  dort  in  hoherer  als 
erster  Ordnung  bertihrt. 

Oben  sprachen  wir  von  der  Normalebene  des  Punktes  (*). 
Sie  geht  durcb  den  Punkt  (t]  oder  (x,  y,z)  und  stebt  auf  der  Tan- 
gente dieses  Punktes  senkrecht  Da  die  Tangente  Richtungskosinus 
proportional  x,  y',  z'  hat,  ist 

(5)  *'  fe  -  *)  +  y'  (9  -  y}  +  *>  (a  -  *)  -  o 

die  Gleichung  der  Normalebene  in  den  laufenden  Koordinaten  5,  5,  j. 
Jede  Gerade  in  der  Normalebene,  die  durch  den  Kurvenpunkt  (t) 

1  Die  Schmiegungsebene  wurde  wohl  zuerst  von  TINSEAU  in  der  auf 
S.  203  genannten  Arbeit  betrachtet. 
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geht,  heiBt,  wie  schon  erwahnt,  eine  Norm  ale  des  Punktes  (t],  so 
insbesondere  die  Schnittlinie  der  Nonnalebene  und  Schmiegungs- 
ebene.  Diese  Gerade  heiBt  die  Hauptnormale  des  Punktes  (£). 
Die  Koordinaten  £,  5,  j  ihrer  Punkte  erflillen  die  beiden  Glei- 
chungen  (4)  und  (5). 

Die  "Gerade,  die  im  Punkte  (t)  auf  der  Schmiegungsebene 
—  denmach  aueh  auf  der  Tangente  und  auf  der  Hauptnormale  — 
senkrecht  steht,  wird  die  Binormale1  genannt.  Ihre  Eichtangs- 
kosinus  sind  nach  (4)  proportional: 

y'z"  -  z'y",        z'x"  -  *V,       x'  f  -  if*", 

so  da8  ihre  Gleicbungen  in  Parameterdarstellung  so  lauten: 
x  +  (y'z"  -  *y")T,       i)  =  y  +  (*V  -  x'z"}r, 


t 

(6)        { 
I 


Die  drei  Geraden:  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  bilden  ein 
dreifach  recbtwinkliges  Geradenkreuz  ;  dies  ist  das  den  Kurven- 
punkt  (t)  begleitende  Dreikant2.  Wir  werden  erst  auf  S.  230,  231 
erortern,  wann  einem  Kurvenpunkte  kein  Dreikant  zukommt. 

In  §  3,  S.  209,  haben  wir  die  Kurve  und  in  §  4,  S.  216,  ihre 
Tangente  orientiert.  Bis  auf  weiteres  wollen  wir  uns  die  Haupt- 
normale in  irgend  einem  Sinne  orientiert  denken.  Die  spateren 
Betrachtungen  n'amlieh  werden  uns  erst  zu  einer  bestimmten  zweck- 
maBigen  Festsetzung  dariiber  AnlaB  geben.  Aber  schon  jetzt  treffen 
wir  eine  Vorkebrung:  Der  positive  Sinn  auf  der  Binormale  soil  so 
angenommen  werden,  daB  die  positive  Tangente  ,  Haupt-  und  Bi- 
normale geradeso  gegeneinander  liegen  wie  die  positive  #-,  y-  und 
z-Achse,  so  daB  das  Dreikant  vermoge  einer  Bewegung  in  dies 
Achsenkreuz  iibergefiibrt  werden  kann.  Die  Kosinus  der  Winkel? 
die  von  den  drei  positiven  Kichtungen  des  Dreikants  mit 
den  drei  positiven  Richtungen  der  Koordinatenachsen  ge- 
bildet  werden,  sollen  hier  und,  soweit  moglicb,  spater 
auch  immer  so  bezeichnet  werden,  wie  es  folgende  Tabelle 
zeigt: 


1  Der  Name  Binormale  riihrt  vou  DE  SAINT- VENANT  her.    Siehe  die  An- 
merkung  auf  S.  203. 

2  Der  kunze  Name  Dreikant  wurde  von  SCHELL  eingefuhrt  in  seiner  ,,A1I- 
gemeinen  Theorie  der  Kurven  doppelter  Kviimmungu,  Leipzig  1850, 
2.  Aufl.  1898,  3.  Aufl.  bearb.  von  SALKOWSKI  1914. 
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x     y 

Z 

Tangente 

a     ft 

r 

Hauptnormale 

1     m 

n 

Binormale 

I        fJL 

V 

Zwischen  ihnen  besteben  dann  Beziebungen  wie  die  in  Tafel  I,  und 
wir  konnen  sie  sofort  binsebreiben,  wenn  wir  die  vorstehende 
Tabelle  mit  der  in  Tafel  I  vergleicben.  So  kommen  wir  zu  den 
Formeln,  die  in  Tafel  II  des  Anbanges  unter  (A)  bis  (D)  angegeben 
sind.  Wir  werden  diese  Formeln  baufig  anwenden. 

Wir  baben  gefundea: 

Satz  9:  Die  Eiebtungskosinus  ct>  /5,  x  und  A,  /w,  v  der 
Tangente  und  der  Binormale  des  Punktes  (t)  oder  (ar,  y,  z] 
der  Kurve 


erfullen  die  Proportionen: 


i :  p :  *  -  (yf  z"  -  z' y"} :  (zf  x"  -  af  z"} :  (xf  y"  -  y  x"}. 

Es  ist  niitzlich,  sicb  ein  ungefabres  Bild  von  der  Lagerung  der 
Scbmiegungsebenen  usw-.   dadurch   zu   machen,   daB  man  statt  der 

Eaumkurve  ein  raumlicbes  Polygon 
Pl  P2  P3  . . .  betracbtet,  das  moglicbst 
wenig  von  einer  Kurve  abweicht,  also 
ein  Polygon,  dessen  geradlinige  Seiten 
Pl  P2 ,  P2  P3  .  . .  recbt  kurz  sind  und 
von  dem  je  zwei  aufeinanderfolgende 
Seiten,  wie  Pl  P2  und  P2P3,  fast  ge- 
streckte  .Winkel  miteinander  bilden 
(siebe  Fig.  68).  Die  Geraden,  auf 
denen  die  Strecken  P,  P9 .  P0  P.  .  . . 

X         ti  £1         3 

Fig.  68.  Hegen,  ersetzen  uns  dabei  die  Tan- 

genten    der  Kurve,    die   Ebenen    je 

dreier  Punkte  P1P2P^>  P2P3P4...  die  Scbmiegungsebenen.  Das 
Lot  in  Pl  zur  Ebene  PaP2P3  wird  die  Binormale  des  Punktes  Pl 
darstellen,  usw.1 


1  Ein  Modell  hiervon  kann  man  sich  leicht  aus  einem  Streifen  nicht  zu 
dftnnen  Papiers  herstellen,  indem  man  ihn  im  Zickzack  immer  nach  derselben 
Seite  bin  (von  der  ursprunglichen  Ebene  des  Streifens  aus)  umknickt 
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Wir  wollen  nun  die  besondere  Bedeutung  des  Dreikants  fur 
den  Verlauf  der  Kurve  in  der  Umgebung  der  betreffeuden  Stelle 
erlautem. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  z.  B.  das  Dreikant  dos 
Punktes  (t  =  0)  als  Achsenkreuz  gewahlt.  Fur  Punkte  der  Kurve. 
die  dem  Anfangspunkte  (t  =  0)  hinreichend  nahe  sind,  lassen  sich. 
dann  die  Koordinaten  als  Potenzreihen  nach  t  entwickeln: 

x  =  ^  t  +  bl  f-  +  Cl  t*  +  .  .  .  , 
y  =  a,t  +  £2  t-  4-  c2  1*  +  .  .  ,  , 
z  =  az  t  +  ^3  i2  +  c,  *3  +  ---- 

Nach  Satz  9  sind  die  Eichtungskosinus  der  Tangente  des  Anfangs- 
punktes  proportional  al7  a.2,  ay  Da  sie  jetzt,  weil  diese  Tangente 
die  .r-Achse  selbst  sein  soil,  gleich  1,  0,  0  sind,  ist  a^  ^  0,  «.,  =  ^  =  0 
anzunehmen.  Die  Richtungskosinus  der  Binormale  des  Anf'angs- 
punktes  sind  nach  demselben  Satze  proportional 

0,     -2^3,     2^. 

Weil  die  z-Achse  die  Binormale  sein  soil,  sind  sie  andererseits 
gleich  0,  0,  1.  Also  ist  wegen  ^  =)=  0  notwendig  ^>3  =  0,  b2  =(=  0. 
Wir  haben  somit  die  Reihen: 

f  x  -  a^t  +  bl  t*  +  Cl  t*  +  .  .  .     (^  =(=  0), 
(7)  ?/  =  Aa  t*  +  c..  t*  +  .  .  .     (A3  4:  0), 


Die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Schmi^gungsebene  des  Punktes 
(t  —  0),  also  auf  die  r//-Ebene,  wird  durch  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen  dargestellt.  In  unmittelbarer  Nahe  des  Punktes  (t  —  0) 
verlauft  die  Projektion  mithin  wie  die  Kurve: 


d.  h.  \vie  eine  Parabel,  die  den  Anfangspunkt  zum  Scheitel  und 
die  or-Achse  zur  Tangente  hat.  Bei  der  Projektion  auf  die  Normal- 
ebene,  also  auf  die  ?/z-Ebene,  kommt  dagegen  die  zweite  und  dritte 
Gleichung  (7)  in  Betracht,  so  daB  die  Projektion  der  Kurve  Mn- 
reichend  nahe  bcim  Punkte  (t  =  0)  wie  die  Kurve 


verlauft,  denn  im  allgemeinen  wird  c3  von  Null  verschieden  sein,  und 
dann  hat  diese  Kurve  im  Anfangspunkte.  nach  S.  108  eine  Spitze, 

SCHEFFBRS,   Dill'.   1.    3.  Aufl.  ^ 
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deren  Tangente  die  y-Achse  1st.    Endlich  wird  die  Projektion  auf 
die  :rz-Ebene  in  der  nachsten  Nahe  des  Punktes  (t  —  0)  durch 


z  = 


gegeben,  wenn  c3  4=  0  ist,  d.  h.  durch  eine  Kurve,  die  im  Anfangs- 
punkte  einen  Wendepunkt  hat,  dessen  Tangente  die  #-Achse  ist.1  Was 
wir  irier  for  die  Umgebucg  des  Punktes  (t  =*  0)  gefunden  baben,  gilt 
auch  fiir  die  irgend  eines  Kurvenpunktes  (^0).  Dann  namlich  tritt 
in  den  vorhergehenden  Formeln  einfach  t  —  tQ  an  die  Stelle  von  t 
Diese  Ergebnisse  sollen  durch  Fig.  69  erlautert  werden.  Noch 
klarer  wird  die  Anschauung,  wenn  man  so,  wie  es  in  der  dar- 


Fig.  69. 


Fig.  70. 


stellenden  Geometrie  gebrauchlich  ist,  drei  Ebenen,  die  den  be- 
trachteten  Ebenen  parallel  sind,  als  AufriB-,  GrundriB-  und  SeitenriB- 
tafel  benutzt  und  also  in  eine  Ebene  auseinanderklappt.  Alsdaon 
verwandelt  sich  die  Fig.  69  in  die  Fig.  70,  worin  jedoch  alle  Ma8e 
halb  so  groB  gewahlt  worden  sind.  Zwei  der  drei  Projektionen  der 
fiaumkurve  bedingen  die  dritte,  wie  es  aus  den  Hilfslinien  ersicht- 
lioh  ist,  und  aus  dem  Verhalten  der  Projektionen  schliefit  man  leicht 
rtickwarts  auf  den  Verlauf  der  Eaumkurve.  Man  erkennt,  daB  eine 

1  Bei  TINSEAU  (vgl.  die  Anm.  zu  S.  203)  findet  sich  wohl  zuerst  der  Satz, 
daB  die  senkrechte  Projektion  einer  Kurve  auf  eine  Ebene  einen  Wendepunkt 
hat,  wenn  die  Ebene  zur  Scbmiegungsebene  senkrecht  ist.  Dies  gilt  fur  einen 
Punkt  allgemeiner  Art  nur  dann  nicht  mehr,  wenn  die  Ebene  zur  Hauptnormale 
parallel  ist. 
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reelle  Kurve  im  allgemeinen  ibre  Scbmiegungsebene,  sich 
ihr  anschmiegend,  durcbsetzt.  Dagegen  verbleibt  die 
Kurve  in  der  Nahe  des  betrachteten  Punktes  auf  einer 
Seite  der  Ebene  durcb  die  Tangente  und  Binormale,  watt- 
rend  sie  natiirlich  die  Normalebene  senkrecht  schneidet. 
Die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Ebene  der  Binormale  und 
Tangente  beriihrt  die  Projektion  der  Tangente  selbst  in  mindestens" 
zweiter  Ordnung.  Hier  liegt  also  ein  solches  Beispiel  zu  Satz  8, 
S.  218,  vor,  indem  das  dort  gebraucbte  Wort  ,,mindestens"  zurGeltung 
kommt. 

§  6.    Formeln  fur  die  Richtungskosinus  des  Dreikants. 

Nach  Satz  9,  S.  224,  und  auf  Grand  der  Formeln  der  Tafel  II 
des  Anbanges  sind  wir  in  der  Lage,  die  Richtungskosinus  der  Tan- 
gente,  Haupt-  und  Binormale  zu  berecbnen.  Zwiscben  diesen 
GroBen  bestebt  auBerdem  eine  Reihe  von  wicbtigen  Beziehungen,  die 
klarer  bervortreten,  wenn  wir  die  Bogenlange  s  der  Kurve  als 
Parameter  eiufiibren.1 

Da  die  Bogenlange  nacb  (10),  S.  209,  durcb  ein  bestimmtes 
Integral  dargestellt  wird,  dessen  Auswertung  im  allgemeinen  un- 
moglicb  ist,  erscheint  es  angebracbt,  zu  betonen,  da8  man  trotz- 
dem  die  Ableitungen  erster  oder  boherer  Ordnung  der 
Koordinaten  der  Punkte 


(1)  * 

einer  Kurve  hinsicbtlich  der  Bogenlange  s  bloB  durcb 
Differentiationen  als  Funktionen  des  Parameters  t  zu  be- 
rechnen  imstande  ist. 

Deutet  namlicb  der  Strich  die  Differentiation  nacb  dem  Para- 
meter t  an,  so  daB  x  =  <f>'(t\  x"  =  <p"($  usw.  ist,  so  baben  wir  zu- 
nacbst  nacb  (9),  S.  208: 

(2)  -Jf  =  y^  +  ^  +  ^ 

wobei  wir  wie  damals  einen  bestimmten  Wert  der  Wurzel  annehmen 
(insbesondere  den  positiven  im  Falle  einer  reellen  Kurve  mit  reeller 
Parameterdarstellung).  Da  nun  ftir  irgend  eine  Funktion  f  von  t 
die  Form  el 

*L  -  *L  ^L  =  *L-  ds 

W  ds   ~~   dt    ds         dt  '  dt 


1  Wie  es  sckon  EXJUBR  in  seiner  auf  S.  203  erwahnten  Abhandlung  tat. 

15* 
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gilt,  ist  man  auf  Grund  von  (1)  und  (2)  imstande,  alle  Ableitungen 
von  x,  y,  z  nach  s  als  Funktionen  von  t  zu  berechnen.  Zunachst 
kommt  namlich 


14\     dx  =  x'  dy 

v  ^     ds        yV-'-f  ?/*-hs/'?      ^' 

Wegen  (3)  und  (2)  ist  nun: 


also  nach  !V4): 


7^"  "~  (a;'-1  4-  /-'  +  V'j- 

Entsprechende  Werte  genen  fiir  die  Ableitungen   zweiter  Ordnung 
von  //  und  z  nach  s  hervor.     Da  weiterhin  nach  (3)  und  (2) 


d*  x  d  *s%3       /— —> 7+ 77 

d  .s"'!  dl        '  ' 

wird,  kann  man  nach  (5)  auch  die  Ableitung  dritter  Ordnung  von  .r 
nach  s  berechnen,  usw. 

Liegt  also  eine  Kurve  in  irgend  einer  Parameterdarsteliung  (1) 
vor,  so  ist  man  imstande,  die  Ableitungen  der  Koordinaten  nach  der 
Bogenlange  bis  zu  beliebig  hohen  Ordnungen  als  Funktionen  des 
Parameters  t  zu  berechnen.  Bei  unseren  theoretischen  Erorterungen 
werden  wir,  wie  angedeutet,  sehr  haufig  annehmen,  daB  die  Bogen- 
lange s  als  Parameter  eingeftihrt  worden  sei.  Praktisch  ist  dies 
nun  zwar  meistens  nicht  moglich.  weil  eben  dabei  die  Auswertung 
eines  Integrals  notig  wircl,  dennoch'  aber  kann  man  die  Ergebnisse, 
zu  denen  wir  gelangen  werden,  in  jedem  speziellen  Falle  bei  der 
Anwendung  auf  irgend  eine  Kurve  trotzdem  verwerten.  Denn  diese 
Ergebnisse  werden  die  Ableitungen  von  x,  //,  z  nach  .v  enthalten,  und 
sie  lassen  sich,  wie  soeben  gezeigt  wurde.  ohne  Schwierigkeiten  als 
Funktionen  des  Parameters  t  berechnen,  Man  ist  also  in  der  Lage, 
die  Ergebnisse  auch  auf  Grund  einer  beliebigen  Parameterdarsteliung 
der  Kurven  in  Formeln  ausdriicken  zu  konnen. 

Nachdem  wir  diesen  Umstand  hier  ein  fiir  allemal  grundsatzlich 
erortert  haben,  werden  wir  kunftig  nicht  wieder  darauf  zuruck- 
kommen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  soil  aber  noch  ein  die  Eechnungen  er- 
leichterndes  Symbol,  das  Summenzeichen  S,  eingefiihrt  werden. 


, 

ds          /«- 

To 

*77~   PS 

a:    , 

dx 

x              d  y             y1 

fU             »' 

ds        -j 

/Sx'2  J      ds        y&z 

;'*  '       ^5         l/Stf* 

<F-x         x"Sx"2- 

x'  S  as'  cc" 
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Es  treten  namlich  haufig  Summen  von  drei  Gliedern  auf,  derart, 
da8  das  zweite  Glied  aus  dem  ersten  und  das  dritte  Glied  aus  dem 
zweiten  dadurch  hervorgeht,  dafi  man  die  x-,  y-  und  z-Achse  zyklisch 
vertauseht  und  zugleich  auch  alle  GroBen,  die  sich  auf  die  drei 
Achsen  beziehen,  also  z.  B.  x\  y',  z,  ferner  cc,  /?,  y,  ebenso  /,  ra,  n 
und  A,  jz,  V  usw.  In  diesem  Falle  geniigt  es,  das  erste  Glied  allein 
mit  dem  davorgesetzten  Summenzeichen  S  hinzuschreiben.  So  z.  B. 
konnen  wir  sfcatt  (2),  (4)  und  (5)  schreiben: 


(6) 


Wir  wollen  nun,  wie  gesagt,  annehmen,  da8  der  Parameter 
einer  zu  betrachtenden  Kurve  ihre  Bogenlange  s  sei.  Damit 
werden  von  vornherein  alle  Minimalkurven  (vgl.  S.  209)  ausgeschlossen, 
ebenso  alle  Stellen  der  Kurve,  die  Minimalpunkte  oder  singulare 
Punkte  sind. 

Wenn  im  folgenden  der  Strich  die  Differentiation  nach 
der  Bogenlange  s  andeutet,  haben  wir  nach  Satz  3,  S.  209,  an- 
zunehmen: 

oder  also: 

trj\  Ck       /O  ^ 

(7)  S  x  -  =  1 . 

Dann  muB 

(8)  y  sr^  =  i 

gesetzt  werden,  denn  die  Kurve  ist  ja  orientiert  worden.  Weil  wir 
die  Tangente  auf  S.  216  in  entsprechender  Weise  orientiert  haben, 
ist  somit  nach  (4)  ebenda: 

(9)  oc  =  x',     fi  =  ;/,     Y  =  *• 

Nach  Satz  9,  S.  224,  kommt  ferner,  da  A2+  /i2+  *>2—  1  sein  muB: 

y  '  *!'  -  *'  y" 


]/S  (yr  *"  -  *'  y'J 

Es  ist  aber  nach  der  Identitat  (11),  S.  194: 

(10)  S  (/  z"  -  *  yj  «  S  *'*  •  S  z"*  -  (S  *  x")* . 
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Nach  (7),  woraus  noch  durch  Differentiation 

(11)  S*V'  =  0 

folgt,  reduziert  sich  dieser  Wert  einfach  auf  S*"2.    Demnach  wird: 

^ir^X  f^lz^,      ,-*£^£*L. 

^    J  y$aF*  y$z"2  ys*"8 

Nach   den   mittleren  Zeilen   der  Formeln  II  (C]   folgt  hieraus   und 
ans  (9): 


Der  Zahler  lafit  sich  so  schreiben: 

•ZT     (.27       ""p1  If       ~r~  Z     ]  "~~"  X   \X  X     ~~T~   if    '/      "|     Z   Z    \ 
\  *    <7         *  /  \  '    »/    «/        '  / 

und  ist  also  nach  (7)  und  (11)  gleich  or".     Daher  kommt: 
(13)  Z  =  — -—  .       w^      ^  -,       n  =  "^r-- 

y$x"2  v'si?7*  ysa"2 

In  den  Formeln  (9),  (12)  und  (18)  liegen  die  Werte  der  Richtungs- 
kosinus der  Tangente,  Bi-  und  Hauptnormale  eines  Kurvenpunktes 
vor.  Dabei  tritt  in  (11)  und  (12)  noch  die  zweiwertige  Quadra  t- 
wurzel  aus  S#"2  auf.  Welchen  der  beiden  Werte  wir  auch  wahlen, 
stets  ist  das  begleitende  Dreikant  der  Raumkurve  so  orientiert  wie 
das  Achsenkreuz. 

Aber  es  kann  vorkommen,  daB  der  Radikand  der  Wurzel  ver- 
schwindet,  und  dann  hat  weder  die  Bi-  noch  die  Hauptnormale  be- 
stimmte  Richtungskosinus.  Daraus  folgt,  daB  diese  beiden  Geraden 
alsdann  Minimalgeraden  sein  miissen,  denn  nach  S,  193,  194  sind 
die  Minimalgeraden  des  Raumes  die  einzigen  Geraden,  denen  keine 
Richtungskosinus  zukommen.  In  der  Tat  enthalt  die  Normalebene 
eines  Kurvenpunktes  ebenso  wie  die  ary-Ebene  (siehe  S.  12),  falls  sie 
aus  dieser  Ebene  durch  eine  Bewegung  hervorgeht,  zwei  Scharen  von 
Minimalgeraden,  und  es  kann  bei  imaginaren  Kurven  sehr  wohl  vor- 
kommen, daB  die  Normalebene  eines  ihrer  Punkte  von  der  Schmiegungs- 
ebene in  einer  Minimalgeraden  geschnitten  wird,  so  daB  alsdann  die 
Hauptnormale  eine  Minimalgerade  wird.  Auch  wenn  wir  zunachst  die- 
Binormale  und  nicht  die  Hauptnormale  suchen,  stoBen  wir  auf  diesen 
Ausnahmefall.  Die  Binormale  wurde  namlich  auf  S.  223  als  diejenige 
(rerade  definiert,  die  im  Kurvenpunkte  auf  der  Schmiegungsebene 
senkrecht  steht.  Die  Gleichung  (4)  der  Schmiegungsebene,  S.  222, 
zeigt  aber,  daB  ihre  Normalen  solche  Richtungskosinus  haben,  die  zu 

(14)  y'S'  -  zy,       zV  -  x'zT,       x'y"  -  y' x" 


§  6.    Formeln  fur  die  jRiehtungskosinus  des  Dr&ikants.         231 

proportional  sind.  Die  Eichtungskosinus  selbst  gehen  daher  aus 
diesen  Werten  durch  Division  mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Summe 
ibrer  Quadrate  hervor,  und  diese  Suinme  hat  nach  (10),  wie  oben 
bemerkt  wurde,  den  Wert  S#"2?  so  daB  sich  gar  keine  Richtungs- 
kosinus  ergeben,  also  keine  Hauptnormale  vorhanden  ist  Eine 
Ebene 

Ax  +  By  +  Cz  =  D 

wird  nun  eine  Minimalebene  genannt,  wenn  A%  +  _S2  +  C2  =  0 
ist.  Alle  Minimalebenen  sind  imaginar. 

]NTachdem  wir  auf  S.  209  s-chon  die  Minimalpunkte  der  Kurve 
ausgescblossen  haben,  deren  Tangenten  nach  S.  219  Minim  aJgeraden 
sind,  sehen  wir  uns  daher  hier  genotigt,  auch  diejenigen  Kurven- 
punkte  auszuschliefien,  deren  Schmiegungsebenen  Mini- 
malebenen sind.  Wir  wollen  sie  Minimalpunkte  zweiter 
Ordnung  der  Kurve  nennen,  indem  wir  die  bisher  schlechtweg  als 
Minimalpunkte  bezeichneten  Stellen  von  jetzt  an  Minimalpunkte 
erster  Ordnung  nennen.  Liegt  eine  Kurve  in  irgend  einer  Para- 
meterdarstellung  x  =  q>(t),  y  —  x(t),  z  -  t//(0  vor,  so  sind  also  die 
Minimalpunkte  erster  Ordnung  diejenigen,  fur  die 


ist,  und  die  Minimalpunkte  zweiter  Ordnung  diejenigen,  fur  die 

S^2^0     und     S(/t//'-i/>V/)2^° 
ist. 

Sehen  wir  also  auch  von  den  Minimalpunkten  zweiter  Ordntmg 
ab,  so  sind  die  Richtungskosinus  der  Haupt-  und  Binormale  nach 
(13)  und  (12)  vollkommen  definiert,  sobald  wir  festgesetzt  haben, 
welcher  der  beiden  Werte  der  Quadratwurzel  aus  $#"2  genommen 
werden  soil.  Im.reellen  Falle  wollen  wir  diese  Wurzel  stets 
positiv  wahlen;  was  dies  geometrisch  bedeutet^  wird  sich  erst 
spater  zeigen.  Im  imaginaren  Falle  denken  wir  uns  irgend  einen 
bestimmten  der  beiden  Wurzelwerte  ausgewahlt.  Wir  werden  welter 
unten  erkennen,  da8  der  reziproke  Wert  der  Wurzel  eine  geome- 
trische  Bedeutung  hat,  die  uns  veranlaBt,  ihn  mit  r  zu  bezeichnen:1 


(15) 


1  Die  Formel  (15),  die  den  Wert  derjenigen  GroBe  r  angibt,  die  man  aus 
spater  zu  erorternden  Griinden  den  Krummungsradius  der  Kurve  nennt,  findet 
sicb  in  EULBRS  auf  S.  203  erwfihnter  Abhandlung. 


232  Ziveiter  Abschnitt:    Knrven  im  Raume. 

Die  Formeln  (9),  (13)  und  (12)  fiir  die  Richtungskosinus  des  Drei- 
kants  konnen  wir  alsdann  so  zusannnenstellen: 

(16)  *  =  *',        0=*y,        ?  =  z'. 

(17)  /  =  r.r",      77i  =  rt/",      n  =  rz". 

(18)  I  -  r  (y '  z"  -  z  y") ,     fji  =  r(z'  x"  -  x  z"} ,     v  =  r  (x  y"  -  >/  a-") . 

Jetzt  wollen  wir  die  Ableitungen  dieser  Richtungskosinus 
nach  s  berechuen.  Aus  (16)  folgt  a  =  #",  also  mit  Riicksicht 
auf  (17;,: 

(19)  or'  «   /  ,        /T  =  — ,        /  =  — . 

V          /  ;.  (  r  /  y, 

Nach  II  (^f)  ist  ferner: 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  x: 

(4  %  +  ft  n'  +  ?!''—  —  (a  A  +  ft'  //  +  Y  v], 

Nach  (19)  ist  aber  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  gleich 
-  1  (ll  +  mp  +  nv} 

T  f 

und  daher  nach  II  (A]  gleich  Null.     Aus    den    beiden  Grleichungen 
folgt  somit: 

T  :  p! :  v  =  (((/  Y  —  "  /?)  •  (^  «  —  A  7) :  (A  (i  —  ^  «) 
oder  nach  II  (C) : 

Wir   konnen  deshaib    einen   vorlaufig   noch   unbekannten   Faktor  p 
einfiihren  und  setzen: 

(20)  A'  =  —  '  =  —  '  —  2L 

Q    '  '        ""      9  ~   T* 

Nach  II  ((7)  ist  nun  weiterhin  Z  =  //  ^  —  y^y  und  daher 
oder  nach  (19)  und  (20) 


woraus  wiederum  nach  .II  (C]  folgt: 


7/  _         tx          A 

*"         r    """  7* 
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Wir  haben  daher  noch: 


(21)        /'  =  - 


In  (19),  (20)  und  (21)  liegen  nun  die  Ableitungen  der  Eichtungs- 
kosinus  nach  A-  vollstandig  bekannt  vor  —  bis  auf  die  Funktion  {;. 
Um  diese  zu  berechnen,  differenzieren  wir  die  erste  Gleichung  (18). 
Dies  gibt  wegen  (20): 

-•  =  r'(y'z"  -  *'//")  +  T(y  z"  -  <'/'") 

oder  also  wieder  wegen  der  ersten  Gleichung  (18): 


Eine  entsprecbende  Formel  besteht  filr  m  :  o  und  far  n:tj.  Wir 
multiplizieren  sie  der  Keihe  nacb  mit  /,  m,  n  und  addieren  sie 
darauf.  Nacb  II  (A]  folgt  dann: 


oder  nacb  (17): 


-rS  /(//.-'"-.-'/ 


woftir  wir  auch  wegen  (15)  schreiben  konnen: 

x'      x"     x" 

y     y"     y" 
'22)  -i  =  *      *"      *" 

Hiermit  ist  auch  o  bestimmt,  und  zwar  hat  o,  wie  man  sieht,  einen 
von  alien  willklirlichen  Festsetzungen  unabhangigen  Wert. 

Wir  konnen  noch  eine  Reibe  von  Formeln  aufstellen,  die  wir 
gelegentlich  gebrauchen  werden.  So  folgt  aus  (19),  (21)  und  (20) 
wegen  der  Formeln  II  (A): 


(23) 


Ferner  ist  nach  (17) 


x    =  — • , 
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daher: 

„,  __   I'         r'  I 
X     -    r    ~~     r* 

Oder  nach  (21): 

(24)  a.'"=_^__L_^,       ' 

\          /  ;-  r  ,j  y- 

wofdr  wir  auch  wegen  (16),  (18)  und  (17)  schreiben  konnen: 


Analoge  Formeln  gelten  fiir  ynt  und  /".  Man  kann  dann  (24)  aber- 
mals  differenzieren  und  so  fortfahren.  Dadurch  erkennt  man: 

Satz  10:  Die  Ableitungen  der  Koordinaten  #,  y,  z  eines 
Kurvenpunktes  nach  der  Bogenlange  ,<?  lassen  sicli  samtlich 
durch  die  Eichtungskosinus  der  Tangente,  Haupt-  und 
Binormale,  die  Funktionen  l:r  und  l:p  und  die  Ab- 
leitungen dieser  beiden  GroBen  nach  s  ausdriicken. 

Infolge  von  (23)  haben  die  beiden  Funktionen  1  :  r  und  1  :  o 
eine  geometrische  Bedeutung.  Wir  betrachten  auBer  dem  Kurven- 
punkte  (s)  einen  benachbarten  Kurvenpunkt  (5+  J.?)  mit  den  Eich- 
tungskosinus a  +  Aa,  fj  +  AJ,  y  +  d?  der  Tangente  und  den 
Richtungskosinus  A  +  AX,  p  +  Au.  r  +  Av  der  Binormalen.  1st 
ferner  AT  der  Winkel,  den  die  Richtungen  der  Tangenten  beider 
Punkte  (s}  und  (s+ds)  miteinander  bilden,  und  AS  der  Winkel, 
den  die  Richtungen  ihrer  Binormalen  miteinander  bilden,  so  ergibt 
sich  ftir  lim  As  =  0  nach  (10),  S.  193: 


m 


+  Af-  +  Af          J  AK  4-  Af  4-  Av*  ' 

Dividieren  wir  in  den  Zahlern  und  Nennern  mit  As2,  so  folgt  also 
lim    A          •«'•  +  ?•»  +     *,      lim 


oder  nach  der  ersten  und  dritten  Formel  (23): 
(25)  fo 


Wir  konnen  nun  Funktionen  T  und  ^  von  s  bilden,  die  so  be- 
schaffen  sind,  daB  die  Quadrate  ihrer  Ableitungen  diese  Werte  haben, 
namlich  die  Funktionen 


(26) 


ds 
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Fur  sie  gelten  die  Formeln: 

(271  ±L  =_L,       OL  =  J_, 

rfs          r  '         of 5         Q 

deren  Vergleichung  mit  (25)  zeigt:  Die  Funktiouen  T  und  £  von  s, 
die  durch  (26)  definiert  werden,  erfahren,  falls  s  um  As  wachst, 
solche  Zunahmen  A  T  und  A  J3,  die  fiir  lim  A  s  =  0  als  die  unend- 
lich  kleinen  Winkel  (Winkeldifferentiale)  dT  und  dS  zu  bezeichnen 
sind,  die  einerseits  von  den  Kichtungen  der  beiden  unendlich  be- 
nachbarten  Tangenten  und  andererseits  von  den  "Kichtungen  der 
beiden  unendlich  benachbarten  Binormalen  m  den  unendlich  be- 
nachbarten  Kurvenpunkten  (.?)  und  (s~\-ds]  miteinander  gebildet 
werden.  Indem  wir  statt  (25)  die  Formeln  (27)  aufgestellt  haben, 
in  denen  keine  Quadrate  mehr  vorkommen,  haben  wir  zugleich  iiber 
die  Orientierang  dieser  Winkel  verftigt.  Das  darf  deshalb  geschehen, 
weil  es  im  Raurae  keine  Vorschrift  iiber  den  Sinn  gibt,  in  dem  man 
den  Winkel  zweier  Richtungen  zu  messen  hat  (vgl.  S.  192).  Zu  dem 
Bogenelement  ds  gehoren  also  naek  (27)  gewisse  Winkelelemente 
dT  und  dB,  die  man  den  Kontingenzwinkel  und  Torsions- 
winkel  nennt.1 

Die  GroBe  dT:ds  gibt  ein  MaB  dafiir  ab,  wie  stark  sich  die 
Eichtung  der  Kurventangente  momentan  beim  Fortschreiten  langs 
der  Kurve  andert,  und  deshalb  heiBt  sie  die  Kriimmung  der 
Raumkurve  an  der  betrachteten  Stelle.  Die  GrSBe  dB\ds 
andererseits  gibt  ein  MaB  dafiir  ab?  wie  stark  sich  die  Richtung  der 
Binormale  oder,  was  dasselbe  besagt^  die  Stellung  der  Schmiegungs- 
ebene  momentan  beim  Fortschreiten  langs  der  Kurve  andert?  und 
wird  die  Torsion  der  Raumkurve  an  der  betrachteten  Stelle 
genannt.  Nach  (27)  sind  also  l:r  und  l:p  die  Kriimraung  und  die 
Torsion  der  Raumkurve.2 


1  Der  Kontingenz-   uud   der   Torsionswinkel   treten   bei  LANCEET   (siehe 
Anm.  S.  203)  unter  den  Namen  der  ersten  uad  zweiten  Flexion  auf. 

2  Die  Torsion  wurde  vielleicht  zuerst  von  LANCBET  in  der  auf  S.  203  ge- 
naimten  Abhandlung  berechnet.    Man  bezeichnet  sie  auch  als  Win  dung,   Uber- 
haupt  werden  fiir  die  oben  eingefiihvteu  Begriffe  selir  verschiedene  Namen  ge- 
braucht.    So  z.  B.  heiBt  die  Krummung  auch  Biegung  oder  Flexion  und  die 
Torsion  anderwSrts  auch  Schmiegung  oder  Flexion.    PETERSON  nennt  in  seiner 
Abhandlung  ,,CTber  Kurven  und  Flachen",  Moskau  und  Leipzig  1868,  den 
Kontingenzwinkel  die  Krummung  und  den  Torsionswinkel  die  Windung  oder 
Torsion*    Bei  HOPPE,  ,,Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie*',  1.  Teil, 
Leipzig  1880,  heifien  die  oben  mit  Tund  B  bezeichneten  GroBea  der  Krummungs- 
und  der  Torsionswinkel. 
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Der  Begriff  der  Krummung  trat  schon  im  ersten  Abschnitte  bei 
den  ebenen  Kurven  auf.  Da  die  ebenen  Kurven  als  ein  Speziallfall 
der  Raumkurven  zu  betrachten  sind,  hat  man  also  zu  erortern,  in- 
wieweit  sich  beide  Definitionen  im  Falle  ebener  Kurven  wirklich 
decken.  Ebenso  hat  man  zu  untersuchen,  was  die  Torsion  bei 
ebenen  Kurvea  bedeutet  Dies  wird  im  nachsten  Paragraphen  ge- 
schehen. 

Die  Torsion  1  :  n  wird  auch  im  Gegensatze  zu  1  :  r  als  die 
zweite  Kriimmung  der  Kurve  an  der  betrachteten  Stelle  bezeichnet. 
Daraus  entspringt  diejenige  Deutung  des  Namens:  Kurve  doppelter 
Kriimmung  fur  eine  Raumkurve,  die  wir  auf  S.  206  zu  geben  ver- 
sprachen. 

Die  wichtigsten  Formeln  des  gegenwartigen  Paragraphen  sind 
im  Anhange  in  der  Tafel  III  unter  (A)  bis  (11)  zusammengestellt 
Sie  gel  ten  nach  dem  Vorhergehenden  fur  solche  Kurvenpunkte,  die 
weder  singular  noch  Minimalpunkte  erster  oder  zweiter  Ordnung 
sind  und  in  denen  die  Kurve  von  ihrer  Tangente  nicht  in  hoherer 
als  erster  Ordnung  beriihrt  wird.  Man  wird  sehen,  da8  diese 
Formeln  die  eigentliche  Grundlage  der  ganzen  Kurven* 
theorie  ausmachen,  und  wir  werden  sie  fortwahrend  benutzen.  1 

Beispiel:    Bel  der  gemeinen  Schraubenlinie,  vgl.  (IT),  S.  213,  1st 

scos«  .     s  cos  a 

(28)  #  =  rcos  -  »         y  =  rsm  -  ;  -  ?         x  =  5  sin  a, 


also  Bach  (15)  und  (22): 
(29)  r 


cos2 


Dabei  ist  r  im  reellen  Falle  wie  auf  S.  212,  213  positiv  angenommen.  Bei 
der  gemeinen  Schraubenlinie  ist  also  sowohl  die  Kriimmung  als 
auch  die  Torsion  konstant.  Wir  uberlassen  es  dem  Leser,  dies  durch  die 
Ausrechuung  auch  fiir  die  gemeine  Schraubenlinie  in  ihrer  allgemeinen  Lage, 
d.  h.  auf  Grund  der  Grleichungen  (19),  S.  214,  zu  beweisen,  wobei  die  Formeln 
der  Tafel  I  heranzuziehen  sind.  Es  ergeben  sich  auch  dann  die  Werte  f29). 
Der  Wert  der  Torsion  zeigt,  da6  eine  reelle  gemeine  Schi:aubenlinie 
rechts-  oder  linksgewunden  ist,  je  nachdem  ihre  Torsion  einen 


1  Die  Formeln  fiir  die  Richtungskosinus  der  Tangente,  Haupt-  and 
Binormale  und  ihre  Differentialquotienten  wurden  fast  zu  gleichcr  Zeit  von 
FfiENET,  ,,Sur  les  courbes  a  double  courbure",  These,  Toulouse  1847,  auch 
im  Journal  de  Mathem.  T.  XVII  (1852),  und  von  J.  A.  SBBRET,  ,,M£moire  sur 
quelques  formules  relatives  <\  la  theorie  des  courbes  a  double 
courbure",  Journal  de  Mathem.  T.  XVI  (1851),  aufgestellt.  Man  nennt  daher 
insbesondere  die  Formeln  ((7)  der  Tafel  III  die  FRENEischen  oder  SERRETschen 
Formeln.  Bei  SERKET  findet  sich  auch  der  Satz  10. 


§  6.    Formeln  filr  die  Riclttungskosinus  des  Dreikants.         237 

negativen  oder  positiven  Wert  liat.     Bei  der  Kurve  (28)  rergeben  sich 
fur  die  Bichtungskosinus  des  begleitenden  Dreikants  die  Werte: 


(30) 


.      S  COS  (t  S  COS  a 

«  =  —  cos  «  sin )         p  =  cos  «  cos >  y  =  sin  a  , 

.-.  v-v^  1^  .      S  COS  Ot 

/  =  —  cos  — - —  ,  rri  =  —  sin ,  n  =  0  , 

s  cos  « 
/i  =  —  sin  «  cos ?         v  —  cos  a  f 


wobei  allerdings  «  in  der  ersten  Formel  links  etwas  anderes  als  reehts  bedeutet. 
SchlieBlich  wollen  wir  noch  entwickeln,  wie  man  alle  Ab- 
leitungen  hoherer  Ordnung  der  Koordinaten  x,  y,  z  hinsichtlicli  der 
Bogenlange  .<?  mit  Hilfe  von  Rekursionsformeln  zu  berechnen  verinag. 
Nach  (16),  (17)  und  (24)  haben  wir  zunachst: 

/o  i  \  t  .,          I  ,„  «  I  r'  I 

(d  1)  x  =  a  .       x    =  —  »        a-     =  --  ,  -----  —  » 

\.         /  >  r  ?.2  r  ^  ?.2 

und  die  entsprechenden  Formeln  fur  y',  ?/',  y"  und  z',  z",  2'"  gehen 
hieraus  durch  zyklische  Vertauschung  der  Bezeichnungen  hervor. 
Wie  schon  in  Satz  10  gesagt  wurde,  kann  man  auf  Grund  der  Glei- 
chungen  (19),  (20)  und  (21)  auch  die  Ableitungen  hoherer  Ordnung 
ausdriicken.  Man  ubersieht,  da6  sich  allgemein  Werte  von  der 
Form  ergebeu: 


(32) 

Ukj>+ 

wobei  UkJ  Fk,  W\  Funktionen  yon  r,  o  und  den  Ableitungen  yon  r 
nacb  ,9  bis  zur  (k  —  2)ten  und  den  Ableitungen  von  $  nach  s  bis  zur 
(/e  _  3)  ten  Ordnung  sind.  Durch  Differentiation  der  ersten  Glei- 
cluing  (32)  nach  ,9  geht  infolge  von  (19),  (21)  und  (20)  hervor: 


;     +  r-^ 

fc  r     »      fc          r 


Analog  (32)  haben  wir  aber  zu  setzen: 


Entsprechendes  gilt  von  den  Ableitungen  (k  +  l)ter  Ordnung  von  y 
und  z.    Daraus  folgt: 
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(33) 


_    77' L 

-   uk  T 


fc+1 


Dies  sind  die  Rekursionsformeln,  vermoge  derer  man  nacheinander 
durch  wiederholte  Differentiationen  nach  s  die  Koeffizienten  in  den 
Werten  (32)  berechnen  kann,  wenn  man  noch  bemerkt,  daB  ftir  A  =  0 
nach  der  ersten  Forael  (31)  insbesondere: 

(34)  0^  =  1,       ri==0,       ri==0 

ist.  Hiernaeh  Ia8t  sich  der  Satz  10  in  folgender  Weise  prazisieren, 
wenn  wir  k  in  (33)  durch  k  —  I  ersetzen: 

Satz  11:  Die  Ableitungen  Ater  Ordnung  der  recht- 
winkligen  Koordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  einer  Eaumkurve 
hinsichtlich  der  Bogenlange  sind  lineare  homogene  Funk- 
tionen  der  Richtungskosinns  ct,  I,  A  bzw.  /?,  m,  p  bzw.  y,  n,  v, 
die  von  dem  begleitenden  Dreikante  mit  der  or-Achse  bzw. 
^-Achse  bzw.  z-Achse  bestimmt  werden: 


Dabei  sind  die  drei  Koeffizienten  C7k,  V^  W\  Funktionen 
der  Krummung  l:r  und  der  Torsion  1  :  Q  und  der  Ablei- 
tungen dieser  GroBen  hinsichtlich  der  Bogenlange.  Die 
Werte  der  Koeffizienten  ergeben  sich  mittels  der  Re- 
kursionsformeln: 

U  —  Ur     —  l   V 

uk  —    uTt-l          ~f  ^fc~l? 


aus  den  Werten  ffir  A  =  1: 

tf,  =  1,    ^  =  o,    rx  =  o. 
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§  7.    Die  ebenen  Kurven  als  Raumkurven. 

Eine  Kurve   c  in   einer  Ebene  E,   die  keine  Minimalebene   ist, 
hat  diese  Ebene  nach  der  Definition  auf  S.  222  an  aUen  Stellen  zur 
Schmiegungsebene.     Folglich    sind    die    Binormalen    der  Kurve    die 
Lote,  die  man  in  den  Punkten  P  yon  c  auf  die  Ebene  E  errichten 
kann,  also  die  Hauptnormalen  diejenigen  Geraden,  die  im  ersten  Ab- 
schnitte.,  wo  die  ebenen   Kurven  innerhalb  ihrer  Ebene  selbst  be- 
trachtet   wurden,    schlechtweg    die    Normalen   hiefien   (S.  24).     Vgl. 
Fig.  71.     Mithin    sind    die    Rich- 
tungskosinus  /L?  (u,  v  der  Binormalen 
konstant,    daher    7J,   /A',   v     gleich 
Null,  woraus  nach  111(6')  folgt,  daB 
die  Torsion  l:o  verschwindet. 
Nach  III^)  ist  daher 


Bn, 


(1) 


z      z 


y 

z" 


=  0, 


Fig.  71. 

wobei  die  Striche  die  Differentiation 

nach  der  Bogenlange  s  andeuten.     Wenn  man  nun  annimmt?   die- 
selbe  ebene  Kurve  sei  in  irgend  einer  Parameter darstellung 


gegeben,  so  kann  man  die  in  (1)  auftretenden  Ableitungen  nach  der 
auf  S.  227,  228  entwickelten  Methode  durch  Ableitungen  nach  dem 
Parameter  t  ersetzen.  Dabei  gelangt  man  zu  genau  derselben  Be- 
dingung  (1),  worin  also  dann  die  Differentialquotienten  nach  t  vor- 
kommen,  Statt  dies  ausfuhrlich  zu  zeigen,  schlagen  wir  einen  etwas 
anderen  Weg  ein:  Die  Bedingung  (1)  ging  aus  der  Forderung 
hervor,  daB  A,  p,  v  konstant  sein  sollen.  Deshalb  fragen  wir,  unter 
welcher  Bedingung  eine  Raumkurve  (2)  lauter  parallele  Binormalen- 
hat.  Nach  S.  230,  231  stellen  wir  jedoch  noch  besser  die  Frage 
nach  denjenigen  Kurven  (2)?  die  lauter  parallele  Schmiegungs- 
ebenen  haben. 

Nach  (4),  S.  222,  ist 


(3) 


x) 


in  den  laufenden  Koordinaten  j,  9,  %  die  Gleichung  der  Schmiegungs- 
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ebene  des  Punktes  (.r,  //,  r)  der  Kurve  (2),  wenn  dabei  K,  v,  w  die 
GroBen  Torstellen: 

(4)  if  —  //'  z"  —  z t/" \     v  =  z  x"  —  x  z" ,     w  —  x  y"  —  y  x '. 

Die  Striche  deuten  bier  die  Differentiation  nach  dem  Parameter  i 
an.  A  lie  Scbmiegungsebenen  sind  parallel,  wenn  u,  v,  w  konstante 
Verhaltnisse  haben,  d.  b.  wenn  sicb  die  Ableitungen  u'y  v',  w  gerade 
so  zueinander  verhalten  wie  //,  v,  w.  Der  Fall,  daB  u,  v,  w  alle 
drei  verschwinden ,  ist  ausgescblossen ,  wenn  wir  voraussetzen,  dafi 
die  Kurve  (2)  keine  Gerade  sei,  vgl.  S.  216,  217.  Da  also  etwa 
u  41 0  ist,  konnen  wir  u\u  —  a  setzen.  Dann  aber  geben  die 
Forderungen: 

(5)  U    =  f>U,       ?/  =  (TV,       W    =  (7 IV 

oder  also  nach  (4): 

y' z" -  =' y"  =  *(,,' z" -  z  y"} 

sowie  die  beiden  durcb  zyklische  Vertauscbung  von  x,  y,  z  hieraus 
hervorgehenden  Gleicbungen.  Multiplizieren  wir  sie  der  Reihe  nach 
mit  x",  y",  z"  und  addieren  wir  sie  dann,  so  wird  die  recbte  Seite 
gleicb  Null,  die  linke  dagegen  entgegengesetzt  gleich  der  Deterini- 
nante  in  (1).  Mitbin  ergibt  sich  die  Bedingung  (i). 

DaB  sie  binreicht,  zeigen  wir  nun  dadurcb,  daB  wir  unigekebrt 
beweisen: 

Satz  12:    Die  Kurve 


ist  dann  und  nur  dann  eben,  wenn  die  Determinante 

x     x"    x" 

V     !/"    y" 

z'     z"     z" 

.identisch  verschwindet 

Es  braucht  nur  noch  bewiesen  zu  werden,  daB  die  Kurve  (2) 
unter  der  Bedingung  (1)  eben  ist.  Gelten  nach  wie  vor  die  Be- 
zeicbnungen  (4),  so  ist  nach  (1)  infolge  eines  bekannten  Determi- 
na'ntensatzes: 

r  u  x   +  v  ?/  +  w  zf  —  0 , 

rr*\  I  it      ,  tr      .  it  r\ 

(oj  jtt#+vy+w;z=0, 

v  if"  +  w  zr"  a=  0 . 
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Differenziert  man  die  beiden  ersten  Gleichungen,  so  kommt  mit  Riick- 
sicht  auf  die  beiden  letzten: 

{u  x  +  v  y  +  W  z    =  0  j 
urx"+  v'y"+  w'z"  =  0. 

Wenn  die  drei  Unterdeterminanten  (4)  nicht  samtlich  gleich  Null 
sind,  zeigen  die  beiden  ersten  Bedingnngen  -(6)  und  die  Bedingungen  (7), 
daB  sich  u,  v',  wf  wie  u,  v,  w  zueinander  verhalten.  Da  wir  dann 
z.  B.  u  41  0  annehmen  konnen,  wird  also: 

v'   u'  w'  u' 

'  v          u  3  w          u  ' 

d.  h.  logw  —  log  u  =  konst.  und  logw?  —  logw  ~  konst.,  so  daB  wir 
setzen  diirfen: 

v  =  b  u,       w  —  cu, 

indem  b  und  c  Konatanten  bedeuten.    Nun  gibt  die  erste  G-leichung  (6): 

ar'  +  */+cz'  =  0, 

also : 

x  +  5y  +  cz  =  konat., 

d.  n.  die  Kurve  (1)  liegt  in  dieser  Ebene.  Der  Fall  u  =  v  =  w  =  0, 
der  vorhin  ausgeschlossen  wurde,  gibt,  wie  gesagt,  als  Kurve  (2) 
eine  Gerade.  Da  die  Geraden  zu  den  ebenen  Kurven  gehoren,  ist 
der  Satz  12  vollstandig  bewiesen.  Dieser  Satz  ist  das  auf  S.  207 
versprochene  Kennzeicben  fur  ebene  Kurven. 

Erinnern  wir  uns  daran,  daB  sich  die  Bedingung  des  Satzes 
aucb  scbon  aus  der  Forderung  lauter  paralleler  Scbmiegungsebenen 
ergab,  so  konnen  wir  sagen: 

Satz  13:  Eine  Kurve  bat  dann  und  nur  dann  lauter 
parallele  Scbmiegungsebenen,  wenn  sie  eben  und  keine 
Gerade  ist,  und  zwar  fallen  alle  ibre  Scbmiegungsebenen 
in  eine  zusammen. 

Man  muB  sicb  namlich  daran  erinnern,  daB  nur  die  Geraden 
keine  Scbmiegungsebenen  haben7  nach  S.  222. 

Ferner  konnen  wir  nacb  S.  239  aucb  sagen: 

Satz  14:  Hat  eine  Kurve  uberall  die  Torsion  Null,  so 
ist  sie  eben. 

Aber  dieser  Satz  darf  nicbt  umgekenrt  werden,  weil  nicht  bei 
jeder  ebenen  Kurve  das  begleitende  Dreikant  existiert.  In  der  Tat 
gibt  es  diesen  Begriff  auBer  bei  den  Geraden  auch  bei  denjenigen 
Kurven  nicht,  die  entweder  lauter  singulare  Punkte  oder  lauter 

SCHEFFJERS,  Diff.  I.    H.  Aufl.  1^ 
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Minimalpunkte  erster  Ordnung  oder  lauter  Minim alpunkte  zweiter 
Ordnung  enthalten.  Sind  zunachst  alle  Kurvenpunkte  singular,  d.  L 
ist  iiberall  x  =  #'  =  z'  =  0,  so  werden  x,  y}  z  Konstanten,  so  daB 
sich  die  Kurve  auf  einen  Punkt  reduziert.  Diesen  Fall  schlieBen 
wir  ais  absurd  aus.  Enthalt  die  Zurve  iauter  Minimalpunkte 
erster  Ordnung,  d.  L  ist  iiberall 


se  soil  sie  von  jetzt  an  eine  Minim  alkurve  erster  Ordnung 
heiBen.  Bisher  wurde  sie  eine  Minim  alkurve  schlechtweg  genannt 
fvgl  S.  209).  Sind  schlieBlich  alle  Punkte  der  Kurve  Minimalpunkte 
zweiter  Ordming,  d.  h.  ist  nach  S.  231  iiberall 

oder  wegen  (4) 

(8)  «2  +  tf2  +  ^2  =  0, 

so  sollen  natiirlich  nicht  einzeln  u3  v  und  w  gleich  Null  sein,  denn 
das  tritt  ja  bei  jeder  beliebigen  Geraden  ein  (vgl.  S.  222).  Werm 
nun  iiberdies  S#'s=[=0  ist,  heiBe  die  Kurve  eine  Minimalkurve 
zweiter  Ordnung.1  Aus  dieser  Definition  folgt,  daB  eine  derartige 
Kurve  nie  geradlinig  ist 
Nach,  (8)  ist  hier 

(9)  u  u  +  v  v  +  w  w'  s«  0. 

Wegen  der  Bedeutung  (4)  von  u,  v,  w  haben  wir  ferner; 

(10)  ux  +  vy'  +  wzr  =  0,       ux"  +  vy"  +  w  z"  ==  0. 

Setzt  man  nun 

x     x"    x"' 

y'  f   f 

z'     z"     z" 

und  entwickelt  man  die  Determinante  nach  deii  Elementen  der 
letzten  Eeihe,  so  kommt  nach  (4): 

(12)  A  =  ux'"  +  vy"'  +  war. 


1  Diese  Kurven  sind  bisher  ubersehen  worden,  so  auch  in  der  ersten  Auf- 
lage  dieses  Baches.  Auf  diese  Liicke  wies  STUDY  in  den  auf  S.  76  genannten 
Abhandlungen  hin,  wobei  er  auch  hervorhob,  daB  man  die  Geraden  nicht  zu 
den  Kurven  von  der  Torsion  Null  rechnen  darf,  weil  bei  ihnen  der  Begriff  der 
Torsion  iiberhaupt  nicht  vorhanden  ist. 
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Dutch  Differentiation  der  ersten  Gleichung  (10)  ergibt  sich  mit  Eiick- 
sicht  auf  die  zweite  und  durch  Differentiation  der  zweiten  Glei- 
chung (10)  mit  Riicksicht  auf  (12): 

(13)  u  x  +  v'  y  +  w  z  =  0, 

(14)  u'  x"  +  vy"  +  w  z"  =  —  A  . 

In  (9),  (13)  und  (14)  liegen  drei  in  u,  v,  wf  lineare  Gleichungen 
vor,  deren  Determinante  nach  (4)  und  (8)  gleich  Null  ist. 
Dabei  ist  die  zweite  Gleichung  keine  bloBe  Folge  der  ersten,  weil 
sonst  x'9  ?/,  z  zu  u,  v,  w  proportional  waren,  also  auch  S#'2  =  0 
infolge  von  (8)  ware,  was  ausgeschiossen  wurde.  Die  drei  Gleichucgen 
sind  also  nur  dann  miteinander  vertraglich,  wenn  auch  die  rechte 
Seite  der  dritten  verschwindet,  daher  A  =  0  ist.  Dies  besagt  nach 
Satz  12,  daB  die  Kurve  in  einer  bestimmten  Ebene 

(15)  Ax  +  £y  +  Cz  =  D 

liegt,  weil  sie  ja  keine  Gerade  ist.  Weil  nun  S  Ax  =  0  und  S  A  x"  =  0 
wird,  zeigt  (4),  daB  A,  £,  C  zu  u,  v,  w  proportional  sind,  so  daB  S  A2 
wegen  (8)  ebenfalls  verschwindet.  Die  Ebene  (15)  ist  mithin  nach 
8.  231  eine  Minimalebene. 

Umgekehrt:  Liegt  eine  nicht  geradlinige  Kurve  in  einer  Minimal- 
ebene (15)  vor,  so  folgt  aus  §Ax'  =  0  und  SAx"  =  0  wieder,  daB 
«,  v,  w  zu  A,  jB,  C  proportional  sind,  so  daB  wegen  S  ^2  =  0  auch  (8) 
besteht.  Dabei  ist  aber  S#'2  +  0,  denn  aus  S#'2  =  0  und  S^#'  =  0 
wiirden  sich  ja  fur  x,  y'9  z  konstante  Verhaltnisse  ergeben,  so  daB 
gegen  die  Voraussetzung  eine  Gerade  vorlage. 

Demnach  gilt  der 

Satz  15:  Die  Minimalkurven  zweiter  Ordnung  sind 
identisch  mit  alien  nicht  geradlinigen  Kurven  in  Minimal- 
ebenen. 

Wir  heben  noch  hervojr: 

Bei  jeder  Minimalkurve  erster  Ordnung  besteht  infolge  von 
3^2  ^  o  auch  die  Gleichung  (8),  denn  nach  der  Identitat  (11),  S.  194, 
und  nach  (4)  laBt  sich  (8)  so  schreiben: 


und  da  mit  S  #'2  =  0  auch  S  x  x"  =  0  ist,  gilt  sie  in  der  Tat. 

Ist  eine  Minimalkurve  erster  Ordnung  eben,  d.  h.  istS#'2  —  0 
und  besteht  eine  Gleichung  S  A  x  =  D  mit  konstanten  Koeffizienten, 

16* 
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so  folgt  aus  S#'2  =  0  und  SAx'  =  0,  da8  sich  x,  ?/',  z'  wie  Kon- 
stanten  zueinander  yerhalten  und  mithin  eine  Gerade  yorliegt. 

Daher  gilt  der 

Sat2  16:  Eine  Minimalkurve  erster  Ordnung  ist  dann 
und  nur  dann  eben,  wenn  sie  eine  Gerade  ist. 

Nunmehr  konnen  wir  den  Satz  14  in  folgender  Weise  um- 
kehren: 

Satz  17:  Eine  Kurve,  die  sich  nicht  auf  einen  Punkt 
reduziert,  ist  dann  und  nur  dann  eben,  wenn  sie  entweder 
uberall  die  Torsion  Null  hat  oder  eine  Gerade  oder  eine 
Minimalkurye  zweiter  Ordnung  ist. 

Der  Satz  15  yeranlaBt  uns  noch  zu  einigen  erlauternden  Be- 
merkungen:  Eine  Minimalkurve  zweiter  Ordnung  ist  nach  Definition 
nicht  geradlinig.  Da  sie  .aber  nach  Satz  15  stets  eben  ist,  erhebt 
sich  die  Frage,  warum  uns  die  Minimalkurven  zweiter  Ord- 
nung noch  nicht  im  ersten  Abschnitte,  in  der  Theorie 
der  Kurven  in  der  Ebene,  begegnet  sind.  Der  Grund  liegt 
einfach  darin,  daB  sie  in  Minimalebenen  liegen,  d.  h.  in  solchen 
Ebenen 

Ax  +  By  +  Cz  =  D, 

bei  denen  A2  +  £2  +  C2  den  Wert  Null  hat.  Zu  diesen  Ebenen 
gehort  aber  die  *  ?/-Ebene  nicht,  weil  sie  die  Gleichung  z  =  0  hat, 
so  daS  bei  ihr  A^£^  0,  aber  C=l  ist.  Bei  der  Ausfuhrung  einer  . 
Bewegung  im  Eaume  (vgl.  §  2  dieses  Abschnittes)  geht  zwar  jede 
Ebene  in  eine  Ebene  tiber?  aber  es  ist  unmoglich,  z.  B.  die  a:y-Ebene 
in  eine  Minimalebene  zu  verwandeln.  Dm  dies  zu  beweisen,  brauchen 
wir  nur  zu  zeigen,  daB  jede  Minimalebene  vermoge  einer  Bewegung 
wieder  in  eine  Minimalebene  iibergeht.  Dies  ergibt  sich  einfach  so: 
Sind  x,  y,  z  die  ursprunglichen  Koordinaten  eines  Punktes,  der  yer- 
moge  einer  Bewegung  in  den  Punkt  (or,  y,  z)  iibergeht,  so  gelten 
die  Gleichungen  der  Tafel  I.  Nach  I  (£)  geht  daher  die  Ebene 

Ax+  By  +  Cz  =  'D 
in  eine  Ebeoe 

(A  a,  +  Bct,+  Ca^x  +  (A^ 


iiber,  wobei  es  far  uns  auf  den  Wert  der  rechten  Seite  nicht  an- 
kommt.    Schreiben  wir  die  Gleichung  der  neuen  Ebene  in  der  Form 

Star  +  S3y 
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so  1st  also: 

$  =  A  &   +  £ct.  +  Ca, 


und  daher  infolge  von  I  (C}: 

&2  +  SB2  +  <£2  =  ^2  +  £2  +  C2. 

Mithin  wird  St2  +  952  +  (£2  nur  dann  gleich  Null  sein,  wenn 
A2  +  B2  +  C2  verschwindet.  Dies  aber  heiBt,  da8  jede  Minimal  - 
ebene  bei  der  Bewegung  wieder  in  eine  Minimalebene  iibergeht, 
folglich  keine  andere  Ebene  in  eine  Minimalebene  verwandelt  wird. 
Wir  beweisen  dasselbe  analytisch  fiir  die  Minimallmrven  erster 
Ordnung  und  fiir  die  Minimalkurven  zweiter  Ordnung.  Wenn  5?,  jy,  ~z 
als  laufende  Koordinaten  einer  Kurve  von  einem  Parameter  t  ab- 
hangen,  baben  die  Koordinaten  a*,  y,  z  der  Punkte  der  Kurve,  die 
durcb  eine  Bewegung  bervorgeht,  die  Werte  I  (A)  und  sind  daher 
ebenfalls  Funktionen  von  t.  Fiir  ibre  Ableitungen  ergibt  sicb: 


(  xr  =  a^x'  +  v^Tj  +  as~T, 
(16)         y   -  fa  x  +  /92  T/  +  A  z  ,       y"  -  ^  5"  +  /?2  y"  +  ^3  F'  , 

1   zr  =  7^  x   +  ;'2  y'  +  ;-3  F  ,        z"  =  ^  J*"  +  /2  y"  +  ;'3  5"  , 
mitbin  infolge  von  I  (C): 
(1  7)  x'2  +  ?/2  +  £/2  =  £'a  +  |^'2  +  F2. 

Wenn  entsprecbend  (4) 

77,  =  y'  ~z"  —  5'  y"  ?       u  =  5'  J-"  —  5?'  5"  ,       w  =  Ji/  J/''  —  y'  ^" 

gesetzt  wird,  ist  ferner  nacb  der  Identitat  (11),  S.  194: 
U2  +  ^  +  W2  .  Sor'3  -  Sar"8  -  (S*V)2, 

^2  +  ^2  +  ^2  =  S  j/2  .  S  5//a  -  (S  3?  £")*  . 

Nun  bat  sicb  nacb  (17)  schon  S^/2=  Sl/2  ergeben.  Aus  (16)  folgt 
nach  I  (C)  ferner  S^'2  =  S5'/a  und  S^r'^"  =  S£'£";  mitbin  kommt: 
(18)  w2  +  v2  +  w?2  =  £2  +  U2  +  ^2  . 

Da  das  Verscbwinden  von  ,r/2  +  ?/2  +  z'2  bzw.  von  u2  +  t?2  +  w2  die 
charakteristiscbe  Eigenschaft  einer  Minimalkurve  erster  bzw.  zweiter 
Ordnung  ist,  liegt  der  Beweis  der  Bebauptung  in  den  Formeln  (17) 
und  (18).  Somit  gilt  der 

Satz  18:  Vermoge  einer  Bewegung  gebt  jede  Minimal- 
ebene und  jede  Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung 
in  ein  ebensolcbes  Gebilde  iiber. 
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Was  fiir  Bewegungen  man  also  auch  ausfiihren  mag,  niemals 
wird  dabei  eine  Kurve,  die  keine  Hinimalkurve  1st,  in  eine  Minim  al- 
kurve  tibergehen  konnen,  denn  die  umgekehrte  Bewegung  wiirde 
ja  die  Minimalkurve  nach  dem  Satze  18  in  eine  Minimalkurve  ver- 
wandeln,  so  daB  die  ursprtingliche  Kurve  entgegen  der  Annahme 
eine  Minimalkurve  sein  miiBte. 

In  einer  Ebene,  die  keine  Minimalebene  ist,  sich  also  vermoge 
einer  Bewegung  in  die  #y-Ebene  iiberfuhren  laBt,  gibt  es  nach  S.  12 
nur  geradlinige  Minimalktirven. 

DaB  die  Minimalkurven  zweiter  Ordnung  ebenso  wie  die  von 
der  ersten  Ordnung  samt  und  sonders  imaginar  aind,  sei  der  Voll- 
standigkeit  halber  doeh  noch  ausdriicklich  bemerkt 

Bei  dieser  Gelegenheit  machen  wir  auch  auf  diejenigen  be- 
sonderen  ebenen  Kurven  aufmerksam,  die  vom  analytischen  Stand- 
punkte  aus  sowoH  Kreise  als  auch  Minimalkurven  sind.  Nach  (11), 
S,  13,  sind  dies  insbesondere  in  der  ar^-Ebene  die  Kurven 

(*  -  «)2  +  (y  -  *)2  =  o, 

namlich  die  Nullkreise,  die  in  je  zwei  Minimalgeraden  zerfallen. 
Durch  die  Parameterdarstellung 

x  =  a  +  rcos*,       y  ==  b  +  rsin*, 

vgL  (9)  ini  2.  Beispiele,  S.  8,  werden  nur  diejeuigen  Kreise  der 
o:y-Ebene  gegeben,  die  keine  Nullkreise  sind,  denn  fur  r  =  0  wtirden 
ja  x  und  y  Konstanten  werden.  Dasselbe  gilt  von  der  Parameter- 
darstellung (6)  im  2.  Beispiele,  S.  207,  fiir  einen  Kreis  in  alJgemeiner 
Lage.  Wenn  man  die  ary-Ebene  irgend  einer  Bewegung  unterwirft, 
gehen  ihre  Nullkreise  als  Paare  von  Minimalgeraden  nach  Satz  18 
iminer  wieder  in  Nullkreise  iiber.  In  alien  Fallen,  wo  wir  die 
Minimalkurven  ausschlieBen,  sind  naturlich  auch  von  den 
Kreisen  die  Nullkreise  auszuschlieBen. 

Nachdem  hiermit,  soweit  es  zunachst  notig  ist,  die  imaginaren 
Ausnahmegebilde  erortert  worden  sind,  wenden  wir  uns  zu  dem 
Hauptthema  dieses  Paragraphen  zuriick,  namlich  zu  den  ebenen 
Kurven,  die  keine  Minimalkurven  sind. 

Im  vorigen  Paragraphen  definierten  wir  nicht  nur  die  Torsion 
(die  bei  ebenen  Kurven  gleich  Null  ist),  sondern  auch  die  Krummung 
der  Raumkurven.  Da  die  ebenen  Kurven  zu  den  Eaumkurven  ge- 
horen  und  fur  sie  schon  auf  S.  46  eine  Definition  der  Krummung 
gegeben  wurde,  muB  jetzt  der  auf  S.  236  aufgeworfenen  Frage 
naher  getreten  werden,  ob  sich  beide  Definitionen  im  Falle 
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einer  ebenen  Kurve  miteinander  decken.  Auf  S.  46  und  auf 
S.  235  wurde  nun  die  Kruminung  als  die  Ableitung  drids  bzw. 
dT:ds  definiert,  und  beide  Male  batten  dr  und  dT  als  Kontingenz- 
winkel  dieselbe  Bedeutung,  abgeseben  davon,  da8  sie  nach  den  beide 
Male  gemachten  Vorscbriften  im  Falle  reeller  Kurven  mit  gewissen 
Vorzeicben  gemessen  warden.  Desbalb  konnen  wir  nur  behaupten, 
da6  die  beiden  Definitionen  fur  die  Kriimmung  im  Falle  reeller 
ebener  Kurven  abgeseben  vom  Vorzeicben  ubereinstimmen.  Liegt 
in  einer  reellen  Ebene 


(19)  Ax  +  £y+  Cz  =  D 

eine  reelle  Kurve 

*  =  9>W>     #  =  #(*),     * = 

mit  der  Bogenlange  x  vor,  so  daB  wir  die  Kurve  positiv  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  5  rechnen,  so  ist  die  Kriimmung  nach  (15), 
S.  231: 

(20)  —  =  ys^7*, 

T 

und  zwar  wurde  damals  festgesetzt,  daB  die  Wurzel  das  Pluszeichen 
haben  solle.  Dagegen  wurden  auf  S.  46  bei  Kurven  in  der  #?/-Ebene 
solche  Stellen  unterschieden,  wo  die  Kurve  positive  oder  negative 
Krummung  hat.  Diese  Differenz  in  der  Auffassung  hat  ihren  Grand 
darin,  daB  wir  im  ersten  Abschnitte  immer  Kurven  innerhalb  der 
#?/-Ebene  untersuchten  und  in  dieser  Ebene  einen  bestimmten  posi- 
tiven  Drehsinn  bei  der  Messung  der  Winkel  festgesetzt  batten.  Dies 
konnte  geschehen,  weil  man  dort  die  Ebene  stets  von  einerlei  Seite 
her  betrachtete.  Wenn  aber  eine  beliebige  reelle  Ebene  (19)  im 
Raume  vorliegt,  sind  wir  gar  nicht  in  der  Lage,  die  eine  Seite 
der  Ebene  von  der  anderen  Seite  durch  ein  solches  analy- 
tisches  Kennzeichen  zu  trennen,  das  ungestort  bleibt, 
wenn  man  die  Ebene  vermoge  einer  Bewegung  in  irgeiad- 
eine  andere  Lage  bringt.  Denn  man  kanu  ja  die  Ebene  vermoge 
einer  geeigoeten  Bewegung  direkt  umlegen,  so  daB  ihre  beiden 
Seiten  vertauscht  werden.  Infolgedessen  kann  man  bei  einer  starr 
gedachten  reellen  ebenen  Kurve  im  Raume,  der  man  gestattet,  ver- 
schiedene  Lagen  einzunebmen,  gar  keine  Unterscheidung  zwischea 
Punkten  mit  positiver  oder  negativer  Kriimmucg  treffen. 

Eine  reelle  ebene  Kurve  soil  deshalb,   als  Raumkurve 
betrachtet,  stets  positive  Kriimmung  haben. 

Zum  Schlusse   dieses   Paragraphen   kommen   wir  noch   einmal 
auf  den  Satz  12  zuriick.     Er  lafit  sicb  rein  analytisch  aussprechen, 
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denn  er  besagt,  daB  zwisehen  drei  Funktionen  <JP,  /,  y  von  t  erne 
Gleichung  von  der  Form 

konst.  9?  +f  konst  /  +  konst.  y  =  konst.  , 

in  der  nicht  alle  Konstanten  gleich  Null  sin3,   dann  und  nur  dann 
besteht,  wenn  die  Deterjninante 


verschwindet,      Bezeichnen    wir    die  Ableitungen    erster    Ordnung 

cf\  /,  i//'   mit  Wj  vy  w,   so   ist   also  das  Verschwinden   der  Deter- 

minante 

u      u  u" 


ID         W 


die  notwendige  und  hinreicheiide  Bedingung  daflir,  da6  zwischen 
den  drei  Funktionen  u,  v,  w  yon  t  eine  Gleichung  von  der  Form 

konst.  u  +  konst.  v  -f  konst.  w  =  0 

mit  nicht  samtlich  verschwindenden  Koeffizienten  besteht  oder  daB, 
wie  man  auch  sagt,  die  drei  Funktionen  u,  v,  w  voneinander 
linear  abhangig  sind.  Ein  entsprechendes  Kennzeichen  gibt  es 
fur  mehr  als  drei  Funktionen,  und  es  laBt  sich  leicht  durcb  den 
SchluB  von  n  —  1  auf  n  nachweisen,  so  daB  wir  uns  damit  begnugen 
wollen,  den  Satz  dariiber  bloB  zu  formulieren: 

Satz  19:      n  Funktionen   ul7  u2,   ...  un    von    einer   Ver- 
anderlichen  t  sind  dann  und  nur  dann  voneinander  linear 
abhangig,   d  h.   es  besteht  zwischen   ihnen   dann  nnd  nur 
.dann  eine  Grleichung 

konst.  wx  +  konst  u2  +  . . .  +  konst  un  =  0 

mit  nicht  samtlich  verschwindenden  Koeffizienten,  wenn 
die  Determinante1  aus  den  Funktionen  und  ihren  Ablei- 
tungen bis  zur  (TZ— l)ten  Ordnung  identisch  gleich  Null  ist: 

1  Die  Determinante  des  Satzes  pflegt  man  neuerdings  als  WRONSKische 
zu  bezeichnen.  Sie  komint  namlich  vor  in  WROKSEIS  der  Pariser  Akademie 
1810  vorgelegter,  aber  hicht  gedruckter  Abbandlung  ,,Preniier  principe  des 
m^tliodes  algorithmiques  comme  base  de  la  technie  algoritlimiqueu. 
Beweise  des  Satzes  gaben  viele,  z.  B.  BRIOSCHI  in  seiner  ,,Theorica  dei 
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=0. 


§  8.    Die  Krummungskreise  einer  Raumkurve. 

Die  zum  Scblusse  des  §  4  angektindigte  Betrachtung  der  Be- 
rtibrung  zwischen  Kurve  und  Kreis  soil  jetzt  stattfinden. 

Es  liege  die  auf  ibre  Bogenlange  s  bezogene  Raumkurve  vor: 

Beriibrt  ein  Kreis  die  Kurve  im  Punkte  P  oder  (s),  so  beriibrt  er 
dort  aucb  die  Kurventangente.  Einer  seiner  Durcbmesser  ist  also 
der  Tangente  parallel,  ein  zweiter  zu  ibr  senkrecht  Dieser  zweite 
gebt  durcb  den  Kurvenpunkt  P.  Wir  geben  dem  ersten  Durcbmesser 
als  positiven  Sinn  den  der  Tangente,  so  daB  or,  /9,  /  seine  Ricbtungs- 
kosinus  sind.  Dem  zweiten  geben  wir  als  positiven  Sinn  im  reellen 
Falle  den  der  Ricbtung  von  P  zum  Kreismittelpunkte,  und  es  seien 
u,  v,  ic  die  zugeborigen  Ricbtungskosinus.  Nacb  dem  3.  Beispiele, 
S.  210,  baben  die  Gleichungen  des  Kreises  die  Form: 

r  =  r  I  a  cos  --  +  u  sin  — 
*          \  r  T 


ti  =  r  (8  cos  --  +  v  sin  — )  +  b, 

'          \*  r  r  / 

5  «  r  (y  COB  -^  +  to  sin  ~  j  +  c . 


Im  Falle  eines  reellen  Kreises  miissen  wir  dann  den  Radius  r  positiv 
annebmen.  Es  bedeutet  (a,  £,  c)  den  Mittelpunkt  und  a  die  Bogen- 
lange, gemessen  vom  Scbnittpunkte  des  ersten  positiven  Radius  aus 
im  Sinne  der  Drebung  nach  dem  zweiten  bin  (siehe  Fig.  72).  Daber 

determinant!1',  Pavia  1854,  Wenn  die  Ableitungen  (n  -  l)i<tf  Ordnung  von 
ttt,  /f^  .  .  .  w/i  nicht  als  stetig  vorausgesetzt  werden,  reicht  das  Versehwinden 
der  Dcterminante  nicht  aus,  die  lincare  Abhiingigkeit  zu  verbttrgen,  siehe 
G-.  KowALEWSKr,  ,,EinfUhrnng  in  die  DeterminanteBtheorie'fc,  Leipzig 
1009,  S.  327  u.  f. 
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mufi  (7 
folgt: 

oder: 

(2) 


den  Kurvenpunkt  P  oder  (#,  y,  z)  geben,  woraus 


=  —  r  # 


=  —  r  v 


=  —  r  ^0 


Fig.  72. 


was  man  auch  geometrisch  leicht 
erkennt  (vgl.  1.  Beispiel,  S.  204). 
Wir  fuhren  die  Werte  von  a,  5,  c 
in  die  Gleichungen  des  Kreises 
ein.  AuBerdem  wollen  wir  von 
jetzt  an  die  Bogenlange  auf  dem 
Kreise  vom  Kurvenpunkte  (z,  y,  z) 
aus  im  Sinne  der  positiven  Tan- 
gente  rechnen.  Wir  fuhren  des- 
halb  statt  (r  die  Bogenlange  cr+  \%  r 
ein,  die  mit  §  bezeichnet  sei.  Nun 
sind  die  Gleichungen  des  Kreises: 


(3) 


(3                g          \ 
a  sin u  cos \-  u  \  +  x, 


=  r  (3  sin  --  v  cos  --  (-  u 


=  r  (/  sin w?cos f-  w 


y, 


Nach  Satz  6,  S,  218,  ist  dafttr,  da6  der  Kreis  an  der  Stelle 
(&  =  0)  die  Kurve  (1)  in  mindestens  erster  Ordnung  beriihre,  not- 
wendig  und  hinreichend,  da8  die  ersten  Ableitungen  von  j,  ij,  j 
nach  B  ftir  §  =  0  mit  x',  y,  z  iibereinstimmen.  Dies  ist  der  Fall. 
Urn  Beriihrung  in  mindestens  zweiter  Ordnung  zu  erzielen,  verlangen 
wir  auch  Ubereinstimmung  in  den  zweiten  Ableitungen.  Dies  gibt: 

(4)  —^x"9      ±-y'f,      ±  =  *'. 

\  J  J  ? 


«2  =  1  ist,   folgt  hieraus 


Da  u,  v,  w  Richtungskosinus  sind,  also 
durch  Quadrieren  und  Addieren: 

(5)  -1-  .  »">  +  /'*  +  *"2. 

Nach  I1I(D)  kann  mithin  unter  r  die  schon  friiher  mit  r  bezeichnete 
Grrofie,  namlich  der  reziproke  Wert  der  Kriimmung  der  Kurve 
in  P  verstanden  werden,  vgl.  S.  235.  Aus  (4)  folgt  dann  nach 
daB 

,     v  =  wz,     io**n 


(6) 
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ist.  Der  Mittelpunkt  des  in  zweiter  Ordnung  beriihrenden  Kreises 
liegt  daher  auf  der  Hauptnormalen  des  Kurvenpunktes ,  der  Kreis 
selbst  also  in  der  Schmiegungsebene.  Sein  Mittelpunkt  hat  nach  (2) 
und  (6)  die  Koordinaten: 

(7j  a  —  x  -4-  rL     b  =  v  +  rm,     c  =  z  -f  rn. 

\    j  i          7  «y     i  J  i 

Hierfur  konnen  wir  nach  III(j^)  und  IIl(D}  auch  schreiben: 

f  ,  *"  j.  y" 

a  ~  x  "*"  x"*  4-    "*  4-    "*  ?      o  =  y  +     „.,         ,»         /2  , 

(3)  y     +  _„  ^ 


c  = 


j^/2    +   ^"2    +   A"i 

Aus  dieser  Form  (8)  erkennt  man  analytisch,  daB  der  Mittel- 
punkt (a,  b,  c)  des  Kreises  von  der  Wahl  der  positiven  Bichtung 
der  Hauptnormalen  vollstandig  unabhangig  ist,  eine  Tatsache,  die 
ja  geometrisch  einleuchtet,  aber  hier  daraus  folgt,  daB  die  Glei- 
chungen  (8)  kein  Wurzelzeichen  enthalten.  Da  wir  im  reellen  Falle 
den  positiven  Sinn  der  Hauptnormalen  auf  S.  231  dadurch  fest- 
gesetzt  haben,  daB  wir  r  positiv  annahmen,  lehren  die  Formeln  (7), 
daB  diese  Feststellung  auch  so  ausgesprochen  werden  kann:  Wir 
haben  diejenige  Richtung  der  Hauptnormalen  vom  Punkte 
(x,  y,  z)  aus  als  positiv  bezeichnet,  auf  der  der  Mittelpunkt 
(a,  b,  c}  des  in  mindestens  zweiter  Ordnung  beriihrenden 
Kreises  liegt.  Im  Falle  einer  reellen  Kurve  werden  also  die 
Strecken  auf  der  Hauptnormalen  vom  Kurvenpunkte  an  in  der  Bich- 
tung nach  dein  Kreismittelpunkte  hin  positiv  gerechnet.  Im  Falle 
einer  imaginaren  Kurve  dagegen  haben  wir  vorhin  die  Festsetzung 
getroffen,  daB  die  Strecke 

vom  Kurvenpunkte  nach  dem  Kreismittelpunkte,  also  nach  (7)  und 
wegen  S/2  «  1  die  Strecke  "[/H,  mit  r  auf  S.  231  identisch  sein  soil. 
Die  Werte  (8)  sind  auch  unabhangig  von  dem  Sinne,  in  dem  die 
Kurve  durchlaufen  wird,  denn  wenn  man  s  durch  —  s  ersetzt,  andern 
sich  die  zweiten  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  s  nicht. 

Die  Gleichungen  des  Kreises  lauten  nun,  wenn  man  die  Werte  (6) 
von  u,  v,  w  in  (3)  einsetzt,  so: 


(9) 


(a                                            a  \ 

a  sin /  cos h  I )  +  #> 

tj  =  r  [3  sin m cos  —  +  m]  +  y , 

\  r  r          i 

%  =*=  r  I  Y  sin n  cos h  n }  +  z  - 
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Der  Kreis  heifit  der  Kriimmungskreis  des  Punktes  (x,  y,  z] 
der  Kurve  (1),  gelegentlicb  auch  der  Schmiegungskreis  oder 
Oskulationskreis.  1st  die  Kurve  (1)  eben,  z.  B.  in  der  jry-Ebene 
gelegen,  so  erkennt  man  leicht,  daB  der  Kriimmungskreis  eben- 
derselbe  1st,  der  im  1.  Abschnitte,  S.  39,  eingefiihrt  wurde.1  Der 
Mittelpunkt  (a,  by  c]  des  Kriimmungskreises  heifit  der  Kriimmungs- 
mittelpunkt  des  Punktes  (or,  y,  z)  der  Raumkurve.  Der  rezi- 
proke  Wert  von  r  wurde  schon  auf  S.  235  die  Krummung  genannt 

Man  nennt  /•  den  Kriimmungsradius  der  Kurve  und  $  den 
Torsionsradius  oder  Radius  der  zweitenKriimmung  (vgl.8.236). 
Doch  ist  zu  beacbten,  da8  es  kein  geometrisches  Gebilde  gibt,  bei 
dem  $  einen  Radius  vorstellt  wie  r  beim  Krummungskreise, 

Es  hat  sieh  ergeben: 

Satz  20:  Unter  alien  Kreisen,  die  eine  Kurve  an  einer 
Stelle  von  allgemeiner  Lage2  beriihren,  gibt  es  einen,  der 
daselbst  die  Eurve  in  mindestens  zweiter  Ordnung  be- 
rtihrt.  Er  liegt  in  der  Schmiegungsebene  der  Stelle,  sein 
Mittelpunkt  auf  der  Hauptnormalen.  Sind  die  Koordi- 
naten  x,  y,  z  des  Eurvenpunktes  als  Funktionen  der 
Bogenlange  gegeben,  so  sind 


*  +  a"«  +  y^ +  *•*"»'      *  ~  //  +  : 

«." 

c  =  z  -j- 


O"*  +  y"*  +  *"* 

die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  dieses  Kreises,  wobei 
der  Strich  die  Differentiation  nach  der  Bogenlange  an- 
deutet. 

Fragen  wir  uns,  wann  die  Beriihrung  von  boherer  als  zweiter 
Ordnung  ist     Nach  (9)  wird  fur  s  =  0 : 

—   "'  a  ft   t"   ft  "f   y 

co  ~ipr  7        9o  ^2"  j        oo  "^.2 

Also  ist  nach  Satz  6,  S.  218,  zu  fordern: 


1  Bei  einer  reellen  Kurve  in  der  x  y-Ebene  stimtnt  jedoch  das  Vorzeicben 
von  TJ    das  ja  irn  Haume   positiv  angenommen  wird,   nur  dann  mit  dem  auf 
S.  48  festgesetzten  Vorzeicben  von  r  iiberein,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kriim- 
mungskreises   auf  derjenigen  Seite   der  Kurve   liegt,    nach   der  ihre   positive 
>tormale  (vgl.  S.  24)  geriebtet  ist.    Vgl.  die  Erlauterungen  auf  S.  247. 

2  D.  h.  an  einer  Stelle,  die  nicht  singular  oder  ein  Miriimalpunkt  ist. 
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d.  h.  nach  IIKG}: 


r'  Q  m  -f- 


=  0, 


-{-rv 


0. 


Multiplizieren  wir  diese  Formeln  der  Reihe  nach  mit  Z,  m,  n  oder 
mit  A,  fa  v  und  addieren  sie  nachher,  so  kommt  nach  II (A): 

—  =  0,       ~  =  0. 

r  $ 

Dmgekehri,  sind  diese  Bedingungen  erftillt,  so  sind  es  auch  die  drei 
vorhergehenden,  so  daB  aus  III(Gf]  riickwarts  die  Bedingungen  fur 
die  Beriihrung  in  mindestens  dritter  Ordnung  folgen. 

.  Sollten  alle  Kriimmungskreise  die  Kurve  in  dritter  Ordnung 
beriihren,  so  muBte  langs  der  Kurve  r  —  0  oder  l:r  =  0  und 
1  :o  =  0  sein.  Nach  Satz  14,  S.  241,  ware  die  Kurve  eben  und 
wegen  r'  =  0  oder  1  :r  —  0  ein  Kreis  oder  eine  Gerade,  nach  Satz-29, 
S.  51,  Dieser  Satz  gilt  daher  auch  im  Raume. 

Beispiel:    Bei  einer  gemeinen  Schraubenlinie,  vgl.  (17)  iin  4.  Bei- 
spiele,  S.  213,  wobei  wir  den  Steigwinkel  jetzt  &  statt  a  nennen  wollen: 


x  =  r  cos  - 


>     y 

s  sin  i 


sind  die  Koordinaten  des  Krummungsniittel- 

punktes : 

^  .,  .,        .«?  cos  & 
a  =  —  r  tg-  #•  cos , 


b  =  -  r  tg2  ^  sin 


5  cos  # 


!  s  sin  ^  . 


Also  ergibt  sich  fur  den  Punkt  (5  =  0)  oder 
(r,  0,  0): 

a  =  —  rtg*#,      6  =  0,     c  *  0. 

Die  zugehorige  Schmiegungsebene 

Xa  +  py  +  v*  =  >Lr 
hat  nach  (30),  S.  237,  die  Gleichung 

t)  sin  &  —  g  cos  #  =s  0 

und  enthalt  daher  die  a?-Achse.  Diese  Ebene  schneidet  den  Zylinder  der 
Schraubenlinie  in  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  rrcos^-  und  r  sind.  Der 
Krummungskreis  der  Ellipse  in  dem  Nebenscheitel  JL,  der  mit  dem  betraehteten 
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Punkte  (s  =  0)  zusammenfallt  -—  siehe  Fig.  73 l  — ,  hat  den  Wert  r ;  cos2  #.  Der- 
selbe  Wert  ergab  sich  bei  dcr  Schraubenlinie,  siehe  (29),  S.  236;  dies  1st  nicht 
uberraschend.  Fig.  74  gibt  in  der  Verkleinerung  auf  die  Halfte  die  Projek- 


Fig.  74. 


tionen  der  Schraubenlinie  und  der  Ellipse  auf  drei  zu  den  Koordinatenebenen 
parallele  Ebenen  wieder. 


§  9.    Oskulierende  gemeine  Schraubenlinien. 

Die  Kreise  sind  besondere  Falle  von  gemeinen  Schraubenlinien, 
namlich  solche  mit  dem  Steigwinkel  Null.  Das  Problem  des  vorigen 
Paragraphen  wird  also  naturgemaB  verallgemeinert,  wenn  man  die- 
jenigen  gemeinen  Schraubenlinien  sucht,  die  eine  gegebene 
Eaumkurve  an  einer  gegebenen  Stelle  in  moglichst  hoher 
Ordnung  beriihren.  Dies  soil  jetzt  geschehen. 

1  Die  Figuren  63  (S.  211),  67  (S.  214)  und  73  stellen  ein  und  dieselbe 
gemeine  Schraubenlinie  dar,  in  versehiedenen  Lagen  senkrecht  auf  die  Bild- 
ebene  projiziert.  Absichtlich  sind  die  Lagen  so  gewa'hlt  worden,  dafi  sie  die 
drei  fur  die  Projektionen  moglichen  Formen  zeigen:  In  Fig.  65  hat  das  Bild 
der  Schraubenlinie  weder  Schleifen  noch  Spitzen,  in  Fig.  67  dagegen  Schleifen 
und  in  Fig.  73  Spitzen.  In  Fig.  74  liegen  Kurven  vor,  die  aus  der  Sinus- 
kurve  in  der  auf  S.  212  angegebenen  Art  hervorgehen. 
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Zur  Vereinfachung  der  Formeln  benutzen  wir  als  Achsenkreuz 
zweckmaBig  das  begleitende  Dreikant  des  angenommenen  Punktes 
der  Raumkurve,  so  da8  ftir  ihn  a  =  m  =  v  =  1  wird  und  alle  anderen 
Eichtnngskosinus  der  Tangente^  Haupt-  und  Binormale  gleich  Null 
sind.  Nach  III  (B)  und  111(60  ist  also  fiir  ihD: 


(1) 


Der  Index  Null  deutet  an,  daB  die  Formeln  fiir  den  Anfangspunkt 
gelten,  der  Strich  bezeichnet  die  Differentiation  nach  der  Bogen- 
lange,  und  l:r  und  l:o  sind  die  Kriimmung  und  Torsion  der 
Raumkurve  im  Anfangspunkte.  Nach  (19),  S.  214,  lauten  nun  die 
G-leichungen  irgend  einer  gemeinen  Schraubenlinie  so: 


(2) 


=  r 


§  COS  #     ,  -      &  COS  T^ 

cos—  ~  +  ya  sin—  ^ 


Darin  ist  &  der  Steigwinkel,  r  der  Zylinderradius  und  (a,  £,  c)  der 
FuBpunkt  des  Lotes  vom  Punkte  (S  =  0)  der  Schraubenlinie  auf  die 
Zylinderachse.  Der  Parameter  §  bezeichnet  die  Bogenlange,  ferner 
sind  die  #.,  /?.,  y£  (t  =  1,  2,  3)  die  auf  S.  213,  214  .angegebenen  Richtungs- 
kosinus.  Die  Schraubenlinie  ist  liberall  mit  sich  selbst  kongruent; 
deshalb  ist  es  keine  Beschrankung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
nunmehr  verlangen,  daB  sie  die  Raumkurve  im  Anfangspunkte  mit 
ihrer  Stelle  (8  —  0)  in  moglichst  hoher  Ordnung  beriihre.  Zunachst 
ist  zu  fordern,  daB  j,  i;}  5  fur  §  =  0  verschwinden,  d.  h.: 
(3)  fl=-r«a,  4=-!^,  c^-ift. 

Die  Schraubenlinie  beriihrtnun  nach  Satz  6,  S.  218^  die  Raumkurve 
in  dem  gemeinsamen  Anfangspunkte  (s  =  §  =  0)  in  mindestens  zweiter 
Ordnung,  wenn  erstens 


ist,  wo  e  =  ±  1  sein  darf,  und  zweitens 

r  "  „  y,  "          h  "  «.  7/  " 

4o    ~~  *o  ?        9o    ~"  yo  ? 
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ist.  Der  Index  Null  deutet  dabei  an,  daB  die  Ableitungen  nach  g 
bzw.  $  i ttr  §  =*  0  bzw.  5  =  0  zu  bilden  sind.  Nach  (2)  und  (1)  gehen 
daher  die  Forderungen  herror: 

,  _„  cos  &  -f  tf3  sin  &  =  e,      A  cos  ^  +  A  s*n  ^  —  ^; 

(4) 


/3  cos  5-  -f-  /3  sin  i9*  =  0, 

(5)  ^=0,  ,?,=    -; 


Weil  die  Summe  der  Quadrate  von  cclt  A  und  /x  gleich  Eins  sein 
mu8,  folgt  aus  (5),  daB  A  =  4-  1  oder  —  1  ist.  Wir  verstehen 
daher  unter  ?/  (wie  yorhin  unter  a)  eine  der  beiden  Zahlen  ±  1  und 
setzen  /?x  =  —  y,  also 


Die  beiden  letzten  in  I(C)  rechtsstehenden  Formeln  liefern  /32=/:?3==0, 
und  es  bleiben  von  den  Formein  I(C)  nur  noch  die  folgenden  iibrig: 

tf23  +  /22  =  x>-      «32  +  /'a3  =  1  *      «a  «fs  +  r2  /3  =  0, 
wahrend  I(F)  ergibt: 

^2/3  •"'^3^2  —  *!• 

Diese  Bedingungen  aber  werden  in  allgemeinster  Weise  erfullt,  wenn 
man  setzt: 

&<>  =  cos  Q),     y2  =  sin  ct),     &3  —  —  t]  sin  &,     ;>3  =  ^  cos  w. 

Nun  lehrt  (4),  da8  sin  GO  =  —  g  7;  sin  #,  cos  a?  =  €  cos  &  wird.    Mi  thin 
haben  sich  die  Werte  ergeben: 

^  -  0,  A  «  -  ^, 


A  =  0,  /3  =  €7;  cos  #, 


r  = 


AuBerdem  folgt  aus  (3): 

9-?       c  =  0. 


Wir  erinnern  daran,  daB  e  eine  der  Zahlen  +  1  und  —  1   ist  und 
dasselbe  von  y  gilt.    Wenn  wir  alle  Werte  in  (2)  einsetzen,  kommt: 


+  r  cos2  5-, 


g  7;   —  r  cos2  ^  sin  #  sin  —  ~  +  I  sin#  cos^l  - 
I  r  cos  # 
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Man  kann  nun  leiclit  einsehen.  daB  inan  sick  auf  die  Annahme  6  =  1, 
•it  =  1  beschranken  darf.  Dena  statt  §  darf  ja  auch  —  §  als  Bogep- 
lange  auf  der  Schraubenlinie  eingefiihrt  werden.  Tut  man  dies.,  so 
andern  r.  und  &  das  Vorzeiehen.  Daher  diirfen  wir  den  bei  £  und  3 
vorkommenden  Kaktor  e  =  -f  1  annehmen.  1st  dann  zunachst 
;;  =  +  1,  so  kommt: 

x  =  r  cos3  »9-  sin  —  —  -  +  §  sin2  //•. 
tt  r  cos  #• 

1)  =  —  r  cos2  #  cos  —  -5-—  -f  r  cos2  #-, 
;  r  cos  #•  ' 

^  =  —  ?•  cos2  iV-  sin  iV-  sin  -  -  -f-  §  sin  //•  cos  ?^. 
0  .  r  cos  # 

Wenn  da^gegen  ?;  =  —  1  1st,  gelangt  man  dock  wieder  zu  den 
Formeln  (6),  falls  man  darin  »'>  durch  TT  —  //  ersetzt,  well  alsdann 
cos  &  das  Zeichen  wechselt,  aber  sin  &  ungeandert  bleibt. 

Mithip.  stellen  die  Formeln  (6),  worin  »>  eine  willkiirliche  Kon- 
stante  bedeutet,  alle  diejenigen  gemeinen  Scbraubenlinien  dar,  die 
im  Anfangspunkte  mit  der  Raumkurve  eine  Beriihrung  von  mindestens 
zweiter  Ordnung  eingehen,  und  zwar  sind  diese  Schraubenlinien  auf 
das  begleitende  Dreikant  des  betrachteten  Punktes  der  Eaumkurve 
als  Acbsenkreuz  bezogen.  Weil  sich  ergab?  da6  /y  =  +  1  gewiihlt 
werden  darf,  ist  ferner 
(7)  r  —  r  cos2  & 

der  Radius  des  Zylinders  der  Schraubenlinie.  Dabei  bedeutet  r  den 
Krummungsradius  der  Raumkurve  an  der  betrachteten  Stelle. 

Weil  der  Steigwinkel  iV-  beliebig  gewahlt  werden  kann7  stellt  (6) 
eine  einfach  unendliche  Schar  von  gemeinen  Schraubenlinien 
dar.  Man  konnte  nun  versuchen,  den  Steigwinkel  #  insbesondere 
so  zu  wahlen3  daB  die  Bertihrung  von  mindestens  dritter  Ordnung 
wtirde.  Nach  Satz  6,  S.  218,  ware  zu  fordern: 


(Hier  stehen  rcchts  keine  Minuszeichen,  da  wir  nach  dem  Vorher- 
gehenden  jetzt  *  =  +  1  anzunehmen  haben).  Diese  Forderungen 
liefern  aber  mit  Riicksicht  auf  (1)  die  beiden  Bedingungen: 


von  denen  sich  zwar  die  zweite  durch  geeignete  Wahl  von  &  be- 
friedigen  laBt,  die  erste  .jedoch  nnr  dann,  wenn  an  der  betrachteteu 
Stelle  der  Kurve  r  =  0  oder  1  :  r  =  0  ist.  Also  gilt  der 

1  rr 
SCIIEFFEKS,    Difr.   I.     •'>.  Allfl.  -1  * 
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Satz  21: 1  Es  gibt  eine  einfach  unendliche  Schar  von  ge- 
meinen  Schraubenlinien,  die  eine  Kurve  in  einem  Punkte 
von  allgemeiner,Lage  in  zweiter  Ordnung  beriihren.  Unter 
ihnen  ist  nur  dann  eine  vorhanden,  die  eine  Bertihrung  in 
dritter  Ordnung  mit  der  Kurve  eingeht,  falls  die  Kriimmung 
oder  die  Ableitung  der  Kriimmung  der  Kurve  nach  der 
Bogenlange  an  der  betrachteten  Stelle  verschwindet. 

Vom  Anfangspunkte,  den  wir  als  Punkt  der  Raumkurve  rait  P 
bezeichnen  vrollen,  werde  das  Lot  auf  die  Achse  einer  der  Schrauben- 
linien  (6)  gefallt.  Wie  schon  oben  erwahnt  wurde,  hat  der  FuB- 
punkt  Q  die  Koordinaten  a,  b,  c,  von  denen  a  =  c  =  0  und  £  =  rcos2# 
ist  Demnach  liegt  Q  auf  der  Hauptnormalen  des  Kurvenpunktes  P. 
Ist  die  Knrve  reell  und  wird  auch  &,  d.  h.  auch  die  Scbraubenlinie 
reell  gewahlt,  so  liegt  Q  irgendwo  zwischen  dem  Kurvenpunkte  P 
und  dem  zugehorigen  Krummungsmitteipunkte  K.  Die  Richtungs- 
kosinus  der  Schraubenacbse  sind 

ct3  ==  sin  ?9*j     /?3  =  0,     /3  =  cos  i9\ 

Wegen  /33  ==  0  ist  die  Scbraubenachse  zur  Hauptnormalen  von  P  (zur 
y-Achse)  senkrecht  und  liegt  also  in  einer  zur  Ebene  der  Tangente 
und  Binormalen  parallelen  Ebene.  Sie  laBt  sich  mittels  eines  Para- 
meters t  in  den  laufenden  Koordinaten  JT,  J,  Z  so  darstellen: 

X=a  +  cc,t,     r-i  +  /?8#,     Z=c+r9t, 
also  so: 

(8)  X=/sin^,      7=rcos2^,     Z^tcosfr. 

Dabei  bedeutet  t  die  Strecke  von  Q  bis  zum  Punkte  (X,  J",  Z)  der 
Achse.  "Wahlt  man  t  =  r,  so  bestimmen  die  Koordinaten 

(9)  X  =  r  sin  &,      Y  =  r  cos2  #,     Z  =  r  cos  # 

einen  der  Schnittpunkte  ^  der  Schraubenachse  mit  dem  geraden 
Kreiszylinder,  dessen  Achse  die  Hauptnormale  von  P  und  dessen  Radius 
der  Krummungsradius  r  ist.  Da  der  Steigwinkel  #  variieren  kann, 
ist  (9)  eine  Parameterdarstellung  der  Kurve  c,  -in  der  alle  Schrauben- 
achsen  diesen  Zylinder  trefien,  und  zwar  mittels  des  Parameters  cc. 
Die  Gestalt  von  c  erkennt  man  leichter,  wenn  man  den  Anfangs- 
punkt  in  die  Mitte  3K  zwiscben  dem  Punkte  P  und  dem  Krummungs- 


1  Diese  Sehar  von  oskulierenden  gemeinen  Schraubenlinien  wurde  wohl 
zuerst  von  SCHELL  betrachtet,  und  zwar  synthetisch.  Siehe  sein  auf  S,  223  ge- 
nanntes  Buch,  in  der  3.  Aufl.  auf  S.  135,  136. 
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mittelpunkte  K  verlegt,  siehe  Fig.  75.     Im  neuen  Achsenkreuze  hat 
die  Kurve  c  die  Gleichungen: 

Die  X  3-Ebene  schneidet  den  Zylinder  in  einem  Kreise  f,  und  auf  ! 
sei  $  der  Punkt  der  Halbieren- 
den  des  Winkels   der  positiven 
36- Achse  und  3-Achse.  Nun  treffe 
die  Mantellinie  eines  Punktes  Sp 
oder  (£,  $,  3)  der  Kurve  c  d-en 
Kreis  f  in  D.     Dann  wird 
Strecke  0,  $  ?)  . 


Bogen 


sin  ^7i-2 


Eollt    man    den    Zylinder    auf 

einer  Ebene  ab  (jvie  auf  S.  212), 

so  geht  I  in  eine  Gerade  iiber, 

siehe   Fig.  76  1,    und  die  Kurve  Fig.  75. 

(10)  wird  nach  der  vorstehenden 

Proportion  eine  Sinuskurve,  deren  Abszissenachse  jene  Gerade  ist 

(vgl.  das  2.  Beispiel  S,  43).    Dabei  wird  jedoch  die  Periode  der  Sinus- 

kurve, d.  h.  der  zu  einem  Wellenberge  und  -einem  Wellentale  ge- 

horige  Teil  der  Abszissenachse,  gleich  der  halben  Lange  des  Kreis- 


Fig.  76. 

umfanges,  so  daB  also  eine  einmalige  Abrollung  des  Zylinders  zwei 
Perioden  der  Kurve  gibt,  wie  es  Fig.  76  zeigt.  Wenn  man  die 
Ebene  auf  den  Zylinder  aufwickelt,  geht  aus  der  Sinuskurve  die  in 
Fig.  75  angegebene  Kurve  c  oder  (10)  hervor.  Die  Achsen  der 


1  Wegen  Platzmangels  ist  Fig.  76  auf  °/7  der  wahren  GroBe  verkleinert 
worden;  der  in  der  Figur  angedeutete  Kreis  sollte  denselben  Durchmesser  wie 
der  Kreis  !  haben,  also  die  Hauptaehse  der  Ellipse  in  Fig.  75. 

17* 
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Schraubenlinien  sind  nun  al!e  Geraden,  die  die  Hauptnormale  von  P 
(die  y-Achse)  senkrecht  treffen  uad  auBerdem  c  sclmeiden.  Hire 
Gesanatheit  bildet  eine  Flache,  die  ein  Zylindroid1  heiBt.  Urn 


Fig.  77. 
eine  Vorstellung  von  ibr  zu  geben,  1st  sie  in  Fig.  77  in  vier  ver- 

1  Diese  Flache,  eine  geradlinige  Flaclie  dritter  Ordnung,  trat  zuerst  und 
zwar  bei  anderen  geometrischen  Untersuchungen  bei  PLUCKER  auf,  siehe:  ,,0n 
a  new  geometry  of  space",  Proceedings  of  the  R.  Soc.  vol.  H,  1865,  uud 
Phiios.  Transactions  vol.  155,  1865,  S.  756,  sowie  ,,Neue  Geometric  des 
Baumes",  1.  Abt  Leipzig  1868,  S.  97.  Auf  den  Vorschlag  von  CAYLEY  hat 
BALL,  der  die  Bedeutung  dieser  Flache  in  der  Mechanik  bemerkte,  sie  als  das 
Zylindroid  bezeichnet,  vgl  ,,The  theory  of  screws,  a  geometrical 
study  etc.",  Transactions  of  the  E.  Irish  Acad.  vol.  25,  1871,  S.  157,  und 
,,Theory  of  screws",  Dublin  1876.  Siehe  auch  BELTHAMI:  ,,Dei  moto 
geometrico  di  unsolido  che  ruzzola  sopra  un  altro  solido",  Giornale 
di  Matem.  vol.  10,  1872.  Das  Zylindroid  wird  gelegentlich  auch  als 
sches  Konoid  bezetchnet. 
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schiedenen  Lagen  dargestellt,  in  denen  die  Binormale  von  P  imnier 
dieselbe  Neigung  zur  Bildebene  hat.  Die  Flache  schneidet  sich  selbst 
langs  der  Zylinderachse.  Sie  erstreckt  sich  bis  ins  unendliche, 
wahrend  die  Abbildungen  nur  ihren  innerhalb  des  Zylinders  gelegenen 
Teil  zeigen.  Zu  den  Geraden  der  Flache  gehort  die  Tangente  von  P, 
eine  andere  ist  die  Parallele  zur  Binormalen  von  P  durch  den 
Kriimmungsmittelpunkt  K.  Der  Punkt  2K  heiBt  aus  naheliegendem 
Grunde  der  Mittelpunkt  des  Zylindroids. 

Einige  von  diesen  Ergebnissen  fassen  wir  zusammen  in  dein 

Satz  22:  Die  Achsen  derjenigen  gemeinen  Schrauben- 
linien, die  eine  Kurve  in  einem  Punkte  P  von  allgerneiner 
Lage  in  zweiter  Ordnung  beriihren,  bilden  ein  Zylindroid, 
dessen  Zylinderachse  die  Hauptnormale*  von  P  ist  und 
dessen  Zylinder  die  Ebene  der  Tangente  und  Binormalen 
von  P  in  demjenigen  Kreise  schneidet,  der  P  als  Mittel- 
punkt und  den  Kriimmungsradius  von  P  als  Radius  hat. 
Der  Mittelpunkt  des  Zylindroids  liegt  in  der  Mitte  zwischen 
P  und  dem  Kriimmungsmittelpunkte  von  P. 

Nach  Satz  21  gibt  es  im  aligemeinen  keine  gemeine  Schrauben- 
linie,  die  mit  der  Raumkurve  an  der  betrachteten  Stelle  P  eine 
Beriihrung  in  hoherer  als  zweiter  Ordnung  eingeht  Deshalb  sind 
die  bisher  untersuchten  Schraubenlinien  als  die  in  P  oskulieren- 
den  gemeinen  Schraubenlinien  zu  bezeichnen. 

Jede  von  ihnen  hat  nach  S.  236  eine  konstante  Kriimmung 
und  eine  konstante  Torsion,,  namlich  nach  (29)  ebenda  die  Kriim- 
mung cos2  # :  r,  d.  h.  nach  (7)  dieselbe  Krummung  1 :  r  wie  die  Raum- 
kurve in  P,  und  die  Torsion 

oder       — 

r 

Die  Torsion  stimmt  mit  der  Torsion  1 :  o  der  Raumkurve  in  P  liber- 
ein,  wenn  man  den  Steigwinkel  &  so  w&hlt,  daB 

(11)  tg,9'  =  -^ 
ist,  d.  h.  wenn 

(12)  sin*- 


gesetzt  wird.     Dann  liefert  (6)  die  gemeine  Schraubenlinie: 
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,3,               • 

r 

[       ?S        ,in- 

s      -4—  7*  §  I 

5  -  r*  -f- 

V'-iVr'  +  'S- 

^"+^1 

9  —  r*  + 

r 

1            ^  ^2           oin 

ro         J' 

[    S         r*  + 

^~  Ly^"  "j~  (?2 

r  »               "  JJ 

Man  erkennt,  dafi  sich  nur  eine  Schraubenlinie  ergibt,  obgleich  die 
auftretende  Quadratwurzel  zweiwertig  1st,  denn  der  Sinus  wechselt 
zugleich  mit  der  Wurzel  das  Zeichen,  der  Kosinus  .aber  nicht. 
Demnach  gilt 

Satz  23:1  Es  gibt  nur  eine  gemeine  Schraubenlinie,  die 
eine  Eurve  in  -einem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  in 
zweiter  Ordnung  beruhrt  und  deren  kons-tante  Torsion 
gleich  der  Torsion  der  Kurve  an  der  Beriihrungsstelle  ist. 

Ihre  Achse  hat  nach  (8)  und  (12)  die  Grleiehungen 
rt 


ausgedrtzckt  inittels  eines  Parameters  t  Dabei  sind  X,  ¥,  Z  die 
laufenden  Koordinaten  in  bezug  auf  das  Dreikant  des  betracjiteten 
Punktes  der  Saumkurve. 

§  10.    Schraubung  des  begleitenden  Dreikants. 

Zu  zwei  benachbarten  Punkten  P  und  Pf  eiuer  Raumkurve  ge- 
horen  zwei  verschiedene  Dreikante,  gebildet  von  den  positiven  Tan- 
genten,  Haupt-  und  Binormalen,  Das  erste  laBt  sich  mittels  einer 
Bewegung  in  das  zweite  verwandeln,  und  da  die  Bewegung  nach 
Satz  2,  S.  202,  im  allgemeinen  durch  eine  Schraubung  ersetzbar 
ist,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  diese  Schraubung  zu  ermitteln. 
Insbesondere  wollen  wir  nachher  untersuchen,  welche  Lage  die  Achse 
der  Schraubung  erreicht,  wenn  Pf  langs  der  Kurve  nach  P  strebt 

Am  bequemsten  ist  es,  als  Koordinatenachsen  die  des  Dreikants 
von  P  zu  benutzen.  Die  Bogenlange  von  P  bis  Pf  sei  As-,  ferner 
moge  f  in  diesem  Achsenkreuze  die  Koordinaten  Ax,  Ay,  Az  haben. 
Von  den  neun  Richtungskosinus  des  Dreikants  .von  P  sind,  weil 
das  Dreikant  als  Achsenkreuz  gewahlt  wird,  or,  m  und  ^  gleich  Eins 
und  alle  iibrigen  gleich  Null,  Da  das  Dreikant  von  P'  zu  dem  von  P 

1  Die  in  diesem  Satze  erw&hnte  besondere  gemeine  Schraubenlinie  kommt 
schon  bei'ScHELL  vor,  vgL  die  Anm.  zu  S.  258. 
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benachbart  1st,  drticken  wir  deshalb  seine  neun  Bichtungskosinns  mit 
Hilfe  des  Differenzenzeichens  so  aus,  wie  es  die  folgende  Tabelle 


y 


I  +  Act  Afi  A? 
Al  1  +  Am  An 
Al  A\i  I  +  Av 


Tangente 

Hauptnormale 

Binormale 

Die  Bewegung,  die  wir  betrachten  wollen,  fiihrt  den  Punkt,  der 
urspriinglich  im  Anfangspunkte  (in  P)  liegt,  nach  P',  wahrend  die 
drei  Geraden,,  die  ursprtinglich  in  der  x-,  y-  und  z- Achse  gelegen 
sind,  in  die  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  von  P'  tibergehen. 
In  den  Formeln  des  Satzes  2,  S.  202,  sind  demnach  a,  b<  c  durch 
Ax,  Ay,  Az,  ferner  «1?  /31?  yl  durch  1  -f  A  a,  A  (t,  Ay  und  ent- 
sprechend  c?2,  /93,  /2  durch  A  I,  1  +  Am,  An  sowie  #3,  /93,  y3  durch 
A)»j  A/JL,  1  +  A  v  zu  ersetzen.  AuBerdem  wollen  wir  hier  mit  j,  ^,  j 
die  Koordinaten  eines  Punktes  in  seiner  urspriinglichen  Lage  und 
mit  y,  tj,  5  seine  Koordinaten  nach  vollzogener  Bewegung  bezeichnen. 
An  die  Stelle  der  genannten  Formeln  treten  danach  diese: 


(1)  5  =  J/9.j  +  (l  +  Am)l)  +  A{JL.%  +  Ay, 

\      = 


l  =  A?.i  +  An.$  +  (l  +  Av}%  +  Az. 

Um  die  Achse  der  SchraubuDg  zu  finden,  durch  die  man  die 
Bewegung  ersetzen  kann,  berechnet  man  nach  dem  angegebenen 
Satze  zunachst  drei  GroBen  ?/,  v,  w,  die  den  Gleichungen 

Aa.u+  Al  .v+  Ah.w  =  0, 

J/9.M  +  Am.v  +  AJJL.W  =  0, 

Ay  .u  +  An.v-^-AV'W^Q 

gentigen.     1st  die   Quadratsumme   der    linken   Seiten  nicht   gleich 
Null,  so  ist  die  gesuchte  Achse  die  Gerade,  die  bei  der  Annahme 


(2) 
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Nun  wollen  wir  wie  gesagt  untersuchen,  nach  welcher  Grenz- 
lage  die  Achse  der  Schraubung  strebt,  wenn  P'~auf  der  Kurve  nach 
P  rizckt,  also  fiir  lixn  As  —  0.  Es  soil  also  die  unendlich  kleine 
Schraubung  betrachtet  werden,  die  das  Dreikant  des  Punktes  P 
der  Kurve  in  das  ernes  unendlich  benachbarten  Kurvenpunktes  ver- 
wandelt.  1 

Dividiert  man  die  Gleichungen  (2)  mit  As  und  macht  man 
dann  den  Grenziibergang  lim  As  =  0,  so  kommt: 

a  u  +  lr  v  +  I'  w  =  0  , 
/?'  u  +  m'v  +  IAID  =  0  , 
/'  21  +  n  v  +  v  w  =  0  , 

wobei  der  Strich  die  Differentiation  nach  der  Bogenlange  andeutet 
Die  Ableitungen  der  Bichtungskosimis  sind  aber  in  III(C)  angegeben, 
und  im  yorliegenden  Falle  ist  a  =  m  =  v  =  1  ,  wahrend  alle  anderen 
Eichtungskosinus  den  Wert  Null  haben.  Man  erkennt  daher,  daB 
sich  die  drei  Gleichungen  auf  die  beiden  reduzieren: 

£  +  f-o,     ,  =  o. 

Wir  konnen  also 

«  =  r  ,       u=:0,       ^  =  —  o 

setzen,  so  daB  w2  +  v2  -f-  w?2  =  r2  +  (>2  ist.     Wenn  wir  nun 
(5)  r2  +  (;2  4,  0 

annekmen,  ist  die  Bewegung  nach  Satz  2,  S.  202,  in  der  Tat  durch 
eine  Schraubung  ersetzbar.  Da 


ist  und  x',  y',  z'  nach  HI(B)  gleich  «,  /?,  ;',  also  gleich  1,  0,  0  sind, 
kommt  fiir  lim  A  s  =  0  : 


1  Diese  unendlich  •  kleine  Schraubung  wurde  von  BELTKAMI  iu  der  Ab- 
bandiumg:  ,,Intorno  ad  una  proprieta  delle  curve  a  doppia  curva- 
tura",  Gioraale  di  Matem.  vol.  5,  1867,  betrachtet. 
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Wird  (3)  mit  A  $  dividiert  und  dann  der  Grenzubergang  lim  A  .<?  =  0 
gemacht,  so  folgt  mithin: 

lim  -L  =  " 


As         21*  -h  #*  -f-  ?c-         r*  -f  £s 

Qividieren  wir  sehlieBlich  (4)  mit  J*  und  machen  wir  dann  den 
Grenzubergang  limJs  =  0,  so  kommt  ahnlich  wie  bei  der  Behand- 
lung  der  Gleichungen  (2): 


Die  erste  und  letzte  Gleichung  besagen  dasselbe,  und  wir  erhalten 
daher  als  die  Gleielmngen  der  Achse  der  unendlich  kleinen  Schrau- 
bung diese  beiden: 

(6)  PS  +  r8  =  0,       5  =  7^7- 

Da  die  in  (14),  S.  262,  angegebenen  Werte  von  JT,  J.  Z  ihnen,  fur 
y,  t),  5  eingesetzt,  geniigen,  so  folgt,  daB  die  Achse  der  unendlich 
kleinen  Schraubung  identisch  1st  mit  der  Achse  clerjenigen  genieinen 
Schraubenlinie,  die  die  Raumkurve  in  P  oskuliert  und  uberdies  die- 
selbe  Torsion  wie  die  Raumkurve  in  P  hat. 

Aus  (1)  laBt  sich  auch  der  analytische  Ausdruck  der  unendlich 
kleinen  Schraubung  gewinnen.  Die  neuen  Koordinaten  jr.  ij,  3  nam- 
lich  werden  nach  j,  1),  5  streben,  wenn  As  nach  Null  strebt.  Des- 
halb  bezeichnen  wir  sie  mit  y  +  A  j,  i)  +  zlt),  j  +  ^Ij,  so  daB  sich 
statt  (1)  ergibt: 


Fur  lim  J.v  =  0  werden  aus  A  j,  Jt),  Jj  Differentiale  ^j,  «?t),  r/j, 
so  daB  aus  diesen  Gleichungen  nach  Division  mit  As  beim  Grenz- 
iibergange  hervorgeht: 


ds 
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Bei  der  unendlieh  kleinen  Schraubung  kommt  also  einem  beliebigen 
Punkte  (j,  i),  5)  eine  Fortschreitungsrichtung  zu,  deren  Richtungs- 
kosinus  den  in  (7)  angegebenen  Werten  von  d$:ds,  dtyids  und 
d$:ds  proportional  sind. 

Denkt  man  sich  bestandig  auf  alle  Punkte  (j,  t),  5)  des  Raumes 
eben  diese  unendlich  kleine  Schraubung  ausgeiibt,  so  kommt  man 
zu  dem  Begriffe  einer  stetigen  Schraubung  Diese  stetige 
Schraubung  denkt  man  sich  am  besten  so  entstanden:  Zuerst  fiihrt 
man  diejenige  Schraubung  aus,  die  den  Punkt  P  und  seiu  Dreikant 
in  einen  benachbarten  Punkt  P'  und  sein  Dreikant  verwandelt 
Alsdann  fiihrt  man  auf  das  Ergebnis  genau  dieselbe  Schraubung 
aus,  und  dies  wiederholt  man  beliebig  oft.  So  entsteht  eine  Folge 
von  lauter  gleichartigen  einzelnen  Schraubungen  um  dieselbe  Achse 
und  mit  demselben  DrehwinkeL  Nun  erst  macht  man  den  Grenz- 
ubergang  limzfs  —  0;  alsdann  erscheint  die  stetige  Schraubung  als 
eine  Suname  von  lauter  gleichartigen  unendlich  kleinen  Schraubungen. 

Bei  der  stetigen  Schraubung,  die  durch  bestandige  Wieder- 
holung  der  unendlich  kleinen  Schraubung  (7)  hervorgeht,  behalteL 
r  und  o  in  (7)  wohlbemerkt  immer  dieselben  Werte,  namlich  die  Werte, 
die  dem  Kriimmungs-  und  Torsionsradius  an  der  Kurvenstelle  P  zu- 
kommen.  Da  aber  r  und  o  langs  der  Kurve  Funktionen  der  Bogen- 
lange  s  sind,  empfiehlt  es  sich  zur  Vermeidung  von  Verwirrungen, 
in  (7)  statt  ds  ein  anderes  Differential,  etwa  rf§,  zu  schreiben.  Als- 
dann fafit  man,  um  zum  analytischen  Ausdrucke  derjenigen  stetigen 
Schraubung  zu  gelangen,  die  von  der  unendlich  kleinen  Schraubung 
erzeugt  wird,  j,'tf,  5  als  solche  Funktionen  von  §  auf,  die 
den  drei  G-leichungen  genligen: 


(8) 


d* 


worin  r  und  p  gegebene  Konstanten  bedeuten. 

Die  G-leichungen  (8)  sind  drei  gewohnliche  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung  zur  Bestimmung  der  Funk- 
tionen x,  t),  j  von  &  Gewisse  Funktionen  5,  t),  j  von  S,  die  ihnen 
genugen,  kennen  wir  schon,  n'amlich  die  auf  S.  262  unter  (13)  auf- 
gestellten.  In  der  Tat  iiberzeugt  man  sich  leicht  davon,  dafi  die 
Funktionen: 
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(9) 


deren  Ableitungen  nach  §  sind: 


o  §  ]/V-  H-  o- 
/>2cos  —  J-  -  ^~ 
s  ?*  $> 


,    , 

fl* 


-ZJL  —  ^ — -     COS  — 

den  Gleichungen  (8)  genugen.  Denn  wenn  man  sie  und  il.re  Ab- 
leitucgen  in  (8)  einsetzt,  entstehen  lauter  Identitaten.  Dies  war  vor- 
auszusehen.  Denn  die  Gleichungen  (9)  sind  ja  eine  Parameter- 
darstellung  derjenigen  gem  einen  Schraubenlinie,  deren  Achse  die 
Gerade  (6)  ist,  die  ferner  durch  den  Punkt  P  geht,  dort  die  Raum- 
kurve  oskuliert  und  dieselbe  Torsion  hat. 

Bei  der  stetigen  Schraubung  ist  also  die  Bahn  eines  Punktes, 
der  zunachst  in  P  liegt,  gerade  diejenige  gemeine  Schraubenlinie, 
die  in  P  die  Raumkurve  oskuliert  und  deren  Torsion  gleich  der 
Torsion  der  Raumkurve  an  der  Stelle  P  ist. 

Einen  Teil  der  Ergebnisse  sprechen  wir  so  aus: 

Satz  24:  Ist  fur  einen  Punkt  P  einer  Kurve  die  Summe 
der  Quadrate  des  Kriimmungsradius  und  des  Torsions- 
radius  nicht  gerade  gleich  Null,  so  laBt  sich  sein  be- 
gleitendes  Dreikant  vermoge  einer  unendlich  kleinen 
Schraubung  in  das  begleitende  Dreikant  eines  unendlich 
benachbarten  Kurvenpunktes  iiberfuhren.  Die  Achse  der 
Schraubung  ist  identisch  mit  der  Achse  derjenigen  ge- 
meinen  Schraubenlinie,  die  die  Kurve  in  P  in  zweiter 
Ordnung  beriihrt  und  dieselbe  Torsion  wie  die  Kurve  in  P 
hat,  und  die  Bahn  von  P  wird  eben  diese  Schraubenlinie. 

Der  Schnittpunkt  der  Schraubenachse  mit  der  Hauptnormalen 
von  P  (der  ?/-Achse)  wird  nach  (6)  durch 
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bestimmt.  Im  reellen  Falle  liegt  er  auf  der  positiven  Hauptnormalen 
zwischen  P  und  dem  Krummungsmittelpunkte  K  von  P,  vgl.  S.  258. 
Die  Achse  1st  zur  Hauptnormalen  senkrecht  und  hat  nach  (6)  die 


Gleichung 


rj  «  0, 


bezogen  auf  das  Koordinatensystem  derjenigen  beiden  Achsen,  die 
maa  durch  jenen  Schnittpunkt  parallel  zur  positiven  Tangente  und 
positiYen  Binormalen  von  P  ziehen  kann.  Da  r  im  reellen  Falle 
stets  positiv  ist  (nach  S.  231),  hat  sie  also  die  in  Fig.  78  oder  die  in 
Fig.  79  dargestellte  Lage,  je  nachdem  die  Torsion  l:o  positiv  oder 
negativ  ist.  Bei  der  unendlich  kleinen  Schraubung  bewegt  sich  P 
momentan  langs  der  Schraubenlinie,  um  zusammen  mit  seinem 


Fig.  78. 


Fig.  79. 


Dreikante  in  einen  unendlich  benachbarten  Puukt  der  Kurve  zu- 
sammen mit  seinem  Dreikante  iiberzugehen.  Weil  die  Kurventangente 
von  P  zugleich  die  Tacgente  der  Schraubenlinie  ist,  sieht  man:  Im 
Falle  1:{>>0  ist  die  Schraubenlinie  linksgewunden,  im  Falle 
1 :  o  <  0  rechtsgewunden  (vgl,  S.  213).  Da  sie  sich  der  Kurve  in 
der  Umgebung  des  JPunktes  P  besonders  eng  anschmiegt,  sagt  man 
auch,  daB  die  Kurve  an  der  Stelle  P  links-  oder  rechts- 
gewunden sei,  je  nachdem  ihre  Torsion  dort  positiv  oder 
negativ  ist  Weil  die  Art  der  Windung  der  Schraubenlinie  ganz 
unabhangig  davon  ist,  wie  man  sie  sich  orientiert  denkt,  gilt  das- 
selbe  bei  der  Eaumkurve.  In  der  Tat  behalt  auch  die  Torsion  der 
Raumkurve  ihren  Wert,  falls  man  die  Kurve  Anders  orientiert. 
Denn  wenn  man  die  Bogenlange  $  durch  —  j?  ersetzt,  andern  x,  y',  z', 
und  xtrr,  y"',  z'"  ihre  Vorzeichen,  dagegen  x",  y",  z"  nicht,  so  da6 
der  Wert  III  (E)  der  Torsion  derselbe  bleibt. 
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§  11.    Differentialinvarianten  einer  Kurve  im  Raume. 

Wie  bisher  untersuchen  wir  eine  Kurve 
(1)  * 


auch  weiterhin  in  der  Umgebung  einer  Stelle'  (t).  Die  Zunalnnen 
Ax,  Ay,  Az,  die  den  Koordinaten  beim  Wachsen  von  t  urn.  At 
zukominen,  stellen  sich  als  Potenzreihen  dar,  indem  z.  B. 

A  ,  A  t     ,      „  A  P    .      „,  A  t3    . 

A*  =  *  TT  +  *  -2T  +  *    TT  +  '  '  * 

ist.  Deshalb  sind  alle  diejenigen  GroBen,  die  durch  die  vorgelegte 
Kurve  (1)  definiert  werden  und  sich  nur  auf  eine  beliebig  kleine 
Uingebuog  einer  Stelle  (t)  der  Kurve  beziehen,  Funktionen  JQ  von  t, 
von  x,  y,  z  und  von  den  in  den  Reihenentwicklungen  auftretenden 
Koefnzienten  #',  y',  z  ,  x",  y"  ,  z"  usw.  Aber  nicht  alle  GroBen  ^2 
haben  eine  Bedeutung,  die  von  der  zufalligen  Art  der  analytischen 
Darstellung  der  Kurve  unabbiingig  ist,  vielmehr  nur  diejenigen,  die 
stets  ungeandert  bleiben,  wenn  man  einen  neaen  Parameter  r  ver- 
moge  irgend  einer  erlaubten  Substitution  t  =  w  (T)  nach  S.  204 
einflihrt.  Welche  Funktionen  £>  dies  sind,  ist  leicht  zu  er- 
kennen:  Insbesondere  niimlicb  kann  man  x  selbst  als  Parameter 
einfubren,  sobald  x  =  93^)  nicht  konstant  ist,  und  desbalb  handelt 
es  sicb  um  solche  Funktionen,  die  nur  von  #,  y,  z  und  den  Ab- 
leitungeri  von  ?/  und  z  nach  x  abhangen.  Dabei  hat  man  unter  t 
die  durch  die  erste  Gleichung  (1)  dennierte  Funktion  von  x  zu  ver- 
stebeii,  so  daB  //  =  ^(<)  und  z  =  y(t)  ebenfalls  Funktionen  von  x 
bedeuten.  Umgekehrt  leuchtet  ein,  daB  eine  nur  von  x,  //,  z  und 
von  den  Ableitungen  von  y  und  z  nach  x  abhangige  Funktion  eine 
GroBe  ist,  die  immer  dieselbe  bleibt,  welche  Parameterdarstellung 
man  auch  fiir  die  Kurve  wahlen  mag.  Wir  erinnern  hierbei  an  die 
einleitenden  Bemerkungen  in  §  11  des  ersten  Abschnittes,  S.  74,  75. 
Dort  beschrankten  wir  uns  von  vornherein  bei  einer  vorgelegten 
Kurve  in  der  #?/~Ebene  auf  Funktionen,  die  bloB  von  ar,  y  und  den 
Ableitungen  von  y  nach  x  abhangen.  Die  vorhergehende  Uberlegung 
zeigt,  daB  dies  berechtigt  war.  — 

Insbesondere  sollen  nun  die  Differentialinvarianten  der 
Raurak.urve  (1)  gegenuber  alien  Bewegungen  im  Raume 
untersucht  werden,  d,  h.  diejenigen  Funktionen 

,/  dy  ,    dx       d-ij 

(2)  ~- 
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die  ungeandert  bleiben,  wenn  man  die  Kurve  (1)  irgend 
welchen  Bewegungen  unterwirft.1  Da  eine  Minimalkurve  erster 
Ordnung  nach  Satz  18,  S.  245,  vermoge  einer  Bewegung  wieder  in 
eine  derartige  Kurve  verwandelt  wird  und  das  Entspreckende  fiir 
eine  Minimalkurve  zweiter  Ordnung  gilt,  geht  eine  Kurve,  die  keine 
Minimalkurve  der  eineu  oder  anderen  Art  ist,  auch  nie  durch. 
Bewegung  in  eine  derartige  besondere  Kurve  iiber.  Deshalb  kann 
man  bei  dem  Problem  der  Bestimmung  der  Differentialinvarianten 
von  vornherein  von  den  Minimalkurven  erster  und  zweiter 
Ordnung  Abstand  nehmen.  Bei  ihnen  wiirde  es  eine  besondere 
Untersuchung  erfordern.  Wir  wollen  ferner  von  den  geraden 
Linien  absehen,  iiber  deren  Verhalten  gegeniiber  Bewegungen 
des  Raumes  wir  Bescheid  wissen. 

Die  Koordinate  x  als  unabhangige  Veranderliche  in  der  Funk- 
tion  /  zu  verwenden,  ist  unerwiinscht,  weil  erstens  dadurch  die 
Symmetric  gestort  wird  und  weil  sie  zweitens  nicht  henutzt  werden 
kann,  wenn  insbesondere  x  =  rp  (/)  konstant  ist.  Man  wird  es  des- 
halb  vorziehen,  die  Bogenlange  s  als  unabhangige  Veranderliche 
anzuwenden.  Deutet  der  Strich  die  Differentiation  nach  s  an,  so  ist 

dy        dy.ds        y'  dz   dx  :ds         %'  t 

dx         d  x  :  d  s  ~~  x'  '          d  x         dx:  ds         xf  ' 

abermalige  Differentiation  nach  x  gibt: 

d-y  _   x'y"  -  y'x"  d?%  _   x1 '  *,"  -  zf  x" 


dx*  x'3  dx*  ~~  x'& 

usw.  Demnach  lassen  sich  die  Funktionen  von  #,  y,  z  und  den 
Ableitungen  von  y  und  z  nach  x  bis  zur  wten  Ordnung  auch  in  der 
Form  von  Funktionen 

(3)  J(x9  y,  z,  x',  y',  /,  x",  if,  z",  .  .  .  x™,  y(n\  z™} 

von  x,  y,  z  und  ihren  Ableitungen  nach  der  Bogenlange  bis  jzur 
nteu  Ordnung  darstellen.  Umgekehrt:  Auf  S.227,  228  wurde  gezeigt, 
daB  man  die  Ableitungen  von  #,  y,  z  nach  s  durch  die  nach  irgend 
einem  Parameter,  also  z.  B.  nach  x,  ausdriicken  kann.  Hierbei  aber 
darf  ein  wichtiger  Dmstand  nicht  iibersehen  werden:  Es  tritt  eine 
Quadratwurzel  auf,  die  zweiwertig  ist;  infolge  davon  ergeben  sich 
fur  die  Ableitungen  ungerader  Ordnung  x',  y',  zf,  x"',  y'",  zr"  usw. 
zweiwertige  Ausdrucke.  Deshalb  ist  eine  Funktion  von  der  Form  (3) 
nur  dann  als  einwertige  Funktion  von  der  Form  (2)  darstellbar, 

1  Vgl.  die  Amn.  zu  S.  75. 
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wenn  sie  sich  nicht  andert,  sobald  alle  Ableitungen  ungerader  Qrd- 
nung  x,  y   %',  x",  ?/'",  z"  usw.  mit  —  1  multipliziert  werden. 

Soil  also  eine  Funktion  von  derForm(3)  eine  Differen- 
tialinvariante  sein,  so  haben  wir  nicht  nur  zu  verlangen, 
dafi  sie  ungeandert  bleibt,  falls  man  die  Raumkurve  be- 
liebigen  Bewegungen  unterwirft,  sondern  tiberdies,  daB  sie 
sich  nicht  andere,  wenn  die  Ableitungen  ungerader  Ord- 
nung  samtlich  mit  —  1  multipliziert  werden.  Die  zweite  Be- 
dingung  kann  man  auch  so  aussprechen:  Die  Funktion  soil  sich 
nicht  andern.  wenn  man  die  Bogenlange  s  durch  —  s  ersetzt 
oder  also  die  Orientierung  der  Kurve  abandert. 

Geht  nun  der  Punkt  (x,  y,  z)  der  Kurve  vermoge  irgend  einer 
Bewegung  in  den  Punkt.  (#,  y,  z)  uber,1  so  bestehen  nach 
chungen  von  der  Form: 


Da  wir  jetzt  die  Koordinateu  x,  y,  z  als  Funktionen  der  Bogeu- 
lange  s  betrachten,  werden  hiernach  auch  I-,  y,  z  Funktionen  von  s, 
und  Z-malige  Differentiation  nach  5  gibt: 


(5) 


Nun  ist  nach  Satz  3,  S.  209: 

(6)  *"  +  y"  +  *'»-!. 

Bildet  man  aus  (5)  fiir  /  =  1  durch  Quadrieren  und  Addieren  den 
Ausdruck  I-'2  +  y'2  +  F2,  so  ergibt  sich  fur  ihn  wegen  I(C)  sofort 
der  Wert  ar'2  +  y/2  +  /3J  also  nach  (6)  der  Wert  Eins.  Mithin 
ist  s  auch  bei  der  transformierten  Kurve  die  Bogenlange. 
Dies  war  nattirlich  vorauszusehen. 

Eine  Funktion  /  von  x,  y,  z  und  ihren  Ableitungen  nach  s  ist 
nun  dann  und  nur  dann  eine  Differ  entialinvariante,  wenn  erstens 
stets 

(7)  /(£,  y,  z,  x',  y,  z'9  5f",  .  .  .)  =  Jfa  V>  *>  *'*  y'»  z'>  *">  •  •  0 


1  Wir  wahlen  also  hier  die  Bezeichnimgen  der  Koordinaten  umgekehrt 
wie  in  §  2,  S,  198. 
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infolge  von  (4)  und  (5)  ist  und  zweitens  /  ungeandert  bleibt,  falls 
die  Ableitungen  ungerader  Ordnung  unit  —  1  multipliziert  werden. 
Insbesondere  heifit  sie  eine  Differentialinvariante  nter  Ordnung, 
wenn  sie  die  Ableitungen  nach  .9  bis  zur  nten  Ordnung  enthalt 
Offenbar  ist  jede  einwertige  analytische  Funktion  von  Differential- 
invarianten wiederum  eine  Differentialinvariante. 

Wie  auf  S.  77  findet  man  eine  erste  Bigenschaft  der  gesuchten 
Differentialinvarianten  so:  Benutzt  man  als  Bewegung  insbesondere 
eine  Schiebung 


so  werden  z(l},  y(l\  z(l)  bzw.  gleich  x(l\  y(l\  z(l\  so  da8  aus  der  For- 
derang  (7)  hervorgeht: 

J(x  +  a,   y  +  6,   z  +  c,'  x,  y,  z\  x",  .  .  .)  =  Jfa  y,  z,  x,  y',  s'  x",  .  .  .)• 

Diese  Grleichung  kann  aber  nur  dann  fiir  alle  Werte  der  Kon- 
stanten  «,  b,  c  bestehen,  wenn  in  J  die  drei  ersten  Argumente 
fehlen.  Die  Differentialinvarianten  enthalten  somit  nur  die 
Ableitungen  der  Koordinaten,  nicht  die  Koordinaten  selbst. 
Jede  Bewegung  im  Raume  kann  dadurch  bewirkt  werden,  daB 
man  zunachst  den  Anfangspunkt  durch  eine  Schiebung  in  irgend 
eine  andere  Lage  (a,  &,  c)  bringt  und  dann  irgend  eine  Bewegung 
austibt,  die  den  neuen  Anfangspunkt  in  Ruhe  Ia6t.  Nach  deni 
Vorhergehenden  brauclien  wir  daher  nur  noch  solche  Funktionen 

J(z,  if,  zr>  x",  y",  z",  .  .  .) 

zu  suclien,  die  bei  denjenigen  Bewegungen  (4)  ungeandert  bleiben, 
die  den  Anfangspunkt  0  in  Ruhe  lassen,  d.  h.  wir  dlirfen  von 
jetzt  an  die  Konstanten  a,  b,  c  in  (4)  gleich  Null  wahlen. 
Um  nun  alle  wesentlichen  Differentialinvarianten  bis  zur  zweiten 
Ordnung  zu  bestimmen,  schliefien  wir  so: 

Werden  zwei  beliebige  Punkte  Pl  und  P2  oder  (x19  yl9  xrj  und 
(*s>  y^  z*l  derselben  Bewegung  (4)  (fiir  a  =  £j=  c  =  0)  wie  die  Kurve 
unterworfen,  so  gehen  sie  in  Punkte  Pl  und  P2  mit  den  Koordinaten 


y\  = 


iiber.     Demnach  driicken  sich  die  Koordinaten 
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genau  so  durch  die  Koordinaten 


aus  wie  nach  (5)  die  Ableitungen 

x,  y',  z'     bzw,     x",  y",  z" 
durch  die  Ableitungen 

x'9  y',  zr     bzw.     x",  y",  z". 

Aus  einer  Differentialinvariante  zweiter  Ordnung  J(xy  y',  z,  z",  y",  z"} 
geht  daher?  wenn  man  die  Striclie  durch  untere  Indizes  ersetzt, 
eine  Funktion  J(xl9  yl9  zI9  x»9  y3,  z2]  der  Koordinaten  von  Pl  und 
P,  hervor,  und  zwar  eine  Funktion,  die  ungeandert  bleibt,  wenn  man 
die  Punkte  Pa  und'P2  irgend  einer  Bewegang  unterwirft,  bei  der 
der  Anfangspunkt  0  in  B,uhe  bleibt.  Die  Aufgabe,  alle  Differential- 
invarianten  bis  zur  zweiten  Ordnung  zu  berechnen,  deckt  sich  somit 
analytisch  mit  der  Aufgabe,  diejenigen  yoneinander  unabhangigen 
Funktionen  der  Koordinaten  von  Pl  und  P2  zu  ermitteln,  deren 
Unveranderlichkeit  bewirkt,  da6  das  Dreieck  OP1P2  in  ein  kon- 
gruentes  Dreieck  0  ^  P2  libergeht.  Aber  die  beiden  Dreiecke  sind 
dann  und  nur  dann  kongruent,  wenn 

OP^  «  OP^9       OP22  «  OP22,       P,  P22  =  J\  P22 

ist,  d.  h.  jede  Funktion  der  Koordinaten  von  Pl  und  P2,  die  bei  alien 
Bewegungen  mit  festgehaltenem  Anfangspunkte  0  ungeandert  bleibt, 
muB  sich  als  eine  Funktion  von 

OP,2  =  V  +  y*  +  z^,        OP,3  =  x^  +  y*  +  z,*, 

Pl  Pa>  =  (or,  -  xtf  +  &  -  ys)2  +  (Sl  -  za)> 
darstellen.     Da  aber 

i(OP^  +  OP22  -  P,  P22)  ==  x,  .r2  +  yl3,2  +  rx  r, 

ist,  ergibt  sich,  wenn  wir  wieder  xv  yv  zl  durch  x'9  y,  z'  und  x^ 
yz,  z,  durch  x">  y",  z"  ersetzen: 

Jede  Differentialinvariante  bis  zur  zweiten  Ordnung  muB  sich 
als  eine  Funktion  der  drei  Funktionen 

x'*  +  iS*  +  z'*,     x"*  +  y"*  +  z"*,     x'x"+yry"  +  zz" 

darstelien,  und  umgekehrt  ist  jede  Funktion  von  diesen  dreien  eine 
Differentialinvariante.  Der  erste  Ausdruck  aber  hat  nach  (6)  den 
Wert  Eins,  dahef  der  letzte  den  Wert  Null  Der  zweite  endlich 

SCHBFFERS,  Dlff.  I.    3.    Aufl.  18 
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ist  nach  111(1))  gleich  dem  Quadrate  der  Kriimmung  oder  also 
gleich  dem  reziproken  Werte  des  Quadrates  des  Kriimmungsradius  r 
der  Kurve.  Also  ergibt  sich  als  einzige  ^esentliche  Diffe- 
rentialinvariante  bis  zur  zweiten  Ordnung  das  Quadrat- 
It  r2  der  Kriimmung.  Denn  man  sieht  auch,  daB  sich  l:r2  nicht 
andert,  falls  die  Ableitungen  ungerader  Ordnung  nach  s  ihr  Zeichen 
wechseln. 

Ferner  erkennt  man  schon  aus  der  geometrischen  Bedeutung 
der  Torsion  l:p  (siehe  S,  268),  daB  sie  unverandert  bleibt,  in 
•rcejche  Lage  man  die  Raumkurve  auch  bringen  mag.  Man  beweist 
es  analytisch  so:  Nach  III(j#)  und  III(#)  wird 

of    x"    x' 

y    y"  Y 

z'     z"     z" 
daher  bei  der  Kurve  in  der  neuen  Lage 


yf   y"   y" 

zf     z'     z'"  \ 

Hierin  ist  r2  =  r2,  wie  sich  vorhin  ergab.  Setzt  man  in  die  zweite 
Determinante  die  aus  (5)  fur  /  =  1,  2,  S.folgenden  Werte  ein?  so  geht 
sie  tlber  in  das  Produkt  der  ersten  Determinante  mit  der  Determi- 
nante der  neun  Eichtungskosinus  #.,  p.,  y.  (i  =  1,  2,  3),  die  aber 
nach  I(F)  den  Wert  Bins  hat.  Die  Vergleichung  der  beiden  letzten 
Formeln  lehrt  daher,  daB  1 :  o  =  1 :  {;  ist.  Uberdies  andert  sich  1 :  o 
nicht,  wenn  x',  yf,  z'  und  x'",  y"r,  z'"  mit  —  1  multipliziert  werden. 
Folglich  stellt  die  Torsion  l:o  eine  Differentialinvariante 
dritter  Ordnung  dar. 

Man  kann  aus  den  beiden  nunmehr  bekannten  Differential- 
invarianten  l:r2  und  l:p  leicht  unbegrenzt  viele  andere  ableiten, 
indem  man  die  folgenden  Bemerkungen  benutzt:  Wenn  i2  irgend 
eine  Funktion  von  x,  y,  z',  x", . . .  vorstellt,  die  bei  der  Ausfuhrung 
irgend  welcher  Bewegungen  ungeandert  bl^ibt,  so  daB  stets 

D  ( Jy     Ti      ~z      r"  \  —   D  (T      ?/     ?'     r"  \ 

**(*9  y ?  z?  *  >...;—  *£(x,  y }  Z)  x  9  .  .  .) 
ist,  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  der  Bogenlange  s  sofort: 


If  >'' 


If 


+     *•+.... 
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wobei  &  natiirlich  die  Funktion  Q,  geschrieben  in  den  tiberstrichenen 
G-roBen,  bedeuten  soil.  Diese  Formel  aber  besagt,  daB  mit  £>  auch 
die  Ableitung  &  nach  der  Bogenlange  bei  alien  Bewegungen  uti- 
geandert  bleibt.  Dasselbe  gilt  also  auch  von  Q",  Q'r/,  ....  Noch 
mehr:  Wenn  £2  bei  alien  Bewegungen  nicht  gerade  ungeandert 
bleibt,  sondern  eventuell mit  —  1  nmltipliziert  wird,  folgt  aus  Q^±Q, 
dafi  dasselbe  auch  von  J2',  £>",  .  .  .  gilt. 

Wenn  wir  jetzt  die  Krtimmung  l:r  zur  Abklirzung  mit  k  be- 
zeichnen,  wissen  wir,  daB  k  deshalb,  weil  k2  eine  Differentialinvariante 
bedeutet,  bei  alien  Bewegungen  entweder  ungeandert  bleibt  oder  in 

—  k  iibergeht.     Dasselbe  gilt  also,  wenn  wir  k  als  die  Funktion  £2 
anw^nden,    von    den   Ableitun'gen  k',  k",  .  . .  von  k   nach  s.     Wenn 
ferner  die  Orientierung  der  Kurve  geandert,  also  s  durch  —  s  ersetzt 
wird,   geht   das  Differential  d s  in  — -  ds  liber.    Daraus  folgt:    Die 
Funktionen  k,  k',  k",  ...  sind  so  beschaffen:    Wenn  k  bei  einer  Be- 
wegung  ungeandert  bleibt,  geht  k'  in  r-  k'  uber,   wahrend  krr  un- 
geandert bleibt,   h'"  wieder  in  —  k'"  verwandelt  wird,  usw.     Wenn 
dagegen  k  bei  einer  Bewegung  in  —  k  iibergeht,  bleibt  kr  ungeandert, 
wahrend  k"  durch  —  k"  ersetzt  wird,  V"  wieder  ungeandert  bleibt,  usw. 
Daher  bleiben  in  jedem  Falle  die  Funktionen 

(8)  k*,  k'2,  k  k",  v  k'",  k  /tiv;  K  k\ . . . 

erstens  bei  alien  Bewegungen  und  zweitens  auch  dann  unverandert, 
wenn  die  Orientierung  der  Kurve  wechselt  Die  Funktionen  (8)  sind 
daher  samtlich  Differentialinvarianten. 

Bezeichnen  wir  die  Torsion  l-.p  zur  Abktirzung  mit  #,  so  ist 
K  ebenfalls  eine  Differentialinvariante.  Deshalb  andern  sich  auch 
%,  ye",  x",  .  .  .  nicht  bei  Ausfiihrung  irgend  welcher  Bewegungen. 
Aber  wenn  man  die  Orientierung  der  Kurve  andert,  also  s  durch 

—  s  ersetzt,  gehen  die  Ableitungen  ungerader  Ordnung  #',  *'",  .  . . 
in  __  a/7  _  ^'?  .  .  .  uber,   wahrend   die  von   gerader  Ordnung  ihre 
Werte  vollkommen  beibehalten.     Mithin  sind 

(9)  x,     x2,     %",     x'%",     x™,  -  •  • 

lauter  Differentialinvarianten.  In  den  beiden  Keihen  von  Funk- 
tionen (8)  und  (9)  treten  die  Ableitungen  von  ungerader  Ordnung 
multipliziert  mit  U  bzw.  *'  auf.  In  der  Reihe  (8)  haben  die  Ab- 
leitungen von  gerader  Ordnung  den  Faktor  A,  wahrend  sie  in  der 

Reihe  (9)  allein  stehen. 

is* 
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Hiernach  haben  wir  den 

Satz  25:  l  Unterwirft  man  eine  Kurve,  die  keine  Mini- 
malkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung  und  keine  Gerade 
ist,  alien  Bewegungen  des  Kaumes,  so  bleiben  die  Funk- 
tionen 

ft"*  ft         y  fi    ft       J  fa        ft          j  ft    ft         J  ft       ft     j      *      <       • 


ungeandert;  dabei  sind  A  und  #  die  Kriimmung  und  die 
Torsion,  und  die  Differentiation  ist  hinsichfclich  der  Bogen- 
lange auszufuhren.  Diese  Funktionen  bleiben  auch  un- 
geandert, wenn  die  Kurve  ihre  Orientierung  wechselt  Mit 
anderen  Worten:  Sie  sind  Differentialinvarianten  der 
Kurve  gegeniiber  alien  Bewegungen  des  Raumes. 

in  diesem  Satze  sind  die  Differentialinvarianten  so  angeordnet 
worden,  da6  jedesmal  die  beiden  untereinander  stehenden  von  der- 
selben  Ordnung  in  bezug  auf  die  in  ihnen  vorkommenden  Ableitungen 
der  Koordinaten  nach  der  Bogenlange  sind.  So  ist  k2  von  der 
zweiten  Ordnung?  wahrend  A'2  und  %  von  der  dritten  sind,  usw. 

Ftir  die  Anwendungen  erscheint  es  wiinschenswert,  die  Formeln 
zur  leicliten  Berechnung  der  Differentialinvarianten  fur  den  Fall  an- 
zugeben,  wo  die  Kurve  in  irgend  einer  Parameterdarstellung 

(10)  * 


vorliegt.     Auf  Grund   der  Formeln  III(Z>)  und  111(5)   macht   das 
wie  auf  S.  227  keine  Schwierigkeiten. 

Es  kommt  vor  allem  darauf  an,  die  Ableitungen  erster  bis 
dritter  Ordnung  von  or,  y,  z  nach  der  Bogenlange  s  durch  die  nach 
dem  Parameter  t  auszudriicken.  Deshalb  soil  jetzt  der  Strich 
die  Differentiation  nach  dem  Parameter  t  andeuten.  Wir 
haben  dann 

\dt ]  *  c I  s  "~  * 

so  da6  allgemein 


1  Da6  es  nicht  korrekt  ist,  die  Funktioiien  jfe,  k',  k",  ...  und  >«,  x',  x", . . . 
selbst  samt  und  senders  als  Differentialinvarianten  zu  bezeichnen,  well  sie  nicht 
einwertig  sind  (wie  es  LIE,  vgl.  die  Anm.  zu  S.  84,  und  nach  ihm  der  Verf.  in 
der  ersten  Auflage  dieses  Buches  getan  hatte),  wurde  von  STUDY  in  den  auf 
S.  76  erwahnten  Arbeiten  zuerst  festgestellt. 


(11) 
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-l/  =  _Jl_ 

dS  Vfi  r/2 


wird.    Wenn  man  nacheinander  /' gleich  x  oder  dx:d$  oder  d2x:ds2 
annimmt,  ergibt  sich  also  £vgl.  S.  229): 
dx  x' 


!*lf    —     g"  S  g/S  ~ 

_  _ 


'"  (Sx'^~  -  3  x"  S  a'3 


Wird  hierin  5:  durch  y  oder  r  ersetzt,  wobei  die  auftretenden  Summen  S 
vollig  ungeandert  bleiben,  so  ergeben  sich  auch  die  Ableitungen 
erster  bis  dritter  Ordering  von  y  nnd  z  nach  s.  Da  nun  in  den 
Formeln  III(D)  und  III(£)  die  Ableitungen  die  nach  der  Bogen- 
lange  bedeuten,  findet  man  durch  Einsetzen  der  gefundenen  Werte: 


(12) 


x"    x 

y"   y" 


S  a?'-  S  re"2  -  (S 


Will  man  aucli  die  Differentialinvarianten  hoherer  Ordnung  als 
Funktionen  des  Parameters  t  berechnen,  'so  hat  man  die  Ableitungen 
von  k2  und  %  nach  s  zu  bilderi,  was  auf  Grund  der  Formal  (11) 
keine  Schwierigkeiten  macht.  Aber  es  gehen  recht  umstandliche 
Ausdriicke  hervor,  so  daB  es  zweckmaBiger  1st,  sich  fiir  jede  be- 
sondere  Anwendung  der  gegebenen  Anweisung  zu  bedienen,  anstatt 
die  speziellen  Werte  in  die  allgemeinen  Formeln  einzusetzen.  Noch- 
mals  erinnern  wir  aber  daran,  daB  der  Strich  in  den  Formeln  (11) 
und  (12)  die  Differentiation  nach  clem  Parameter  t  andeutet. 

SchlieBlich  erscheint  es  angebracht,  insbesondere  den  Fall  einer 
ebenen  Kurve  ins  Auge  zu  fassen.  Sie  hat  nach  S.  239  die  Torsion 
x  ~  0,  so  dafi-  von  den  Differentialinvarianten  des  Satzes  25  diese 
librig  bleiben: 

ft*" y        rt  " )        /t  n    ,        ft    n      r        H  ft     y        ft    ft    j     <  *  . 

worin  der  Strich  jetzt  wieder  die  Differentiation  nach  der  Bogen- 
lange  s  andeutet.  Demgegenuber  zeigen  die  Werte  (16),  S.  83,  daB 
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bei  einer  ebenen  Kurve,  die  in  der  #y-Ebene  liegt,  die  Differential - 
invarianten 

A2,    *',    kk",    A'",     kkl\    k\  ... 

vorhanden  sind,  die  sich  mit  jenen  nicht  vollkommen  decken.  Dieser 
Untersehied  findet  seine  Erklarung  darin,  daB  wir  seinerzeit  die 
Kurve  in  der  #y- Ebene  nur  alien  Bewegungen  innerhalb  der 
#?/-Ebene  unterwarfen  und  da8  dabei  der  positive  Drehsinn  in  der 
Ebene  nie  geandert  wurde.  Diejenigen  Bewegungen  des  Raumes, 
die  ebenfalls  jede  Stelle  der  ory-Ebene  in  eine  Stelle  derselben  Ebene 
verwandeln,  zerfallen  dagegen  in  zwei  Klassen,  yon  denen  die  der 
einen  jenen  Drehsinn  unverandert  lassen,  die  der  anderen  dagegen 
durch  den  umgekehrten  ersetzen.  Zu  denen  der  zweiten  Klasse 
gehort  z.  B.  die  Umlegung  der  sy-Ebene  urn  die  ar-Aciise,  d.  h. 
die  Drehung  des  Raumes  uni  die  ar-Achse  und  mit  dem  Dreh- 
winkel  n.  Bei  einer  Umlegung  der  xy  -Ebene  geht  eine  in  der 
Ebene  gelegene  Kurve  in  eine  Kurve  iiber,  die  in  der  Geometrie 
der  Ebene  nicht  als  eine  kongruente,  sondern  nur  als  eine  symme- 
trische  Kurve  zu  bezeichnen  1st.  In  der  Geometrie  des  Raumes 
dagegen  sind  zwei  in  der  #?/-Ebene  gelegene  und  hier  zueinander 
symmetrische  Kurven  atets  als  kongruent  zu  bezeichnen. 
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Da8  wir  bei  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  die 
Minimalkurven  erster  und  zweiter  Ordnung  sowie  die  -Geraden  aus- 
geschlossen  haben,  hat  seinen  guten  Grand:  Nur  dann,  wenn  sie 
beiseite  gelassen  werden,  existieren  bei  einer  Kurve  die  Begriffe  der 
Bogenlange,  Kriimmung  und  Torsion,  also  auch  die  im  vorigen  Para- 
graphen bestimmten  Differentialinvarianten.  In  bezug  auf  diejenigeu 
Geraden,  die  keine  Minimalgeraden  sind,  sei  noch  bemerkt:  Bei 
ihnen  existiert  nur  der  Begriff  der  Torsion  nicht  (nach  S.  222), 
wahrend  ihre  Krtimmung  gleich  Null  ist.  Wenn  umgekehrt  voraus- 
gesetzt  wirdj  daB  eine  Kurve  die  Kriimmung  Null  hat,  lehren  die 
drei  in  III  (C)  links  stehenden  Formeln,  daB  «'  =  /?'  =  /==  0  wird, 
daher  die  in  III  (£)  links  stehenden  Formeln,  daB  x\  y>  z  konstant 
sind,  woraus  sofort  folgt: 

Satz  26:  Von  den  Kurven,  die  keine  Minimalkurven 
erster  oder  zweiter  Ordnung  sind,  haben  nur  die  geraden 
Linien  uberall  die  JKriimmung  Null. 
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Indem  wir  wie  bisher  von  den  Minimalkurven  erster  und  zweiter 
Ordnung  und  von  den  Geraden  absehen,  werfen  wir  die  wichtige 
Frage  auf: 

Vorgelegt  seien  zwei  Kurven  im  Raume.  Wie  erkennt 
man,  ob  sie  einander  kongruent  sind?  Anders  ausgesprochen : 
Wie  erkennt  man,  ob  eine  Kurve  vermoge  einer  Bewegung 
im  Raume  in  eine  andere  Kurve  iiberfiihrbar  ist?1 

Wir  brauchen  nur  vorauszusetzen,  daB  die  eine  Kurve  keine 
Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung  und  keine  Gerade  sei. 
Denn  dann  gilt  dasselbe  von  jeder  mit  ihr  kongruenten  Kurve  (vgl. 
Satz  18,  S.  245).  Das  gestellte  Problem  ist  die  Verallgemeinerung 
des  in  §  12  des  ersten  Abschnittes  fur  den  Fall  der  Ebene  er- 
ledigten  Problems,  und  seine  Losung  beruht,  wie  sich  zeigen  vrird, 
wesentlich  auf  der  Benutzung  der  vier  ersten  in  Satz  25 ,  S.  276, 
gewonnenen  Differentialinvarianten 

k  ,     k   ,     sty     x   , 

wo  k  und  %  die  Kriimmung  und  Torsion  sind  und  der  Strich  die 
Differentiation  nach  der  Bogenlange  andeutet.  Liegt  eine  Kurve  in 
irgend  einer  Parameterdarstelluug  vor: 

(1)  *«y(0*     y=/(0>     *«v(0> 

so  kann  man  jene  vier  Differentialinvarianten  nach  S,  276,  277  ais 
Funktionen  des  Parameters  t  bereehnen,  und  zwar  ergeben  sich  ein- 
wertige  analytische  Funktionen,  etwa: 

(2)  A2  =  0(0,     v*  -  X(o,     *  =  ^W?     **  =  &(*)• 

Wenn  nun  zunachst  die  Kriimmung  k  nicht  konstant  ist,  defi- 
niert  die  erste  Gleichung  (2)  den  Parameter  t  als  unentwickelte 
Funktion  von  A2.  Durch  Substitution  dieser  Funktion  in  die  beiden 
anderen  Gleichungen  (2)  ergeben  sich  also  fur  k'2  und  x  einwertige 
analytische  Funktionen  von  k2: 

(3)  A'2=  U(k*},      »«?(**). 

Wenn  dagegen  die  Kriimmung  k  konstant  ist,  wird  0  ~  konst.  und 
X  =  0.  Ist  alsdann  zunachst  die  Torsion  x  nicht  konstant,  so 
definiert  die  dritte  Gleichung  (2)  den  Parameter  t  als  unentwickelte 
Funktion  von  %.  Durch  Substitution  dieser  Funktion  in  die  letzte 


1  Vgl.  die  Anm.  zu  S.  84. 
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Gleichung  (2)  geht  fur  #'2  erne  einwertige  analytische  Funktion  U(%) 
Ton  #  hervor.     Aufierdem  1st  k2  ~  konst    Also  haben  wir: 

(4)  k-  =  konst.,      *'2=  U(x). 

Wenn  schlieBlich  sowohl  die  Krummung  k  als  auch  die  Torsion  # 
konstant  1st,  haben  wir: 

(5)  k2  =  konst. ,      x  =  konst. 

Jede  Kurve  (1),  die  keine  Gerade  und  keine  Minimalkurve 
erster  oder  zweiter  Ordnung  ist,  gehort  einer  der  drei  Klassen  an, 
so  dafi  fur  sie  ein  Gleichungenpaar  von  der  Form  (3)  oder  (4)  oder 
(5)  gilt  Ist  nun  eine  zweite  Kurve  mit  der  betrachteten  Kurve 
kongrnent,  so  lafJt  sicii  die  erste  in  die  zweite  durch  eine  Bewegung 
tlberfiihren.  Dabei  andern  sich  die  Werte  der  Differentialinvarianten 
nach  der  Definition  der  Differentialinyarianten  nicht  und  zwar  auch 
dann  nichty  wenn  die  Orientierung  der  Kurve  nach  der  Bewegung 
anders  als  vorher  angenommen  wird.  Deshalb  hat  jede  Differential- 
invariante  i2  oder  A'2  oder  K  oder  %  an  homologen  Stellen  beider 
Kurven  denselben  Wert.  Hieraus  folgt:  Wenn  zwei  Kurven 
einander  kongruent  sind,  bestehen  bei  beiden  dieselben 
beiden  Gleichungen  (3)  oder  (4)  oder  (5). 

Die  beiden  Gleichungen  (3)  oder  (4)  oder  (5),  die  bei  einer 
Kurve  bestehen,  sollen  die  natiirlichen  Gleichungen  der  Kurve 
heiBeru1  Wir  werden  namlich  beweisen,  dafi  der  letzte  Schlufi  um- 
gekehrt  werden  kann,  da8  also  zwei  Kurven  einander  stets  kon- 
gruent sind,  wenn  bei  ihnen  dieselben  beiden  natiirlichen  Gleichungen 
bestehen.  Aus  diesem  Grunde  charakterisieren  die  Gleichungen  (3) 
oder  (4)  oder  (5)  eine  Kurve  ohne  Biicksicht  auf  ihre  zufallige  Lage 
im  Raurne,  auch  ohne  Riicksicht  auf  den  zufallig  fur  die  Messung 
der  Bogenlange  gewahlten  Anfangspunkt,  sowie  unabhangig  von  der 
willkurlichen  Orientierung  der  Kurve  und  ihrer  Hauptnormalen. 

Um  die  Behauptung  zu  beweisen,  mu8  man  zunachst  unter- 
such  en,  wie  sich  kz  und  %  infolge  eines  vorgelegten  Paares  von 
natiirlichen  Gleichungen  als  Funktionen  der  Bogenlange  s  ergeben. 
Wir  setzen  dabei  also  voraus,  dafi  nicht  eine  Kurve  (1)  vorliege, 
sondern  ein  Paar  von  nattirlichen  Gleichungen  (3)  oder  (4)  oder  (5). 

Zunachst  sei  ein  Gleichungenpaar  (3)  gegeben,  Weil  k2 
nicht  konstant  sein  soil  (denn  sonst  lage  der  Fall  (4)  oder  (5)  vor), 
gibt  es  im  Bereiche  der  erlaubten  Werte  von  P  irgend  einen  yon 


1  Vgl,  die  Anm.  zu  S,  86. 
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Null  verscbiedenen  bestimmten  Wert  kQ2,  fur  den  U(k0-]^Q  1st. 
Dann  diirfen  wir  die  Bogenlange  s  einer  Kurve,  bei  der  die  ge- 
gebenen  Gleicbungen  (8)  gelten  sollen,  von  einem  Punkte  an  rechnen, 
wo  das  Quadrat  der  Kriimmung  gerade  den  Wert  £02  bat.  Wegen 


folgt  nun  aus  der  ersten  Gleicbung  (3): 


ds 


Da  der  eine  Wert  der  Wurzel  aus  dem  anderen  durch  Multiplikation 
mit  —  1  bervorgeht  und  die  Wurzel  fUr  k2  =  &Q2  nicbt  verscbwindet, 
liefert  die  Ausfubrung  der  Quadratur 


fc2 


r     d(&) 

eine  Gleicbung  von  der  Form 
oder  also: 


worin  £2  (k*)  eine  in  dei;  Umgebung  von  £0-3  einwertige  analytische 
Funktion  von  A2  1st,  deren  Ableitung  fur  k2  =  k02  nicbt  verscbwindet. 
Nun  konnen  wir  die  fraglicbe  Kurve  von  der  Stelle  (s  —  0)  an  in 
beliebigem  Sinne  orientieren,  also,  wenn  wir  wollen,  s  durcb  —  ^ 
ersetzen.  Deshalb  dtirfen  wir  uns  auf  die  Annabme 


beschranken.  Weil  bier  die  linke  Seite  fur  k-  =  A03  verscbwindet, 
ibre  Ableitung  nacb  A2  dagegen  nicbt,  defmiert  die  Gleicbung  nacb 
dem  Satze  iiber  das  Vorhandensein  einer  unentwickelten  Funktion 
(vgl.  S.  3)  die  GroBe  k2  als  eine  in  der  Umgebung  von  5  =  0  ein- 
wertige analytiscbe  Funktion  F(s],  die  fur  $  «  0  den  von  Null  ver- 
scbiedenen  Wert  k02  annimmt.  Wird  A2  =  !?($}  in  die  zweite  Glei- 
cbung (3)  eingesetzt,  so  gebt  aucb  fur  x  eine  in  der  Umgebung  von 
5  —  0  einwertige  analytische  Funktion  G(s)  hervor.  Also  baben  wir: 

(6)  A2  -*(,),       *=(?(*). 

Zweitens   sei   ein   Gleicbung.enpaar  (4)   gegeben.      Weil 
U(x)  bier  nicbt  konstant  ist,  da  sonst  der  Fall  (5)  vorlage,  konnen 
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wir  einen  erlaubten  Wert  #0  von  x  bestimmt  wahlen,  so  daB 
Z7(#0)  ^=  0  ist.  Die  Bogenlange  einer  Kurve,  bei  der  die  Glei- 
chungen (4)  bestehen  sollen,  diirfen  wir  alsdann  von  einer  Stelle 
aus  rechnen,  wo  die  Torsion  den  Wert  #0  hat.  Nun  gibt  die  zweite 
Gleichung  (4): 


worans  bei  passender  Orientierung  der  Kurve  entsprechend  wie  im 
vorigen  Falle  durch  Quadratur  eine  Gleichung 


hervorgeht.  Hier  ist  Q(%)  eine  in  der  Umgebung  von  ^0  einwertige 
analytische  Funktion  von  #,  deren  Ableitung  fur  #  =  ^0  nicht  ver- 
schwindet.  Wie  im  vorigen  Falle  erscblieiJen  wir  hieraus  das  Be- 
stehen einer  G-leichung  x  =  G(s),  wo  G(s]  eine  in  der  Umgebung 
von  5  =  0  einwertige  analytische  Funktion  von  s  bedeutet,  die  fiir 
5  =  0  den  Wert  %0  hat  AuBerdem  gilt  die  erste  Gleichung  (4). 
Demnach  haben  wir  hier: 

(7)  ia  =  konst,      x  =  (?W. 

Drittens'  sei  ein  Gleichungenpaar  (5)  gegeben.  Hier 
sind  keine  weiteren  SchluBfolgerungen  notig.  Nur  der  Ubersicht 
halber  wiederholen  wir  die  Gleichungen: 

(8)  A2  =  konst.  ,      ^  =  konsi 

Wie  man  sieht,  sind  die  Gleichungenpaare  (7)  und  (S) 
Spezialfiille  des  Gleichungenpaares  (6).  SchlieBt  man  sie  aber 
vom  Falle  (6)  aus;  so  darf  man  nach  dem  Vorhergehenden  im  Falle  (6) 
insbesondere  f(0)  =[=  0  annehmen. 

Es  ergab  sich  der 

Satz27:  Bedeuten  l:r  und  l:p  die  Krtimmung  und  die 
Torsion  einer  Kurve  mit  der  Bogenlange  .?,  wobei  voraus- 
gesetzt  wird,  daB  die  Kurve  keine  Gerade  und  keine 
Minimalkurve  erster  oder  zrweiter  Ordnung  sei,  so  liefern 
gegebene  natiirliche  Gleichungen  der  Kurve,  numlich 
entweder 


oder 
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*^a 


^=  konst.,       l^i 
oder 

—  =  konst. ,        —  =  konst. 

in    jedem   Falle    durch    Quadratur    und   Elimination    zwei 
Gleichungen  von  der  Form: 


vorausgesetzt,  daB  man  eine  geeignete  Stelle  der  Kurve 
als  Anfangspunkt  der  Bogenlange  wahlt  und  die  Kurve  in 
geeigneter  Weise  orientiert.  Dabei  bedeuten  F(s)  und  G(s) 
zwei  in  der  Umgebung  von  s  =  0  einwertige  analytische 
Funktionen  von  s. 

Wie  gesagt,  beabsichtigen  wir  zu  beweisen,  da8  zwei  Kurven, 
bei  denen  dasselbe  Paar  von  natiirlichen  Gleichungen  (3)  oder  (4) 
oder  (5)  gilt,  stets  einander  kongruent  sind.  Nach  dem  Vorher- 
gehenden  kommt  diese  Behauptung  auf  die  andere  hinaus,  da6  zwei 
Kurven,  bei  denen  dieselben  beiden  Gleichungen 

(9)  ±  =  *H       j  =  G(») 

gelten,  stets  einander  kongruent  sind,  und  dies  soil  jetzt  gezeigt 
werden. 

Infolge  von  (9)  ist 


r  r5        2 

so  daB  die  Formeln  III  (H)  liefern: 

*••  =~Fx>+  *LX»  -  G(yz"  -  z'y"}, 

if  =  -  jy  +  ^y"  -  ff  (zV  -  x'z"), 

z'»  =  ^Fz'  +  ^z"  -  G  (xyr  -  y  x"} . 


[10) 


Der  einzige  hier  vorkommende  Nenner  F(s]}  der  das  Quadrat  der 
Krumrnung  darstellt,  ist  von  Null  verschieden,  weil  wir  ja  von  den 
Geraden  absehen,  vgl.  Satz  26.  Durch  wiederholte  Differentiation 
von  (10)  nach  s  und  Substitution  der  in  den  schon  gefundenen 
Formeln  erhaltenen  Werte  der  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  von 
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x,  //,  r  .uach  s  erkennt  man,  daB  sicli  alle  Ableitungen  von 
:r,  y,  z  Bach  s  von  der  dritten  Ordnung  an  als  rationale 
Funktionen  von 

*',    y',     =',     x",    y",     =",     F,     F  .....     G,     G',  ... 

mit  niclit  verschwindenden  Nennern  darstellen.  Das  Koordi- 
natensystem  konnen  wir  nun  in  besonderer  Weise  wahlen:  Die 
Stelle  (s  =  0)  oder  (XQ,  yc,  r0)  der  Kurve  sei  der  Anfangspunkt  und 
seine  positive  Tangente  die  positive  .r-Achse.  Nach  den  in  III  (B] 
angegebenen  Werten  von  a,  /?,  ;'  ist  alsdann 


Die  Hauptnormale  des  Punktes  (s  =  0)  kann  ferner  als  y-Achse  ge- 
wahlt  \verden.  Dann  wird  nach  den  in  III(J5)  angegebenen  Werten 
von  /j  m<  n:  - 


Die  Wurzel  y^/7(0)  ist  zweiwertig.  Wir  erinnern  dabei  daran,  da8 
^(0)  nach  dem  Friiheren  als  von  Null  verschieden  angenommen 
werden  darf.  Von  den  beiden  Werten  von  |/]P(0)  wahlen  wir  nun 
einen  bestimmten  aus.  Sollte  statt  seiner  der  entgegengesetzte  Wert 
gelten,  so  kommen  wir  doch  zu  dem  ersten  Falle  einfach  dadurch 
zuriickj  da6  wir  die  y-Achse  in  dem  umgekehrten  Sinne  positiv 
annehmen.  Durch  passende  Wahl  des  Ivoordinatensystems  erreichen 
wir  demnach,  da6  den  Ableitungen  erster  oder  zweiter  Ordnung  von 
r,  y,  z  nach  s  ftir  *  =  0  die  oben  angegebenen  ganz  bestimmten 
Werte  zukommen.  Da  sich  nun  die  Ableitungen  hoherer  Ordnung 
von  x,  y,  z  nach  s  in  der  oben  gefundenen  Weise  ausdriicken, 
kommen  auch  ihnen  fur  s  =  0  vollig  bestimmte  Werte  zu. 

Wenn  also  tiberhaupt  eine  Kurve  vorhanden  ist,  bei  der  die 
Gleichungen  (9)  bestehen,  kann  man  den  Punkt  (*  =  0)  der  Kurve 
als  Anfangspunkt  wahlen  und  das  Koordinatensystem  im  iibrigen  so 
annehmen,  daB  alle  Ableitungen  von  x}  y,  z  nach  der  Bogenlange 
fur  ,9  =  0  bestimmte  WTerte  haben.  Aber  in  der  Umgebung  von 
s  =  0  wird  die  Kurve  durch  die  Gleichungen: 
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dargestellt.  Mithin  ergibt  sich  eine  und  nur  eine  analytische 
Darstellung  der  Kurve.  Dies  aber  besagt,  da6  alle  Kurven,  bei 
denen  dieselben  beiden  Gleichungen  (9)  bestehen,  bei  geeigneter 
Wahl  des  Achsenkreuzes  in  derselben  Art  dargestellt  werden  konnen 
und  daher  einander  kongruent  sind.  Somit  gilt  der 

Satz  28:  Wircl  von  den  Geraden  und  Ton  den  Hinimal- 
kurven  erster  und  zweiter  Ordnung  abgesehen,  so  sind 
zwei  Kurven  einander  dann  und  nur  dann  kongruent,  wenn 
bei  beiden  dieselben  naturlichen  Gleichungen  bestehen, 
wenn  also  bei  beiden  entweder  dieselben  beiden  Glei- 
chungen 


oder  aber  dieselben  beiden  Gleichungen 


konst. , 

oder  endlich  dieselben  beiden  Gleichungen 
—5-  =  konst. ,       —  =  konst. 

r2  q 

gelten,  worin  r  bzw.  Q  den  Kriimmungs-  bzw.  Torsions- 
radius  und  s  die  Bogenlange,  gemessen  von  irgend  welchen 
Stellen  der  Kurven  an  und  mit  beliebiger  Orientierung, 
bedeuten. 

Erinnern  \vir  uns  daran,  da8  die  Gleichungen  (9)  aus  den  natiir- 
lichen  Gleichungen  hervorgingen,  indem  dabei  der  Anfangspunkt 
(s  =  0)  der  Bogenlange  und  di6  Orientierung  passend  gewahlt  wurde, 
so  fin  den  wir  noch  den 

Satz  29;  Bei  einer  Kurve,  die.keine  Gerade  und  keine 
Minimalkurye  erster  oder  zweiter  Ordnung  ist,  sind  das 
Quadrat  der  Kriimmung  l:r  und  die  Torsion  I:Q  gewisse 
Funktionen  der  Bogenlange  s: 

-^--JW,     -J- -(?(•). 

Eine  zweite  Kurve  ist  dieser  Kurre  dann  und  aur  dann 
kongruent,  wenn  bei  ihr  die  Gleichungen  bestehen: 
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worin  *0  irgend  eine  Konstante  vorstellen  kann  und  die 
Vorzeichen  beideMale  in  derselben  Weise  zu  wahlen  sind. 
F  und  G  bedeuten  hier  dieselben  Funktionen  ihrer  Argu- 
mente  wie  in  den  beiden  ersten  Gleichungen. 

Im  Gegensatze  zu  dem  sonst  herrschenden  Brauche  haben  wir 
diejenigen  Gleichungen  die  natiirlichen  Gleichungen  der  Kurve  ge- 
nannt,  die  in  Satz  28  angegeben  sind.  Sonst  nennt  man  die  Glei- 
chungen 


die  natiirlichen  Gleichungen.  Hiergegen  aber  sprechen  zwei  Um- 
stande.  Erstens  ist  die  wirkliche  Aufstellung  dieser  Gleichungen 
viel  schwieriger,  da  sie  noch  eine  Quadratur  und  eine  Elimination 
verlangt,  zweitens  aber  und  hauptsachlich  zeigt  Satz  29,  daB  zwei 
einander  kongraente  Kurven  durchaus  nicht  vollig  iibereinstimmende 
Gleichungen  von  der  letzten  Art  zu  haben  brauchen.  Das  liegt 
eben  daran,  daB  hier  die  Bogenlange  als  eine  Veranderliche  vor- 
kommt,  deren  Anfangspunkt  und  Orientierung  willkiirlich  ist. 

Auf  der  anderen  Seite  muB  aber  zugestanden  werden,  daB  auch 
die  wirkliehe  Aufstellung  derjenigen  Gleichungen  (3)  oder  (4)  oder 
(5),  die  wir  die  natiirlichen  Gleichungen  genannt  haben,  meistens 
unmoglich  sein  wird.  Denn  wenn  eine  Kurve  in  irgend  einer  Para- 
meterdarstellung  (1)  gegeben  ist,  kommt  man  zwar  leicht  mittels 
bloBer  Differentiationen  zu  den  Formeln  (2),  vermoge  derer  die 
Differentialinvarianten  als  Funktionen  des  Parameters  t  ausgedriickt 
werden.  Aber  die  noch  notige  Elimination  von  t  wird  meistens 
nicht  durchfuhrbar  sein.  Fur  den  praktischen  Gebrauch  ist  daher 
eine  andere  Formulierung  des  Satzes  28  vorzuziehen,  die  der  Art 
entspricht,  wie  wir  auf  S.  88  den  Satz  52,  S.  86,  durch  den  Satz  53 
ersetzten,  namlich  diese: 

Satz  30:1  Dm  zu  entscheiden,  ob  zwei  mittels  je  eines 
Parameters  t  bzw.  t  dargestellte  Raumkurven  kongruent 
sind,  vorausgesetzt,  daB  die  Kurven  keine  Geraden  und 
keine  Minimalkurven  erster  oder  zweiter  Ordnung  sind, 
berechnet  man  bei  'beiden  Kurven  die  Differential- 
invarianten 


1  Dies  ist  die  berichtigte  Form,  die  STUDY  dem  LtESchen  Satze  uber  die 
Kongruenz  zweier  Eaumkurven  gegeben  hat,  aiehe  die  zweite  auf  S.  76  ge- 
nannte  Abhandlung  S.  23. 
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1 

5~  * 

r- 

als  Funktionen  von  t  bzw.  1.  Dabei  hedeutet  l:r  die 
Kriimmung,  I\Q  die  Torsion  und  5  die  Bogenlange.  Er- 
geben  sich  bei  der  einen  Kurve  die  vier  Funktionen 

0(0,     X(o,     v(t),     £(<) 

und  bei  der  anderen  die  vier  Funktionen: 

*(Z),       X(Z),       #(Z),       3(1) 

und  ist  <£(£)  41  konst.,  so  bildet  man  die  drei  Gleichungen: 
<P  (0  =  *  (?)  ,      X  (0  -  X  ( 


Die  Kurven  sind  nun  dann  und  nur  dann  kongruent,  wenn 
es  eine  einwertige  analytisch,e  Beziehung  zwischen  t  und  t 
gibt,  infolge  deren  diese  drei  Gleichungen  bestehen.  Ist 
dagegen  <£(*)  =  konst,  so  kann  die  Kongruenz  nur  dann 
eintreten,  wenn  tf>(?)  dieselbe  Konstante  wird.  Wenn  dann 
auBerdem  ^(0  =t=  konst.  ist,  bildet  man  die  beiden  Glei- 
chungen: 


Die  Kurven  sind  nunmehr  dann  und  nur  dann  kongruent, 
wenn  es  eine  einwertige  analytische  Beziehung  zwischen 
t  und  t  gibt,  infolge  deren  diese  beiden  Gleichungen  be- 
stehen. Wenn  aber  sowohl  <&(t)  als  auch  *P(t)  konstant  ist, 
sind  die  beiden  Kurven  einander  dann  und  nur  dann  kon- 
gruent, wenn  &(i)  und  *?(*)  dieselben  Konstanten  werden. 


§  13.    Bestimmung  aller  Kurven  mit  gegebenen  naturlichen 

Gleichungen. 

In  einer  Hinsicht  haben  die  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen  noch  eine  Lticke.  Zwar  ist  bewieaen  worden,  daB  zwei 
Kurven  mit  denselben  naturlichen  Gleichungen  einander  stets  kon- 
gruent sind,  aber  wir  wissen  noch  nicht,  ob  es  iiberhaupt  Kurven 
gibt,  die  zu  irgend  zwei  gegebenen  naturlichen  Gleichungen 
gehSren.  Es  bleibt  noch  die  Aufgabe  iibrig,  alle  Kurven  zu 
bestimmen,  die  gegebene  natiirliche  Gleichungen  haben. 
Wie  auf  S.  281,  282  gezeigt  wurde,  kann  man  aus  den  naturlichen 
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Gleichungen  mittels  Quadratur  und  Elimination  finden.,  wie  sich  das 
Quadrat  der  Kriimmung  1  :  r  und  die  Torsion  1  :  o  vermoge  der 
Bogeuliinge  s  darstellen: 

!=/»,     j-  =<?(*). 

Deshalb  konnen  wir  ,von  zwei  gegebenen  Gleichungen  von  dieser 
Form  ausgehen.  Da  alle  Kurven,  die  zu  ihnen  gehoren,  einander 
kongruent  sind,  wie  oben  bewiesen  wurde,  diirfen  wir  fur  l:r 
eine  bestimmte  von  den  beiden  Funktionen  ]/'lff(s)  wahlen.  Mithin 
liegt  die  Aufgabe  vor,  alle  Kurven  zu  finden,  bei  denen  die 
Ertimmung  uiid  die  Torsion  gegebene  Funktionen  der 
Bogenlange  s  sind.1 

Die  Losung  dieser  Aufgabe  erfordert  eine  langere  Betracbtung. 
Wir  suchen  zunachst  auf  Grund  der  Gleichungen  III  (C),  in  denen 
jetzt  l:r  und  l:o  gegebenen  Funktionen  von  s  sind,  die  neun 
Funktionen  a,  ft,  y}  I,  m,  n  und  i,  p,  v  zu  berecbnen.  Wenn  dies 
gelungen  ist,  findet  man  aus  den  Werten  von  #,  /9,  y  durch  Qua- 
dratur nach  den  drei  in  III  (B]  links  stehenden  Formeln  die  Glei- 
chungen der  Kurve  in  der  Form: 


(1)  x^^ads,       y=fjld*, 


Wir  nehmen  also  an,  daB  r  und  o  als  Funktionen  der 
Bogenlange  s  gegeben  seien.  Indem  wir  nun  einen  Blick  auf 
die  drei  jedesmal  in  einer  Zeile  stehenden  Formeln  III(C)  werfen, 
bemerken  wir:  Wenn  wir  in  den  drei  ersten  fur  a,  I,  I  die  GroBen 
•j,  m,  n  oder  y,  n<  y  schreiben,  so  gehen  die  nachsten  drei  bzw. 
letzten  drei  Formeln  hervor.  Dies  konnen  wir  so  ausdrucken:  Unter 
u,  v,  w  verstehen  wir  drei  Funktionen  von  s,  die  den  drei  Glei- 
chungen geniigen: 

/o\  du  __    ^         d  v  _^_         u         10          dw  _   v 

l"j  ds    ~  ~r  J      "^7  7"  ""  7"  '      ~d*>    **  7  ' 

wenn  wir  dann  ftir  u,  v,  w  entweder  a,  I,  I  oder  ft,  m,  p  oder  y,  w,  v 
setzen,   ergeben  sich  jedesmal  drei  der  Gleichungen  III  (6').     Nach 


1  Diese  Aufgabe  durfte  zuerst  gelost  und  insbesondere  auf  die  im  Folgen- 
den  auftretende  RiccATische  Differentialgleichung  zuruckgefiihrt  worden  sein 
in  der  Arbeit  yon  LIE:  ,,Bestimmang  aller  Eaumkurven,  deren  Kriim- 
mungsradius,  Torsionsradius  und  Bogenlange  durch  eine  be- 
Hebige  Keiation  yerkniipft  sind",  Videnskabs-Selskabs  Forhandlina;er, 
Christiania  1882. 
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muB  auBerdem  jedesmal  die  Summe  der  Quadrate  der  drei 
zusammen  genannten  Bichtungskosinus  gleich  Eins  sein.  Da  diese 
Kichtungskosinus  als  Funktionen  von  s  noch  unbekannt  sind,  gehen 
wir  folglich  darauf  aus,  diejenigen  Funktionen  u,  v,  w  von  s  zu 
finden,  die  den  Gleichungen  (2'  und  der  Gleichung 

(3)  u2  +  v2  4-  ^2  =  1 
gentigen.     Die  letzte  Formel  laBt  sich  so  schreiben: 

(4)  (u  +  iv)  (u  -  iv]  =  (1  +  w]  (1  -  w}. 
Wenn  wir  also 


setzen,  ist  auch: 


^  1  +  w    ~   ? 

Nach  (5)  wird: 

dg  _  (^  +  i  v'}  (1  —  eg)  4-  (M  4-  ^ 


"57  """  (i  -  w)* 

Die  Striche  deuten  dabei  die  Differentiation  nach  s  an.  Setzen  wir 
hierin  die  Werte  der  Ableitungen  u',  v,  w  aus  (2)  ein  und  be- 
achten  wir,  da8  nach  (5)  und  (6) 


«---r 

ist,  so  finden  wir  schlieBlich: 


Hiitten  wir  statt  (5)  gesetzt: 

u  + 


(8) 

so  hatte  (4)  geliefert: 


u  -  i  v 


und  ganz  entsprechend  liatte  sich.  ergeben: 

/rt.  C?  77  ^"  i  i 

(9)  rf7=27-y--277 

Aus  (5)  und  (8)  folgt: 


SCUEFFBBS,  Diff.  I.   3.  Aafl.  19 
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Wird  dieser  Wert  in  (5)  und  (6)  eingesetzt,  so  ergeben  sich  auch 
u  iisd  v  als  Funktionen  von  |  und  y.     Es  kommt: 

/1/v  1  -  £?  -  1  +  f  7  ?  -M 

(10  M  =  -=  —  —  ,      *v  =  z-~  -  '-,       w?  «  -*-  —  -• 

\      >  f  -  17    >  {  -  7  ?  -  ? 

Infolge  der  Gleichung  (3)  lassen  sich  also  w,  0,  «?  in  der  Form  (10) 
durch  nur  zwei  Funktionen  |  und  q  ausdriicken,  und  diese  Funk- 
tionen |  und  ^  mtissen  den  Bedingungen  (7)  und  (9)  gentigen.  Wenn 
sie  dies  tun,  gentigen  auch  die  Funktionen  u,  v,  w,  die  durch  (10) 
bestimmt  sind,  den  Bedingangen  (2).  Denn  z.  B.  aus  der  letzten 
Gleichung  (10)  folgt: 

—  =  2  I?-—  ^ 
ds       *  "(|  -,)»" 

oder  wegen  (7)  und  (9): 

dw  _   i    1  -f  £1 
ds         Q     g  —  rj    ' 

d.  h.  wegen  der  zweiten  Gleichung  (10): 

dw          v 


wie  es  die  dritte  Gleichung  (2)  verlangt,  usw. 

Man  erkennt  hieraus:  Es  kommt  darauf  an,  in  allge- 
meinster  Weise  |  und  •//  so  als  Funktionen  von  s  zu  be- 
stimmen,  da6  sie  den  Forderungen  (7)  und  (9)  geniigen.  Ihre 
Substitution  in  (10)  gibt  die  allgemeinsten  Funktionen  w,  vt  w  von  s, 
die  den  Bedingungen  (2)  und  (3)  gentigen. 

Die  beiden  Gleichungen  (7)  und  (9)  fur  |  und  77,  in  denen  man 
unter  r  und  p  gegebene  Funktionen  von  s  zu  verstehen  hat,  sind 
zwei  gewohnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ftir  |  bzw.  77 
(siehe  S.  128),  und  zwar  von  genau  gleicher  Form.  Tatsach- 
lich  liegt  also  nur  eine  ge'wohnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  vor,  die  wir  so  schreiben: 


indem  wir  die  unbekannte  Funktion  von  s  mit  <r  statt  mit  |  oder  ^ 
bezeichnen. 

Diese  Differentialgleichung  (11)  ordnet  sich  einer  bemerkens- 
werten  Klasse  von  Differentialgleichungen  unter:  Sie  definiert 
den  Differentialquotienten  der  unbekannten  Funktion  a 
als  eine  quadratische  Funktion  von  or,  deren  Koeffizienten 
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noch  die  unabhangige  Veranderliche  s  enthalten.  Solche  Differen- 
tialgleichungen  heiBen  Rice  ATI  sche.1  Die  allgemeine  Form  emer 
RicoATischen  Gleichung  ist  also  diese: 

(12)  —  =  A  (s\  4-  £  (s)  a  +  C(s]  a*. 

\     j  £  §  \  i  \  i  \  i 

Zwischen  alien  Funktionen  G  von  s,  die  eine  Gleichung  (12)  be- 
friedigen,  besteht  nun  eine  wichtige  Beziehung.  Es  mogen  namlich 
Pj  Q,  R  drei  bestimmte  Funktionen  sein,  die  —  fiir  <r  eingesetzt  — 
der  Gleichung  (12)  gentigen.  Dann  ist  fiir  alle  Werte  von  s: 

(i  ±  A  f    \       i        "D  /    \    TJ 


(13) 


Bilden  wir  nun  aus  der  allgemeinsten  Funktion  a  von  $,  die  der 
Gleichung  (12)  geniigt,  und  aus  diesen  drei  besonderen  (partikularen) 
Losungen  P,  Q,  R  den  Ausdruck: 


Q-  R> 

den  man  das  Doppelverhaltnis  der  vier  Funktionen  P,  JR,  &,  Qf 
nennt,  so  findet  man,  da8  er  konstant  ist.  Logarithmiscbe  Diffe- 
rentiation gibt  namlich: 

if  _  a*-  P'       vr  -  Rf        Qr  -  Rf        Q'  -  P' 

"*" 


_ 

j   ~"   <r  -  P         ff  -  R    ""    Q-R          Q  -  P  7 

dabei  ist  nach  (12)  itnd  nach  der  ersten  Gleichung  (13): 


und  analog  kommt: 


1  RICCATI  (Acta  Enid.,  Leipzig,  Suppl.  VIII,  1724)  betrachtete  Differential- 
gleichungen  von  der  besonderen  Form: 

a     :  a  (r2  •+•  b  sm        (a,  b  —  konst,). 


— 
ds 


Man  hat  aber  die  Bezeichnung:  RICCATI  sche  Differentialgleichungen  auf  alle 
diejenigen  gewohnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ausgedehnt,  in 
denen  die  Ableitung  der  Unbekannten  als  irgend  eine  ganze  Funktion  zweiten 
Grades  der  Unbekannten  mit  veranderlichen  Koeffizienten  gegeben  ist. 
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Bilden  wir  also  hieraus  den  in  (15)  rechts  stehenden  Ausdruck,  so 
ergibt  sich  Null,  also  T'  =  0,  so  daB  r  in  der  Tat  eine  Konstante 
ist  Vier  beliebige  Losungen  einer  RiccATischen  Differen- 
tialgleichung  (12)  haben  also  stets  ein  konstantes  Doppel- 
yerhaltnis.  Auflosung  der  Gleichung  (14)  nach  a  gibt: 


Nun  sind  P,  Q,  R  drei  zwar  beliebig,  aber  bestimmt  gewahlte 
spezielle  Losungen  der  Gleichung  (12),  wahrend  die  allgemeine 
Losung  cr  nach  S.  130  eine  willkiirliche  Konstante  enthalt.  Daher 
mu8  die  Konstante  r  diese  willktirliche  Konstante  sein.  Mithin 
folgt,  wenn  c  statt  r  geschrieben  wird: 

Satz  81:    Die  allgemeine  Losung  a  einer  RiccATischen 
Differ  entialgleichung 


ist    hinsichtlich    der    Integrationskonstanten    c    eine    ge- 
brochene  lineare  Funktion: 


n  (5)  o  4-  x  (s) 

Wenden  wir  dies  Ergebnis  auf  unsere  EiccATischeGrleichung  (11) 
so  folgt,  daB  ihre  allgemeine  Losung  a  die  Form  hat: 


in  der  c  die  willkiirliche  Konstante  ist.  Es  gibt  keine  allgemeine 
Methode  zur  Integration  einer  RiccATischen  Gleichung  verm5ge  der 
elementaren  Funktionen  der  Infinitesimalrechnung.  Dies  ist  also 
eine  Schwierigkeit,  die  hier  nicht  tiberwunden  werden  kann,  und  wir 
miissen  uns  damit  begniigen,  anzunehmen,  daB  wir  auf  irgend  einem 
Wege  die  allgemeine  Losung  gefunden  batten.  Sie  hat  dann  die 
Form  (17),  in  der  wir  dahei*  jetzt  die  Funktionen  p,  q,  a,  x  als  be- 
kannte  Funktionen  Yon  s  auffassen.  Nach  (16)  ist  die  allgemeine 
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Losung  a  iibrigens  angebbar,  sobald  man  irgend  drei 
verschiedene  partikulare  Losungen  P,  Q,  R  kennt.1  — 

Nun  waren  |  und  7;  zwei  Funktionen  von  s,  die  —  fur  cr  ein- 
gesetzt  —  die  RiccATische  G-leichung  (11)  erfiillen.  Wir  nehmen 
daher  fiir  c  in  (17)  irgend  zwei  Zahlen  a  und  I  an  und  setzen: 

(18)  |  =  £1±£  ,      ,;  =  1L*±JL      (a,  1>  =  konst). 

^     '  to        7i  a  -h  x  TI  6  +  x        VJ  ; 

Werden  cliese  Werte  in  die  Gleichungen  (10)  eingefuhrt,  so  erhalten 
wir  die  allgemeinsten  Ftiiiktionen  u,  v,  iv  VOQ  s}  die  den  Bedingungen 
(2)  und  (3)  geniigen. 

Wir  bediirfen  aber  dreier  Systeme  von  Losungen  dieser  Glei- 
cbtmgen  (2)  und  (3),  denn  a,  I,  h,  ferner  /?,  m,  ^  und  endlich  y,  n,  v 
erfiillen,  fur  u,  0,  w  eingesetzt,  die  Bedingungen  (2)  und  (3).  Daher 
geben  wir  den  Konstanten  a  und  b  in  (18)  je  drei  Werte  #1?  a2,  <73 
und  J?  6?  6  und  setzen: 


Alsdann  bilden  wir  nach  (10): 


f  „  _  1  -  ft  1i  ,  _  .-  1  +  ft  7i          ;  _  A±_ 

^  —     t    __  „     >         £  —  z  ~F"~  "^    >        A  —    t    „ 


(20) 


1 


ft  -  %  ft  -  % 

1  -    ft  >7: 


t  _       j 

?«   -   ?3 


Diese  Funktionen  erfiillen  nun  sicher  die  Formeln  III  (C\  aus  denen 
wir  ja  die  Forderungen  (2)  ableiteten.  Auch  erfiillen  sie  wegen  (3) 
die  Bedingungen,  die  unter  11(5)  links  stehen.  Damit  sie  nun  tat- 
sachlich  Ricbtungskosinus  dreier  zueinander  senkrechter  Ricbtungen 
bedeuten  konnen,  miissen  sie  nocb  die  unter  II  (B)  rechts  stehenden 
Bedingungen  erfiillen,  die  aussagen,  daft  die  Ricbtungen  (a:l:i}9 


1  Obgleich  LIE  in  der  auf  S.  288  erwahnten  Arbeit  nur  eine  Gleichung 
zwischen  r,  Q  und  5  als  gegeben  annahm,  also  nicht  genau.  das  uns  beschaf- 
tigende  Problem  behandelte,  enthalt  doch  diese  Arbeit  das  Wesentliche  der  Her 
vorgetragenen  Methode,  die  man  auch  bei  DARBOUX,  „ Lemons  sur  la  th^orie 
gen^rale  des  surfaces",  1.  partie,  Paris  1887,  livre  I,  chap.  II,  findet  LIE 
fiigte  zu  der  gegebenen  Gleichung  zwischen -r,  §,  s  eine  zweite  derart  hinzu, 
dafi  es  ihm  auch  gelang,  die  EiccATische  Grleichung  zu  integrieren. 
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(tj  :m:^}   und   (;'  :  n  :  v]   paarweise   zueinander   senkrecht  sind.     Nun 
aber  gibt  (20)  z.  B.: 


Weil  dieser  Wert  gleich  Null  sein  soil,  1st  also  zu  fordern: 


Warden  hierin  die  Werte  (19)  eingesetzt,  so  kommt  die  Forderung: 


a*  —  to* 


Das  Doppelverhaltnis  der  vier  Konstanten  soil  also  gleich  —  1  sein. 
Man  sagt  dafiir  auch:  Das  Paar  #2,  b2  soli  durch  das  Paar 
as,  bs  harmonisch  getrennt  werden,  und  zwar  bedient  man 
sich  dieser  Ausdrucksweise  deshalb,  weil  vier  Punkte  auf  einer 
Abszissenachse,  denen  jene  Werte  a2,  Z>3,  a3,  d3  als  Abszissen  zu- 
kommen,  zwei  harmonisch  gelegene  Punktepaare  (a0),  (i2)  und 


bilden.  Die  beiden  anderen  in  11(5)  rechts  stehenden  Be- 
dingungen  liefern  entsprechende  Forderungen,  so  daB  wir  also  drei 
Konstantenpaare 


zu  wahlen  haben,  von  denen  jedes  Paar  jedes  andere  Paar  harmo- 
nisch  trennt. 

SchlieBlich  muB  noch  eine  Bedingung  erfiillt  werden:  Die  drei 
zueinander  senkrechten  Eichtungen  («:/?: y),  (l:m:n)9  (A : ^ : v]  sollen 
so  zueinander  orientiert  sein  wie  die  drei  positiven  Koordinaten- 
achsen,  d.  h.  es  soil  noch  die  Gleichung  II  (D)  bestehen,  Zunachst 
ist  nach  (20): 


V* 


(fl   » 


Setzt  man  hierin  die  Werte  (19)  ein  und  entfernt  man  die  Nenner 
der  Elemente  der  Determinante,  so  tritt  im  Zahler  eine  Determi- 
nante  auf,  die  sich  sofort  in  das  Produkt 


n% 


xp     2%q 


p* 


pq 
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zerlegen   laBt.     Hier  1st  der  erste  Faktor  gleich  (ng  —  xp)3,   und 
dieser  Faktor  tritt  auch  im  Nenner  auf.     Infolgedessen  kommt: 


(21) 


/? 
m 


r  | 

n  | 

V   i 


-I- 


-  62)  (as  - 


Man  hat  also  die  drei  Konstantenpaare 


as,  b3  so 


zu  wahlen,  daB  erstens  jedes  Paar  die  beiden  anderen  Paare  bar- 
monisch  trennt  und  zweitens  die  rechte  Seite  von  (21)  gleich  +  1  wird. 
Weil  infolge  der  ersten  Bedingung  die  drei  Richtungen  (a:I:i)9 
({3:m:p}  und  (y:n:v)  paarweise  zueinander  senkrecht  sind,  steht 
aber  nach  S.  197  fest,  daB  ihre  Determinate  (21)  nur  einen  der 
beiden  Werte  +  1  und  —  1  haben  kann.  Also  schlieBen  wir:  Wenn 
die  drei  Konstantenpaare  av  b^  a2,  bz;  as,  bB  einander  paarweise 
harmoniscb  trennen,  gilt  sicher  eine  der  beiden  Gleichungen: 


(g,  - 


Je  nachdem  sicb  rechts  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ergibt,  wird  die 
Determinante  (21)  gleich  —  1  oder  +  1.  Liegt  der  erste  Fall  vor, 
so  brauchen  wir  nur,  um  den  gewiinschten  zweiten  Fall  2u  be- 
kommen,  die  imaginare  Einheit  i  durch  —  z  zu  ersetzen,  was  erlaubt 
ist,  weil  y—  1  zweiwertig  ist.  Demnach  erreichen  wir  in  jedem 
Falle,  daB  aucb  die  Bedingung  II  (D)  erfiillt  wird. 

Mithin  haben  wir  nunmehr  in  (20)  neun  Funktionen  von  s  vor 
uns,  die  alle  diejenigen  Bedingungen  erfullen,  die  man  an  die  Rich- 
tungskosinus  von  drei  zueinander  senkrechten  und  ebenso  wie  die 
drei  positiven  Koordinatenachsen  gegeneinander  orientierten  Rich- 
tungen stellen  muB.  Wenn  wir  nun  noch  im  Anschlusse  an  (1)  setzen: 

x  -      «  ds,     y 


(22) 

werden  auch  r,  y,  z  als  Funktionen  von  $  bestimmt.    Die  Integrale 
konnen  wir  dabei  etwa  von  s  =  0  an  erstrecken. 

Hiernach  steht  fest:  Falls  es  iiberhaupt  Kurven  gibt, 
deren  Kriimmungs-  und  Torsionsradien  r  und  p  die  ge- 
gebenen  Funktionen  y]^j"und  <?(*)  der  Bogenlange  5  sind, 
mtissen  es  die  Kurven  (22)  sein,  in  denen  a,  p,  y  die  nach  dem 
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Vorhergehenden  zu  ermittelnden  Funktionen  voii  s  bedeuten.  Nun 
bleibt  noch  zu  beweisen  iibrig,  daB  den  Kurven  (22)  in  der 
Tat  diese  Radien  r  und  o  zukommen.  Bei  diesem  Nachweise 
wird  es  zur  Vermeidung  von  Verwecbselungen  zweckmafiig  sein, 
die  Richtungskosinus  des  die  Kurven  (22)  begleitenden  Dreikants 
mit  anderen  Buchstaben,  etwa  mit  #,  $  y,  /,  m,  7t,  I,  /7,  v  zu  be- 
zeichnen,  entsprechend  Kriimmungs-  und  Torsionsradius  mit  r  und  jj. 
Ziel  der  tlberlegung  ist  dann,  zu  erkennen,  daB  diese  GroBen  eben 
diejenigen  sind,  die  im  Vorhergehenden  mit  nicht  iiberstrichenen 
Bucbstaben  bezeichnet  warden.  Die  iin  Vorhergehenden  vor- 
kommenden  GroBen  waren  so  gewahlt  worden,  daB  sie  den  Glei- 
chungen  der  Tafel  II  sowie  den  Gleichungen  III  (C)  genligen;  vgl.  (2). 
Da  die  iiberstricbenen  GroBen  die  auf  die  Kurven  (22)  beziiglicben 
Richtungskosinus  und  Radien  sein  sollen,  gelten  die  Gleicbungen 
der  Tafel  II  sowie  die  Gleicbungen  III  (C)  aber  aucb  fiir  die  iiber- 
stricbenen Bucbstaben. 

Nun  ist  nach  (22),  wenn  der  Akzent  die  Differentiation  nacb  s 
andeutet,  x  =  #,  y  =  ^,  z  =  ^,  und  da  S  #2  =  1  nacb  II  (A)  ist, 
folgt  S^'2  —  1,  d.  b.  .v  bedeutet  die  Bogenlange  und  a,  /5,  y  sind  die 
Richtungskosinus  a,  fi,  y  der  Tangente.  Nacb  der  ersten  Gleichung 
III  (C)  ist  cT=/:r  und  aucb  a'^l\r,  daber  /;r  =  Z:r.  Ebenso  ist 
JTt  :  r  =s  772  :  r  und  n:  r  =  n  :  /'.  Andererseits  ist  nacb  II  (A)  sowobl 
S/3  =  1  als  aucb  S/3  =  1?  mitbin  T-z  =  /-2?  d.  h.  r  —  tr,  wo  e  ent- 
weder  +  1  oder  —  1  bedeutet,  und  /  =  s  Z?  m  ==  e  m,  n  =  «  n.  Nacb 
der  zweiten  Gleicbung  lll(f)  ist  ferner 


demnach  wegen  a^a,  ~l^sl  und  r  =  e  r  aucb  /.  :  /J  =  «  A  :  p.  Ebenso 
ist  fi-o^sfjiio  und  v:o=zev:()f  so  daB  wegen  S  X  2  =  1  und  S  1  2  =  1 
folgt,  daB  (">2  =  (^2,  also  (>==T;p  ist,  wo  »;  entweder  4-  1  oder  —1 
bedeutet,  sowie  ;.  =  e^  A,  /w  «  s^,  n^etjv^  Nacb  II  (D)  muB  die 
Determinante  von  ^  /^  ;~,  von  /,  wi,  n  und  /L,  ^7,  i?  gleich  +  1  sein. 
Wegen  a  =  a,  I  =  e  I,  '/.  —  eql  usw.  ist  sie  gleich  der  mit  ?;  multipli- 
zierten  Determinante  von  a,  fi,  y,  von  /,  w,  n  und  von  A,  ^?  v,  die 
nacb  derselben  Gleichung  II  (25)  aucb  den  Wert  +  1  bat,  Folglich 
ist  i]  a  +  l,  A  =  €  I  usw.,  sowie  (J  »  (>.  Den  Kurven  (22)  kommt  also 
der  Torsionsradius  o  =  ff(,9)^zu.  Ist  6=+  1,  so  baben  sie  aucb 
den  Kriimmungsradius  r  «  V^)"?  dagegen  im  Falle  e  «  -  1  den 
entgegengesetzten.  Man  bat  aber  zu  beacbten,  daB  die  Orientierung 
der  Hauptnormale  nach  S.  231  davon  abhangt,  welchen  der  beiden 
Werte  des  Kriimmungsradius  man  wahlen  will.  Wir  diirfen  des- 
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halb   im   Falle   6  =  —  1    die   Orientierung   der   Hauptnormale   ent- 
gegengesetzt  annehmen,  d.  h.  auch  dann  e  =  +  1  setzen,  so  auch  da8 


der  Kriimmungsradius  r  gleich  ^F(s)  wird. 

Ubrigens  lafit  sich  leicbt  ein  neuer  Beweis1  dafiir  erbringen, 
daB  alle  Kuiren  (22),  die  sich  ergeben  baben,  einander  kongment 
sind.  Werden  namlich  die  Werte  (19)  in  die  Werte  (20)  von  a,  ft,  y 
und  darauf  diese  Werte  in  (22)  eingesetzt,  so  komint  fiir  x: 

1-0A   C(p*  -  *')  -  (g2  -  x2)   ,  -  l+Mi  f  . 

X    —  -  ;  —    I     -  :rr  -  :  -  U,  S  ~r~  Z  -  :  —    f    2 

al-bl  J  2  (p  %  -  q  n)  al  -  ^  J 


~r~l  ;  -  - 

2  (p  x  -  q  n) 

rf 


und  die  Werte  von  y  und  5r  gehen  hieraus  hervor,  wenn  der  Index  1 
durch  2  oder  3  ersetzt  wird.  Bedeuten  nun  j,  t|,  j  die  Funktionen 
von  .<••: 


(23) 


^  .y    2)^(g2   .2)  A(P.  g.)  +  (g»  ^ 

4        J          2(px-07i)  ?         ;       J  Z(px-qa)  ? 

0  0 

f«*-9Pd 
3       J    px-qn 


so  wird  also: 

'  x  =    V"-1/1  l  +  i  l*-bi  ^  +  ^1  -  t)  s  +  ' 

.1  +  0,6,      +  aa  +  b,          k 

«      '  /-/„  __  7v  ;      '  /7.,    —   /)«  °      '  J 


(24) 


i  • 


a  JLzi*i  s  +  ,-  JL±5-5t  9  +         3   +  konst 

-  6     e    l  -  6     v        «    -  6   a 


Die  neun  Koeffizienten  von  j,  t),  5  hierin  haben  aber  gerade  die 
Form  der  Werte  (20)  —  nur  in  a,  i  statt  in  |,  ^  gescbrieben  — . 
Da  die  drei  Paare  der  a  und  b  ebenso  wie  die  drei  Paare  der 
|  und  7;  einander  nach  S.  294  barmoniscb  trennen,  erfullen  die  neun 
koeftizienten  in  (24)  alle  Bedingungen,  die  man  an  die  Eichtungs- 
kosinus  dreier  zueinander  senkrecbter  und  wie  die  drei  positiven 
Achsen  zueinander  orientierter  Ricbtungen  zu  stellen  hat,  Anderer- 
seits  aber  sind  sie  Konstanten.  Nach  I  (A)  folgt  daher,  dafi  die 
Kurve  (24)  vermoge  einer  Bewegung  aus  derjenigen  Kurve 
hervorgeht,  die  durch  die  Gleichungen  (23)  in  den  laufen- 
den  Koordinaten  j,  jj,  5  dargestellt  wird.  Die  Kurve  (23)  ist 


1  Dieser  direkte  Beweis  der  Kongruenz  aus  der  wirklicheu  Bestimmung 
aller  Kurven  der  verlangten  Art  wurde  vom  Verf.  in  den  Leipziger  Berichten 
1900,  S.  5  gegeben. 
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also  eine  spezielle  Kurve,  bei  der  r  und  o  die  vorgeschriebenen 
Funktionen  von  s  sind.  Sie  ergibt  sich  auch,  wenn  man  in  die 
Gleichungen  (22)  diejenigen  Werte  von  a,  /?,  ?  einsetzt,  die  aus 
(19)  und  (20)  hervorgehen,  wenn  die  Konstanten  a,  t>  insbesondere 
die  Werte 
ax  =  1 ,  bl  =  —  1 ;  <23  =  i ,  £2  =  —  i ;  #3  =  oo  ,  £3  =  0 

haben.    In  der  Tat  sind  dies  drei  Paare,  die  einander  harmonisch 
trennen. 

Hiernach  gilt  der 

Satz  32:  Sind  die  Kriimmung  l:r  und  die  Torsion  l\o 
einer  Kurve  als  Funktionen  der  Bogeniange  s  gegeben,  so 
hat  man,  urn  die  Kurve  selbst  zu  finden,  die  EiccATische 
Differentialgleichung 

dv_  _  J_  j i.  —  ff ~ .  —  o-2 

"5T  ~~    2   '  g  r  2   '  g 

zu  integrieren.    Ihre  allgemeine  Losung  G  hat  die  Form: 


71  («)  C  +  X  ( 

und  es  sind 


die  Gleichungen  einer  Kurve  von  der  gesuchten  Art.  Jede 
andere  Kurve,  bei  der  l:r  und  1  :p.  dieselben  gegebenen 
Funktionen  von  s  sindr  1st  mit  dieser  einen  Kurve  kon- 
gruent. 

Zu  Anfang  dieses  Paragraphen  nahmen  wir  an,  da8  nicht  die 
Krummung  l:r  und  die  Torsion  1:0,  sondern  ihre  Quadrate  l:r2 
und  I\Q  als  Funktionen  von  s  gegeben  seien-: 


weil  die  naturlichen  Gleichungen  einer  Kurve  zunachat  solche  Formeln 
liefern.  Es  liegen  also  eigentlich  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Funk- 
tionen von  s  fur  1  :  r  vor.  Deshalb  diirfte  es  nicht  iiberflussig  sein, 
noch  zu  erortern,  wie  sich  die  Ergebnisse  des  Satzes  32  andern, 
wenn  r  durch  —  r  ersetzt  wird.  In  diesem  Falle  wollen  wir  die 
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Losimg  der  RiccATischen  Gleichung  mit  <?  statt  G  bezeichnen,  so  daB 
diese  Gleichung  die  Form  hat: 

*L  -   *     l  -L  s.  1  ff       *     1  ff» 

d*  ~"T'7       "^      "s"T    " 

Man  sieht,   daB  sie  wieder  in  die  des  Satzes  iibergeht,   wenn  man 
ff  =  —  cr  annimmt  und  $  durch  —  s  ersetzt.     Also  ist 


7i  (—  5)  e  4-  x(—  s) 

ihre    allgemeine   Losung.     In   den   Formeln   fur  ar,  y,  z   hat  man 
demnach 

,?(*)»       $(*)>      ^W,      ^(5) 
durch 


zu  ersetzen.  Ftihrt  man  dann  —  s  als  neue  Bogenlange  ein,  was 
man  tun  darf,  so  erkennt  man,  daB  sich,  wie  zu  erwarten  war,  die- 
selben  Kurven  wie  vorher  ergeben. 


§  14.    Beispiele  zu  den  naturlichen  Gleichungen  einer  Kurve. 

Urn  die  im  letzten  Paragraphen  entwickelte  und  nicht  ganz 
einfache  Theorie  anzuwenden,  die  zeigte,  daB  die  Bestimmung  einer 
Kurve  mit  gegebenen  naturlichen  Gleichungen  im  wesentlichen  aui 
die  Integration  enter  gewissen  RicCATischen  Gleichung,  nainlich: 

» 
•  da-  _   i     \         .1  i     1     2 

W  ~ds  ""  T'7""l"T<7'"  T'70"  ' 

hinaus  kommt,  betrachten  wir  einige  Beispiele. 

Wir  fragen  zunachst  nach  den  Kurven  von  der  Torsion 
Null.  Nach  Satz  14,  S.  241,  wissen  wir  schon,  daB  es  die  ebenen 
Kurven  sind.  Dies  soil  jetzt  bestatigt  werden.  Die  Gleichung  (1) 
lautet  hier 


^_ 
ds  r  ds 

und  gibt: 

-'/— 

J     r 

v  =  ce 
In  der  allgemeinen  Form 


n  c 
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der  Losung  der  RiccATischen  Gleichung  darf  man  also  annehmen: 

/d  a 
- 

p  =  £  r   ,         £  =  0,         7T  =  0,         #  =  1  , 

so  da8  die  Forael  fiir  z  in  Satz  32,  S.  298,  gibt:  z  =  0.  Die  im 
Satze  angegebene  Kurve  ist  daber  eben.  Alle  anderen,  bei  denen 
r  dieselbe  Funktion  von  s  und  die  Torsion  gleicb  Null  ist,  sind  ihr 
koDgruent,  daher  auch  eben. 

Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  Kurven,  bei  denen 
das  Verhaltnis  aus  der  Kriimmung  und  Torsion  konstant 
ist  Weun  p:r  konstant  ist,  gibt  es  zwei  Konstanten  w,  die  der 
quadratischen  Gleichung 

/o>  i      1         .1  i      1     9        ~ 

(2)  -.--..-.^^-.-tt-^o 

oder 


Genuge  leisten.  Sie  seien  mit  a  und  b  bezeichnet.  Die  Vergleichung 
mit  (1)  zeigt  nun,  daB  die  beiden  Konstanten  <j  =  a  und  a-  =  b  die 
EiccATische  Gleichung  (1)  befriedigen,  well  ibre  Ableitungen  gleich 
Null  sind,  Demnacb  kennen  wir  im  vorliegenden  Falle  zwei  spezielle 
(partiknlare)  Losungen  der  RiccATischen  Gleichung,  namlicb  die  Kon- 
stanten a  und  b.  Dies  ermoglicht  uns  auch,  die  allgemeine  Losung  o 
zu  berechnea.  Denn  wenn  wir  von  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 


abziehen,  ergeben  sich  die  beiden  Formeln: 


woraus  folgt: 

-  -  a) 


Ts  -  "  -T 

d\oS(<r-b)  i 

=  ~  - 


Ts 


Subtrahieren  wir  diese  beiden  Gleichungen  voneinander,  so  kommt: 
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Daher  folgt  durch  eine  Quadratur: 


ff  -  a  .v--«v  2o          ,        i       ,  v 

— — —  =  —  c  e  *          (c  =  konst.) . 

Natiirlich  ist  diese  Formel  nur  im  Falle  a  4=  b  brauchbar;  von  dem 
Falle  a  —  b  sprechen  wir  nachher.     Auflosung  nach  a  gibt: 

cb  e        2e  +  ae        29 

a  = _ _ , 

ce   *    2e  +  e        2i* 
so  daB  die  Vergleichung  mit  der  allgemeinen  Form 


71  C  -f  X 

der  Losung  der  EiccATischen  Gleichung  zeigt,  dafi  wir 


(3) 


q  =  ae 


setzen  diirfen.    Satz  32,  S.  298,  gibt  nun 

8 

/I  —  ab  j          1  —  ab 
d  s  —  _. s 
b  —  a                b  —  a 
0 

Demnach  ist  der  Richtungskosinus  y » z',  den  die  Kurven- 
tangente  mit  der  z-Achse  bestimmt,  konstant.  Die  Kurve  des  Satzes 
ist  also  so  beschaffen,  daB  alle  ihre  Tangenten  mit  der  z-Achse  den- 
selben  Winkel  bilden,  mit  anderen  Worten:  Die  Tangenten  der 
Kurve  bilden  mit  der  ary-Ebene  einen  konstatiten  Winkel.  Mithin 
hat  die  Kurve  gegeniiber  dieser  Ebene  eine  konstante 
Neigung.  Legt  man  durch  alle  Punkte  der  Kurve  die  Parallelen 
zur  z-Achse,  so  entsteht  ein  Zylinder,  und  die  Kurve  schneidet 
alle  Mantellinien  des  Zylinders  unter  demselben  Winkel. 
Man  nennt  aber  eine  Kurve,  die  alle  Mantellinien  irgend  eines 
Zylinders  unter  konstantem  Winkel  schneidet,  eine  allgemeine 
Schraubenlinie.  Wir  sind  demnach  zu  einer  Schraubenlinie  ge- 
langt.  Wenn  man  ihren  Zylinder  auf  der  Ebene  "abwickelt,  gehen 
die  Mantellinien  in  lauter  parallele  Geraden  tiber,  so  daB  die 
Schraubenlinie  in  eine  Kurve  verwandelt  wird,  die  eine  konstante 
Bichtung  in  der  Ebene  hat  und  daher  eine  Gerade  sein  muB. 
Friiher  (vgl.  etwa  das  4.  Beispiel,  S.  210)  haben  wir  schon  die 
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gemeinen  Schranbenlinien  betrachtet  Es  sind  dies  die  Schrauben- 
linien  auf  Rotationszylindern. 

Man  kann  leicht  die  Umkehrung  beweisen,  also  zeigen,  da8  langs 
irgend  einer  allgemeinen  Schraubenlinie  auf  irgend  einem  Zylinder 
das  Verhaltnis  aus  der  Kriimmung  und  Torsion  konstant  ist.  Die 
Kurve 

*  =  <!>(*)>      y  =  #(*)>      z  =  y(s] 

mit  der  Bogenlange  s  ist  n'amlich  eine  Schraubenlinie,  sobald  ihre 
Tangenten  mit  einer  bestimmten  Kichtung  einen  konstanten  Winkel 
bilden.  Denn  wenn  man  durch  alle  ihre  Punkte  die  Geraden  von 
dieser  Richtung  zieht,  entsteht  ja  ein  Zylinder,  dessen  Mantellinien 
von  der  Kurve  unter  einem  konstanten  Winkel  geschnitten  werden. 
Wenn  a,  b,  c  die  Richtungskosinus  der  festen  Richtung  sind,  ist 
demnach 

(4)  S  a  cc  —  konst. 

die  analytische  Bedingung  fiir  eine  allgemeine  Schraubenlinie.  Hieraus 
ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  s  infolge  von  III  (C) 

(5)  StfZ=0, 

falls  l:r  nicht  gleich  Null,  die  Kurve  also,  wie  wir  annehmen, 
keine  Grerade  ist,  vgl.  Satz  26,  S.  278.  Abermalige  Differentiation 
nach  s  liefert 


0 

j  r  Q 

oder: 


Der  Nenner  ist   nach  (4)  konstant.    Aber   auch   der  Zahler,   denn 
nach  III  (C)  ist  seine  Ableitung 


, 

ds  Q  ' 

also  gleich  Null  nach  (5).  Demnach  ist  das  Verhaltnis  aus  der 
Krummung  und  Torsion  in  der  Tat  konstant.  Dieser  SchluB  gilt 
jedoch  nur  so  lange,  als  die  Kurve  keine  Stelle  hat,  wo  sowohl 
die  Krtimmung  als  auch  Torsion  gleich  Null  ist  und  daher  $  :  r  un- 
bestimmt  wird.  Wir  sprechen  daher  den  Satz  so  aus: 

Satz  33:1  Bei  einer  Schraubenlinie  ist  das  Verhaltnis 
aus  derEriimmung  und  Torsion  konstant,  soweit  die  Kurve 

1  Satz  von  LAKCBET  1802,  sielie  die  auf  S.  203  genannte  Abhandlung. 
Da^  wir  die  in  dem  Satze  angegebene  Beschrankung  in  der  Tat  machen  mussen, 
zeigt  eine  einfache  geometrische  Uberlegang:  Wenn  der  senkrechte  Quer- 
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nicht  bis  zu  einer  Stelle  geht,  wo  sowohl  die  Krummung 
als  auch  die  Torsion  gleich  Null  ist. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  konnen  wir  noch  nicht  aus- 
sprechen,  weil  wir  oben  den  speziellen  Fall  a  =  &  vorlaufig  beiseite 
lieBen.  Dies  ist  der  Fall,  wo  die  quadratische  Gleicbung  (2)  eine 
Doppelwnrzel  hat,  und  er  tritt  em,  wenn  o  :  r  gleich  i  oder  —  i  ist. 
Bescbranken  wir  uns  auf  die  Annahme  $  :  r  =  z,  so  lautet  die 
EiccATische  Gleichung  (1)  so: 

do-  I/*         •    \  2 

-dt-TrV-1*? 

und  gibt 

also: 

_  ._  r  ds 

*    *  (c  «  konst). 


i  G  —  1  —  i  j  -- 
J     r 

Nach  Satz  32,  S.  298,  darf  daher 

.  .  .       C  ds  ,  -,       .  Cds 

p=l,          q^-i-j~~,          n  =  i,          x=-\-l^  — 

gesetzt  werden,  so  daB  sich  die  imaginare  Kurve  ergibt: 


Wir  werden  jedoch  erst  an  einer  spateren  Stelle  zeigen,  da8  diese 
imaginare  Kurve  und  die  mit  ihr  kongruenten  Kurven  in  gewissem 
Sinne  auch  als  Schraubenlinien,  aber  auf  Zylindern  von  Minimal- 
geraden,  aufgefaBt  werden  konnen. 

Die  Umkehrung  des-  Satzes  33  sprechen  wir  daher  nur  in  be- 
schrankter  Weise  aus  in  dem 

Satz  34:1     Ist  das   Verhaltnis   aus   der  Krummung  und 


schnitt  des  Zylinders  der  Schraubenlinie  an  einer  Stelle  einen  eigentlichen 
Wendepunkt  hat,  geht  eine  zunachst  rechts  gewundene  Schraubenlinie  auf  der 
zugehorigen  Mantellinie  in  eine  links  gewundene  iiber  und  umgekehrt,  d.  h.  die 
Torsion  ^echselt  das  Zeichen  (nach  S.  268).  Das  konstante  Verhaltnis  aus 
der  Krummung  und  Torsion  nimmt  daher  den  entgegengesetzten  Wert  an. 

1  Als  Urheber  dieses  Satzes  nennt  man  mit  Unrecht  BEETRAND,.  der  ihn 
allerdings  1848  auf  synthetischem  Wege  bewies  (,,Sur  la  courbe  dont  les 
deux  courbures  sont  constantes",  Journ,  de  Mathnm,  1.  Reihe,  Bd.  13, 
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Torsion  einer  Knrve  konstant,  aber  nicht  gleich  i  oder  —  z, 
so  1st  die  Kurve  eine  Schraubenlinie,  d.  h.  dann  bilden  alle 
ihre  Tangenten  mit  einer  festen  Richtung  einen  konstanten 
Winkel, 

Die  vorhin  erhaltene  Formel  (5)  besagt,  da8  die  Hanptnormalen 
einer  Schraubenlinie  senkrecht  zu  einer  festen  Richtung  (a:b:  c), 
also  parallel  zu  einer  Ebene  sind.  Daher  fragen  wir  jetzt  um- 
gekehrt  nach  denjenigen  Kurven,  bei  denen  die  Hauptnormalen  einer 
Ebene  parallel  sind,  d.  h.  wir  gehen  von  der  Gleichung  (5)  aus. 
Aus  ihr  folgt  nach  den  in  III(-S)  in  der  Mitte  stehenden  Formeln: 

ax"  +  by"  +  cz"  «  0, 
d.  h. 

a  x  +  b  y  +  c  zf  =  konst. 
oder 

S  a  a  =  konst.  ? 

womit  wir  zu  (4)  zuriickgelangt  sind.    Daher  gilt  der 

Satz  35:1  Die  allgemeinen  Schraubenlinien  auf  Zylin- 
dern,  deren  Mantellinien  keine  Minimalgeraden  sind,  kann 
man  auch  definieren  als  diejenigen  Kurven,  deren  Haupt- 
normalen zu  einer  Ebene  parallel  sind,  die  keine  Minimal- 
ebene  ist. 

SchlieBlich  betrachten  wir  diejenigen  Eurven,  bei  denen  die 
Krtimmung  und  die  Torsion  konstant  ist  Sie  ordnen  sich  den 
bisher  betrachteten  Kuryen,  bei  denen  das  Verhaltnis  aus  der 
Kriimmung  und  Torsion  konstant  ist,  als  spezieller  Fall  unter.  Man 
kann  hier 

/—  —  _£_ 
"§7  "~  "2^ 
setzen,  so  dafi  (3)  gibt: 


Satz  32,  S.  298,  liefert  nun,  da  sich  die  Integrale  sofort  auswerten 
lassen,  insbesondere  die  Kurve: 


S.  423).  Der  Satz  wurde  namlich  schon  1844  von  DE  SAINT- VENANT  in  seiner 
auf  S.  203  genannten  AbhandluDg  (S.  26)  analytisch  bewiesen.  Wir  zitieren 
die  Worte:  ,,Le  rapport  de  la  courbure  a  la  cambrure  (d.  i.  Torsion)  est  con- 
stant   la  courbe  est  tine  he" lice  (d.  i.  Schraubenlinie)  a  base  quelconque, 

ou  une  courbe  dont  les  tangentes  font  toutes  le  m£me  angle  avec  un  certain  plan." 
1  Satz  von  BERTRAKD,   ,,Memoire  sur  les  courbes  &  double  cour- 
bure" Journ.  de  Mathem.  T.  15,  1850,  p.  343. 
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(8) 


Da  hier 


£  (6  —  at  a  i(a  —  b)  s 


{i  \u  —  u,  i  *  *  ( a  —  u)  a 

S  5  i 

/  7  2  IN  -^i?  |     f  f.2         ]\  -Q         I 

)' 


(6  -  a)2 

v 

i(Z>  — a)*  i(a  —  b)a 


also  konstant  ist,  stellt  (8)  tine  Schraubenlinie  auf  einein  Eotations- 
zylinder  dar,  dessen  Achse  die  2-Achse  1st,  indem  dabei  ;'  =  z  kon- 
stant wird.  Mithin  liegt  eine  gemeine  Schraubenlinie  vor,  wie 
nach  S.  236  zu  vermuten  war.  Jndem  man  die  in  (8)  auftretenden 
imaginaren  Exponentialfunktionen  durch  reelle  goniometrische  Funk- 
tionen  ausdriickt,  und  beachtet,  da8  a  nnd  b  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  (2)  sind,  gelangt  man  leicht  wieder  zu  den 
gebrauchlichen  Gleichungen  der  gemeinen  Schraubenlinie. 

In  dem  besonderen  Falle  der  Doppelwurzel  a  =  b  der  quadra- 
tischen Gleichung  (2),  wobei  also  r  =  konst.  und  o  —  ±ir  ist,  ergibt 
sich  nach  (7),  wenn^.man  Q  —  ir  wahlt,  die  imaginare  Kurve  dritter 
Ordnung: 


Alle  Kurven   also,    bei  denen  r  =  konst.  und  Q  =  ir  ist,  sind  mit 
dieser  Kurve  kongruent. 

Mithin  haben  wir  folgende  Satze: 

SatzSG:1  Die  Schraubenlinien  auf  Rotationszylindern, 
deren  Achsen  keine  Minimalgeraden  sind,  also  die  ge- 
meinen Schraubenlinien,  sind  identisch  mit  den  Kurven 
konstanter  Kriimmung  und  konstanter  Torsion,  bei  denen 
das  Verhaltnis  der  Krtimmung  zur  Torsion  nicht  gleich  i 
oder  —  i  ist. 


1  Den  Satz,  daB  die  Kurven  konstanter  Kriimmung  und  konstanter  Torsion, 
gemeine  Sehraubenlinien  sind  (abgesehen  von  dem  oben  erwahnten  Falle 
^ :  r  =  ±  i,  von  dem  in  jenen  Slteren  Arbeiten  nie  die  Eede  ist),  schreibt  man 
PUISEUX  zu,  der  ihn  in  der  Arbeit:  ,,Pr  obi  erne  de  g£om6trie",  Journ.  de 
Math6m.  T.  7,  1842,  S.  65,  bewies.  Wir  vermuten  jedoch,  daB  dieser  sehr  nahe- 
liegende  Satz  damals  schon  manchem  Mathematiker  bekannt  war. 

DJff    I      3.Aufl.  20 
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Satz  37:1  Alle  Kurven  von  derselben  konstanten  Krum- 
mung  l:r,  bei  denen  die  Torsion  auch  honstant  und  zwar 
gleich  i:r  ist,  sind  der  imaginaren*  Kurve  dritter  Ordnung 

kongruent. 

§  15.    Beruhrung  zwischen  Kurve  und  Flache. 

In  §  4  haben  wir  die  Beruhrung  «ter  Ordnung  zwischen  zwei 
Raumkurven  betrachtet.  Obgleich  wir  uns  erst  spater  ausfuhrlich 
mit  den  Flachen  beschaftigen  wollen,  mtissen  wir  doch  schon  hier 
einige  besondere  Flachen  mit  einer  Eaumkurve  in  Beziehung  bringen. 
Wir  sehen  uns  daher  genotigt,  auch  die  Beruhrung  r*ter  Ordnung 
zwischen  einer  Kurve  und  einer  Flache  zu  untersuchen.  Wir  sagen : 

Eine  Kurve  c  heriihrt  eine  Flache  in  einem  Punkte  P 
in  gerade  7iter  Ordnung,  wenn  es  auf  der  Flache  eine  Kurve  c 
durch  P  gibt,  die  von  der  Kurve  c  in  P  in  gerade  n***  Ord- 
nung beriihrt  wird,  aber  keine  Kurve,  die  von  der  Kurve  c 
in  P  in  noch  hoherer  Ordnung  beriihrt  wiirde. 

Ist  dies  der  Fall,  so  muB  sich  nach  S.  27,  28  (vgl.  auch  S.  214) 
jeder  Stelle  A  von  c,  eine  Stelle  21  von  c  in  der  Umgebung  von  P 
derart  zuordnen  lassen,  daB  21  zugleich  mit  A  nach  P  strebt,  und 
dann  ist  zu  verlangen,  daB  dabei  die  Grenz- 
Aj/  werte  der  Verhaltnisse  aus  den  Strecken  P2t, 
PA  und  AW: 


-PA 

Fig.  so.       ^      endlich    und   von   Null    verschieden    bleiben. 

Siehe  Fig.  80. 
Die  Flache  sei  durch  eine  Gleichung 

9,  j)  =  0 


in  den  laufenden  Koordinaten  5,  jj,  5  gegeben  (vgl,  S.  208),  die  Kurve 
c  dagegen  in  irgend  einer  Parameterdarstellung 


1  Auf  dieseKurven  hat  erst  LYON  1890  aufmerksam  gemacht:  ,,Sur  lea 
courbes  a  torsion  eonstante",  Annales  de  TEuseienement  sup  de  Gre- 
noble, T.  2.  or 
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Insbesondere  gehore  zu  t  =  t0  em  Kurvenpunkt  P  oder  (#0,  y0,  ZQ), 
der  auch  auf  der  Flache  (1)  liege.  Irgend  eine  Flachenkurve  c 
durch  P  geht  nun  hervor,  wenn  man  unter  £,  t),  j  irgend  welche 
Funktionen  eines  Parameters  t  versteht,  die  der  Gleichung  (1)  ge- 
niige  leisten  und  fur  einen  gewissen  Wert  yon  t,  etwa  fiir  t  =  f0, 
die  Werte  a?0,  y0,  ZQ  annehmen.  Die  Aufgabe,  die  Merkmale  der 
Beruhrung  in  gerade  rcter  Ordnung  aufzustellen ,  wird  nun  im  vor- 
liegenden  Falle  dadurch  ganz  erheblich  erleichtert,  da8  man  sich 
vorstellen  kann,  in  die  Gleichungen  der  Kurve  c  sei  von  vornherein 
der  neue  Parameter  t  statt  t  eingefiihrt.  Denn  da  jedem  Punkte  A 
von  c  ein  Punkt  31  von  c  zugeordnet  sein  soil,  besteht  zwiscben  den 
Parametenverten  t  und  t,  die  zu  den  einander  entsprechenden 
Punkten  A  und  H  gehoren,  eine  umkebrbare  einwertige  analytiscbe 
Beziehung.  Hiernacb  verstehen  wir  im  folgenden  unter  j,  t).  j 
irgend  welche  Funktionen  von  t,  die  fiir  t  =  tQ  die  Werte  a:0,  ?/0,  ZQ 
annehmen  und  uberhaupt'  fur  alle  Werte  von  t  in  der  Umgebung 
von  t0  der  Gleicbung  (1)  gentige  leisten.  Die  Anwendung  des  Satzes  4, 
S.  215,  worin  jetzt  t  =  t,  also  A  t  =  A  t  und  daher  \  =  1,  A2  =  ^3  =  . . . 
=5=  0  zu  setzen  ist,  lehrt  nun,  da8  man  zu  fordern  hat,  da8  die 
Werte  der  Ableitungen  erster  bis  nier  Ordnung  von  #,  y,  z 
fiir  t  =  t0  mit  den  Werten  der  Ableitungen  erster  bis  nter 
Ordnung  von  £,  t),  5  fur  t  =  t0  entsprechend  iibereinstimmen, 
wahrend  nicht  alle  Ableitungen  (n  +  l)ter  Ordnung  von  x, 
y,  z  fiir  t  —  tQ  mit  den  entsprechenden  Ableitungen  (n  -f  l)ter 
Ordnung  von  5,  t),  g  fiir  ^  ==  jf0  izbereinstimmen  diirfen,  Wie 
auf  S.  28  und  S.  215  ist  dabei  ausdriicklich  voTauszusetzen,  da8 
der  Punkt  P  weder  fiir  die  Kurve  c  noch  fiir  die  Kurve  c  ein  singu- 
larer  Punkt  oder  ein  Minimalpunkt  erster  Ordnung  sei,  d.  h.  wir 
setzen  voraus: 

(3)  V  +  &"  "Mo"  =1=  0»       Jo'3  +  9o'2  +  5o'24=0- 

Der  Index  Null  deutet  natiirlich  an,  dafi  die  Ableitungen  an  der 
Stelle  *0  zu  bilden  sind.  Ubrigens  braucht  man  nur  die  erste  An- 
nahme  (3)  zu  machen,  denn  da  x0'  =  j0',  y0'  =  \)0'  und  z0'  «  j0/  sein 
soil,  folgt  die  zweite  daraus. 

Man  hat  nun  zu  bedenken,  daB  zwar  x,  y,  z  nach  (2)  als  Funk- 
tionen von  t  gegeben  sind,  aber  £,  t),  j  nicht.  Da  nur  die  Be- 
dingung  (1)  fiir  sie  besteht,  abgesehen  von  den  Anfangsbedingungen 

So  m  *o*  9o  =  %»  Jo  ""  *o»  so  gelten  far  die  Ableitungen  von  5,  t),  5 
nach  t  nur  diejenigen  Gleichungen,  die  durch  wiederholte  vollstandige 
Differentiation  von  (1)  nach  t  hervorgehen: 

20* 
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und  zwar  insbesondere  fur  t  =  j?0  diese: 

JM)]     A     r^feMl  =o 
Jo      '     I     *<*     Jo      ' 


o 

Die  erste  lautet,  ausfiihrlieh  geschrieben,  so: 

W  +  W  +  ^V-°- 

Hierbei  deutet  der  Index  Null  bei  den  Ableitungen  von  F  an,  da8 
sie  filr  zQ3  y0,  r0  xu  bilden  sind.  Nach  Voranssetzung  namlicli  sind 

?o>  9o>  So  >  d-  L  die  Werte  von  Z>  %>  I  ft*  t=s  *o  gleich  den  Koordi- 
naten  x0,  y0,  r0  des  Punktes  P.  Die  zweite  Bedingung  (4)  enthalt 
auch  Jo",  50",  j0v'  und  beginnt  so: 


wobei  die  Punkte  Glieder  andeuten,  in  denen  nur  die  Ableitungen 
erster  Ordnung  j0',  507,  j0'  vorkommen.  tfberhaupt  bemerkt  man: 
Die  niQ  Gleichung  (4)  hat  die  Form: 


\\obei  die  Punkte  fiir  Glieder  stehen,  die  nur  die  Ableitungen  von 
2*,  t),  5  fiir  £  =  ^0  bis  zur  (n,  —  l)ten  Ordnung  enthalten. 
Setzen  wir  jetzt  voraus,  -dafi  nicht  alle  dr'ei  Werte 

(5)  ^°,     ^°,     ^° 

gleich  Null  seien,  so  diirfen  wir  etwa  fz°  4=  0  annehmen.  Die  erste 
Gleichung  (4)  lehrt  dann,  daii  man  j07  und  r>0'  beliebig  wahlen  darf, 
weil  sie  alsdann  j0/  bestimmt  Ebenso  lehrt  die  zweite,  daB  man 
£0"  und  i)0"  beliebig  wahlen  darf,  weil  sie  alsdann  §0"  bestimmt,  usw. 
Mithin  sind  jetzt  die  n  •+  1  ersten  Gleichungen  (4)  die  einzigen  Be- 
dinguDgen,  die  den  Ableitungen  von  5,  tj,  5  nach  t  fur  t  —  tQ  bis 
zur  (n  +  l)teu  Ordnung  einschlieBlich  auferlegt  sind. 

Oben  ergab  sich,  da8  im  Falle  der  Beriihrung  in  gerade  wter 
Ordnuug  alle  diese  Ableitungen,  abgesehen  von  denen  (n  +  l)ter  Ord- 
nung, mit  den  entsprechenden  von  x9  y,  z  iibereinstimmen  mussen. 
Deshalb  tritt  eine  Beriihrung  zwischen  der  Kurve  c  und  der  Flache 
in  gerade  niGT  Ordnung  ein,  falls  die  Ableitungen  von  x9  y,  z  nach  t 
fur  t  =  tQ  bis  zur  (n  +  l)ten  Ordnung  die  n  ersten  Gleichungen  (4), 
aber  nicht  mehr  die  (n  +  l)te  Gleichung  (4)  erfullen,  wenn  sie  darin 
statt  der  Ableitungen  von  g,  t),  5  eingesetzt  werden.  Diese  Be- 
dingungen  kann  man  aber  auch  anders  ausdriicken:  Wir  bilden  die 
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Funktion  F  nicht  fur  j,  9,  5,  sondern  fiir  die  Koordinaten  x,  ?/,  r 
der  Kurve  c,  d.  h.  wir  betrachtan  die  Funktion 

F(x,  y,  z)     Oder     F  (y  (t),  /  (/),  V  (n)  . 

Weil  die  Kurve  c  kerne  Flachenkurve  1st,  wird  diese  Funktion  von  t 
fur  t  =  £0  verschwinden,  aber  fiir  £  =[=70  im  allgemeinen  von  Null  ver- 
schieden  sein.  Ihre  Ableitungen  erster  bis  (n  -f  l)ter  Ordnung  nach  if 
gehen  nun  fiir  t  —  fQ  genau  in  die  linken  Seiten  der  aufgestellten 
n  +  1  Bedingungen  liber,  von  denen  die  letzte  eine  Ungleichung  1st. 

Khe  wir  das  Ergebnis  als  Satz  formulieren,  fiihren  wir  noch 
eine  Bezeichnung  ein:  Der  Punkt  (#0>  yQ9  ZQ]  der  Flache  (1)  heiBt 
singular,  falls  fiir  inn  alle  drei  Werte  (5)  verschwinden.  Auf  die 
geometrische  Bedeutung  solcher  Punkte  kommen  wir  noch  zuriick. 
Wir  haben  im  Vorhergehenden  angenommen,  da8  der  Punkt  P  kein 
singularer  Flachenpunkt  sei.  Demnach  gilt  der 

Satz  38:    Wenn  die  Kurve 


mit  der  Flache 

*(l,  ^  5)  =  0 

den  Punkt  (t0)  oder  (xQ9  y0,  z0)  gemein  hat  und  dieser  Punkt 
weder  ein  singularer  oder  Minimalpunkt  erster  Ordnung 
der  Kurve  noch  ein  singularer  Punkt  der  Flache  ist,  tritt 
eine  Beriihrung  von  gerade  nter  Ordnung  zwischen  der 
Kurve  und  der  Flache  an  der  gemeinsamen  Stelle  dann 
und  nur  dann  ein,  wenn  die  Ableitungen  erster  bis  7zter  Ord- 
nung der  Funktion 

F(x,  y,  z]     oder     F(<p(t],  X(Q,  y(t}} 

von  t  fur  £=/0  verschwinden,  dagegen  die  Ableitung 
(n  +  l)ter  Ordnung  dieser  Funktion  fiir  t  —  tQ  von  Null  ver- 
schieden  ist. 

Wenn  dagegen  P  ein  singularer  Punkt  der  Flache  ist,  also  alle 
drei  Werte  (5)  gleich  Null  sind,  kann  man  nicht  mehr  wie  vorhin 
folgern,  da8  die  n  +  1  ersten  Gleichungen  (4)  die  einzigen  Be- 
dingungen sind,  die  von  den  Ableitungen  erster  bis  (»  +  l)ter  Ord- 
nung von  £,  t),  5  fiir  t  =*  ^0  erfullt  sein  miissen.  Dann  ist  namlich 
die  erste  Gleichung  (4)  an  sich  erfullt,  und  allgemein  wird  die  nte  frei 
von  den  Ableitungen  nter  Ordnung.  Infolgedessen  treten  nun,  falls 
nicht  noch  besondere  weitere  Annahmen  iu  bezug  auf  die  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  von  F  fiir  die  Stelle  P  gemacht  werden,  die  zvveite 
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bis  (n  +  2)te  GleichuDg  (4)  an  die  Stelle  der  ersten  bis  (n  +  l)ten. 
Wir  begniigen  uns  mit  der  allgemeinen  Vorschrift:  In  jedem  Falle 
mufi  man  zunachst  aile  diejenigen  Bedingungen  ausfindig  maehen. 
denen  die  Ableitungen  erster  bis  (n  +  l)ter  Ordnung  von  £,  t),  5  fiir 
t  =  *0  unterworfen  sind.  Dann  tritt  eine  Beriihrung  in  gerade  rcter 
Ordnung  ein,  falls  die  Bedingungen.  soweit  sie  nur  die  Ableitungen 
bis  zur  rzten  Ordnung  enthalten,  auch  durch  die  entsprechenden  Ab- 
leitungen von  x,  y,  z  fur  t  =  £0  befriedigt  werden,  aber  die  tibrigen 
Bedingungen  nicbt  samtlich  erfiillt  werden  konnen. 

Falls  (ar0,  y09  ZQ]  ein  singularer  Punkt  der  Flacbe  ist,  wird 
sich  im  allgemeinen  fiir  die  Ableitungen  erster  Ordnung  von  r,  t),  j 
an  der  Stelle  t  =  tQ  nur  die  zweite  Gleichung  (4)  ergeben,  die  jetzt 
die  Form  hat: 


+  2W»  VSo'  +  ^-  3oV  +  ^  So'tJoO  =  0. 

Demnach  wird  alsdana  eine  Beriihrung  in  mindestens  erster  Ordnung 
eintreteo,  falls 


\    +  2(/;°,  JV  V  +  F&  W  +  ^  .r0>0')  =  0 
ist.  — 

Handelt  es  sich  urn  die  Beriihrung  der  Flache  F  ==  0  mit  einer 
G-eraden 

(T)  x  =  xQ  +  At,      y  =  y0  +  £t,       z  =  z,  +  Ct, 

die  von  dem  Flacbenpunkte  (xy  y0,  r0)  oder  P  ausgeht,  so  hat  man 
x  =  A,  y  =  -S  und  z'  «  C  zu  setzen.  Also  beruhrt  die  Gerade  die 
Flache  in  P  in  mindestens  erster  Ordnung,  sobald 


B  +  F?>C^  0 
oder  also  nach  (7): 

(8)  F».(x  -  o:0)  +  jy>.(;/  -y0)  +  ^/.(r  -  *0)  «  0 

ist,  vorausgesetzt,  daB  P  kein  singularer  Punkt  der  Fliiche  ist.  Die 
Gerade  heiBt  dann  eine  Tangente  der  Flache  im  Punkte  P. 
Weil  die  Gleichung  (8)  in  x,  y,  z  linear  ist,  erfiillen  alle  Tangenten 
von  PeineEbene,  die  man  die  Tangentenebene  oder  Tangential- 
ebene  des  Flachenpunktes  P  nennt. 

Satz  39:    Die  Tangenten  eines  nicht  singularen  Punktes 
Oo>  yo>  -o)  der  Flache 

9,  5)  «  0 
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sind  alle  diejenigen  von  dem  Punkte  ausgehenden  Geraden, 
die  in  der  Ebene 

^°.(*  -  *0)  +  Ff  .\y  -  y0)  +  Ja°.(r  -  *0)  =  0 

durch    den   Punkt   (a:0,  y0,  r0)   liegeru     Dabei    bedeuten    die 
Koeffizienten    die    Ableitungen    F19  F^  Fv    berechnet    fiir 

I  =  *o>  9  =.y<»  i  =  V 

Man  kann  auch  sagen,  daB  alle  durcli  den  Punkt  (XQ,  ^0,  z0) 
oder  P  gehenclen  Flachenkurven  c  in  P  solche  Tangenten  haben,  die 
zugleich  Flachentangenten  in  P  sind 
und  zusammen  die  Tangentenebene 
von  P  erftillen.  Wenn  man  also  an 
drei  durch  P  geliende  Flachenkurven 
c13  c2  und  c3  in  P  die  Tangenten  tv 
t2  und  ^3  zieht,  liegen  alle  drei  Tan- 
genten in  der  Tangentenebene  von  P, 
giehe  Fig.  81.  Die  Gerade  n,  die  in  F.  gl 

P  auf  der  Tangentenebene  senkrecht 
steht,  hei8t%die  Flachennormale  in  P. 

Nebenbei  sei  bemerkt:  Eine  Tangente  wird  die  Flache  in  P 
in  mindestens  zweiter  Ordnung  bertihren,  wenn  nach  Satz  38, 
da  (7)  jetzt  x"  =  0,  y"  =  0,  z"  ==  0  liefert,  tiberdies  noch 


z%  CA  +  F*yA£)  =  0 
ist,  und  hierftir  kann  infolge  von  (7)  geschrieben  werden: 

(  JA  (x  -  *0)2  +  Fu*  (y  -  yo)2  +  ^1  (-  -  -o)2 


Diese  Gleichung  stellt  aber  fiir  sich  einen  Kegel  zweiten  Grades 
mit  der  Spitze  (ar0,  y0,  ^0)  in  den  laufenden  Koordinaten  x,  y,  z 
clar.  Dieser  Kegel  wird  von  der  Tangentenebene  (8)  in  zwei  Mantel- 
linien  geschnitten.  Demnach  gibt  es  unter  den  Tangenten  eines  nicht 
singularen  Flachenpunktes  nur  zwei,  die  dort  mit  der  Flache  eine 
BerUhrung  in  hoberer  als  erster  Ordnung  eingehen.  Sie  konnen  zu- 
sammenfallen  oder  auch  imaginar  sein.  In  speziellen  Fallen  kaun 
auch  der  Kegel  (9)  in  zwei  Ebenen  zerfallen,  von  denen  die  eine 
die  Tangentenebene  (8)  selbst  ist  Dann  beriihren  alle  Tangenten 
cles  Punktes  (#0,  yol  r0)  die  Flache  in  hoherer  als  erster  Ordnung, 
Diese  besonderen,  in  mindestens  xweiter  Ordnung  beriihrenden  Tan- 
genten werden  uns  erst  im  zweiten  Bande  beschaftigen. 


312  Zweiter  Abschnitt:    Kurven  im  Raume. 

Wenn  der  Flachenpunkt  (x0,  y0,  z0)  singular  1st,  liegen  die 
Verhaltnisse  ganz  anders.  Beschranken  wir  uns  auf  den  allgemeinsten 
Fall,  so  tritt  liier  die  Bedingung  (6)  fur  eine  berlihrende  Gerade 
auf.  Dies  wird  wieder  die  Gleichung  (9),  d.  h.  im  allgemeinen 
werden  alle  diejenigen  Geraden,  die  eine  Flache  in  einem 
singularen  Punkte  in  mindestens  erster  Ordnung  bertihren, 
einen  Kegel  zweiter  Ordnung  bilden.  Dock  konnen  noch  ver- 
wickeltere  Falle  Yorkommen,  auf  die  wir  nicht  eingehen. 

Dagegen  miissen  wir  darauf  aufmerksam  machen,  daB  Flachen- 
punkte  blo8  scheinbar  singular  sein  konnen.  Man  kann  ja 
z.  B.  die  Flache 

F&  fy  5)  -  0 
auch  in  der  Form 

* 

darstellen,  und  dann  ist: 


Demnach  wird  dann  ftir  jeden  Punkt  der  Flache  wegen  ^=0  auch 
<£E,  0q  und  <l>t  gleich  Null.  Folglich  sind  alle  Pankte  der  Flache 
0  =  0  singular.  Dies  erklart  sich  dadurch,  daB  <£>  =  0  die  Flache 
^=0  doppelt  darstellt,  so  da8  die  Tangentenebene  eines  Punktes 
auch  doppelt  zahlt,  sich  also  dem  Falle  unterordnet,  wo  der  Tan- 
gentenkegel  eines  singularen  Punktes  eine  Doppelebene  wird.  Um 
solche  bei  der  Flache  F  =  0  nur  scheinbare  Singularitaten  aus- 
zuschlieBen,  setzen  wir  fest: 

Die  Gleichung  F(&  t),  j)  =  0  einer  Flache  soil  stets  in 
einer  Form  angenommen  werden,  bei  der  nicht  alle  drei 
Ableitungen  F19  F^  Fb  ftir  alle  Punkte  der  Flache  yer- 
schwinden. 

Wenn  die  Flache  z.  B.  durch  eine  nach  5  aufgeloste  Gleichung 

5  =  ffo  t)) 
gegeben  ist,  kann  ^==5  —  f  angenommen  werden,  und  dann  ist  7'75  =j=  0- 

Bei  spiel:  Der  Kreis  in  der  ic»-Ebene  mit  dem  Radius  r  und  dem  Mittel- 
punkte  mit  der  Abszisse  a  auf  der  oj-Achse,  also  der  Kreis: 

(x  —  a)2  -f  **  =  r2,        y  =  0 

drehe  sich  urn  die  &-Achse.  Alsdann  erzeugt  er  eine  Ringflache,  auch 
Wulst  genannt,  siehe  Fig.  82.  Bei  der  Drehung  des  Kreises  in  irgend  eine 
Lage  treten  ]/52  +  t)2  und  5  an  die  Stelle  von  x  und  «,  wenn  wir  wie  bisher 
die  laufenden  Koordinaten  der  Flache  mit  £,  Q,  j  bezeichnen.  Demnach  iat 

(V?TV2  -  a)2  +  f  =  r* 
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die  Gleicbung  der  Flache,  aber  wegen  der  Zweiwertigkeit  der  Wurzel  in  nocb 
nicbt  brauebbarer  Form,  es  sei  denn  a  =  0,  wobei  die  Wurzel  fortfallt  und  die 
Gleichung  der  Kugel 

(10)  £9  +  if  +   f  =   )-' 

hervorgeht.  Wenn  a  dp  0  ist,  ergibt  sicb  dagegen  durcb  Entfernung  der  Wurzel 
die  Flacbengleicbung: 


Fig.  82. 

die  also  fur  a  =  0  nach  der  oben  gemacbten  allgemeinen  Voraussetzung  nicht 
gestattet  ist,  weil  sie  dann  die  Kugel  (10)  doppelt  darstellen  v/iirde.  Siebt 
man  von  dem  Falle  a  =  0  ab,  so  erkennt  man  leicht,  daB  F,  F$:  F$  und  Jj  zu- 
sammen  nur  fur  die  beiden  Punkte  mit  den  Koordinaten 


(12) 


=  0, 


verscbwinden.  Dies  sind  also  die  beiden  einzigen  singularen  Flacbenpunkte. 
Ist  r  und  a  reell,  so  sind  diese  Punkte  im  Falle  r2  >  a2  auch  reell,  namlich 
die  Scbnittpunkte  des  die  Flacbe  erzeugenden  Kreises  mit  der  ^-Acbse.  In 
Fig.  82  sind  beide  Stellen  zu  seben,  weil  ein  Viertel  der  Flfccbe  fortgelassen 
worden  ist,  Die  Fl&ehe  bat  einen  auBeren  und  einen  inneren  Mantel,  und  die 
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Figur  1st  unter  der  Voraussetzimg  gezeichnet  worden,  daB  der  Raum  zwischen 
beiden  Manteln  undurchaichtig  sei.  Man  erkennt  hier  auch  geometrisch  ,  daS 
die  Flache  an  den  beiden  singularen  Stellen  keine  Tangentenebenen  ,  sondern 
Tangentenkegel  bat,  namlich  Eotationskegel,  deren  Achse  die  x-Achse  1st.  Es 
sei  dem  Leser  iiberlassen,  die  Gleichungen  dieser  Kegel  auf  Grand  der  Formel  (9) 
aufzustellen. 

Die  Tangenten  ernes  nicht  singularen  Flachenpunktes  (r0,  //0,  ZQ) 
kann  man  iibrigens  auch  als  die  Grenzlagen  derjenigen  Geraden 
definieren,  die  den  Pankt  mit  einem  benachbarten  Flachenpunkte 
fe»  9>  i)  verbinden,  und  zwar  fiir  den  Fall,  daB  der  benachbarte 
Pankt  auf  der  Flache  nach  der  Stelle  (*0,  y0,  *0)  strebt.  In  der  Tat 

sind  namlich 

/r,  X-XH        y  -  y{,         x,-zn 

\LiJ\  -        ~         =    -    -    -  ~~ 

?  -  ^o  '      l)  -  2/o         3  ~  *o 

die  Gleichungen  der  Geraden  vom  Punkte  (xQ9  y0,  z0)  der  Flache 
F  —  0  nach  ein.em  anderen  Punkte  (5,  t),  j)  der  Flache.  Strebt  der 
Punkt  (j,  tj,  5)  auf  der  Flache  nach  der  Stelle  (#0,y0,  ^0)?  so  streben 
die  Verhaltnisse  voa  j  —  ^0?  t)  —  //0,  g  —  r0  nach  denen  der  Diffe- 
rentiate fi?^,  <^y?  dz,  die  durch  die  Gleichung 

=  0 


Terbunden  sind.  Weil  x  —  r0,  y  —  ?/0,  r  —  rQ  nach  (13)  zu  j  —  2-0, 
9-~#oj  8  "~  zo  proportional  sind,  ergibt  sich  also,  daB  die  Gerade 
in  der  Grenzlage  die  Gleichung 

*.°-(*  -  *o)  +  ^°-(y  -y0)  +  ?*'(=  -  -o)  -  ° 

befriedigt;  dies  aber  ist  nach  Satz  39  die  der  Tangentenebene  des 
Flachenpunktes  (a:0,  y0,^  ZQ).  Folglich  gilt  der 

Satz  40:  Die  Tangenten  eines  nicht  singularen  Flachen- 
punktes sind  identisch  mit  den  Grenzlagen  derjenigen 
Sekanten,  die  den  Flachenpunkt  mit  benachbarten  Punkten 
der  Flache  verbinden,  und  zwar  fur  den  Fall,  daB  diese 
benachbarten  Punkte  auf  der  Flache  nach  dem  betrachteten 
Flachenpunkte  streben. 

Man  kann  hiernach  auch  sagen: 

Satz  41:  Die  Tangentenebene  eines  nicht  singularen 
Flachenpunktes  ist  die  Grenzlage  derjenigen  Ebene,  die 
durch  den  Punkt  und  zwei  benachbarte,  aber  verschiedene 
Flachenpunkte  gelit,  und  zwar  fiir  den  Fall,  daB  diese  be- 
nachbarten Punkte  auf  der  Flache  nach  dem  betrachteten 
Flachenpunkte  streben. 
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Eine  andere  Anwendung  des  Satzes  38  ergibt  sich,  wenn  man 
als  die  Flaehe  eine  Ebene  durch  den  Puakt  (#0,  yQ,  ZQ)  annimmt, 
etwa  diese: 


(14)  A  (i  -  *0)  +  £(9  -  y0)  +  C(g  -  *0)  »  0  . 
Es  sei  also 

(15)  *=>  ?>(*)>     y  =  x(*}>     2  =  ^(0 

eine  Kurve,  deren  Punkt  (£0)  der  Punkt  (ar0,  y0,  20)  der  Ebene  (14) 
ist.  Nun  berlibrt  die  Kurve  (15)  die  Ebene  (14)  an  dieser  Stelle  (tQ) 
nach  Satz  38  in  mindestens  erster  Ordnung,  falls 

(16)  ^V 


ist.    Dann  aber  liegt  die  Tangente  des  Punktes  f/0)  der  Kurve,  nam- 
lich  die  Grerade  mit  den  laufenden  Koordinaten 


fiir  alle  Werte  des  Parameters  T  in  der  Ebene  (14).  Denn  wenn 
man  diese  Werte  fiir  j,  5,  5  in  (14)  einsetzt,  geht  die  Gleichung  (16) 
hervor.  Also  gilt 

Satz  42:  Eine  Ebene  berlibrt  eine  Eaumkurve  in  einem 
Punkte,  der  weder  singular  noch  ein  Minimalpunkt  erster 
Ordnung  ist,  in  mindestens  erster  Ordnung  dann  und  nur 
dann,  wenn  sie  die  Tangente  des  Kurvenpunktes  entbalt. 

Die  Bertibrung  ist  nacb  Satz  38   von  mindestens  zweiter  Ord- 
nung, wenn  auBerdem 
(17)  J<' 


ist.     Eliminiert  man  A,  JS,  0  aus  (14),  (16)  und  (17),  so  zeigt  sich, 
daB  die  Ebene  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  5,  j  die  Gleichung 


5       ^o      zo       zo 

hat     INach  (3),  S.  222,  stellt  diese  Gleichung  die  Schmiegungsebene 
des  betrachteten  Kurvenpunktes  (XQ,  y0,  ZQ)  dar.    "Wir  haben  also  den 

Satz  43:  Die  Schmiegungsebene  eines  Punktes  einer 
Eaumkurve,  der  nicht  singular  und  kein  Minimalpunfct 
erster  Ordnung  ist,  kann  man  als  diejenige  Ebene  defi- 
nieren,  die  mit  der  Kurve  an  der  betrachteten  Stelle  eine 
Beruhrung  von  mindestens  zweiter  Ordnung  eingeht. 
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§  16.   Die  Schmiegungskugel  bei  einer  Kurve. 

Der  Hauptzweck  der  Einschaltung,  die  §  15  darstellt,  ist,  die 
Mittel  zu  ge^nnen,  um  die  Beriihrung  hoherer  Ordnung 
zwischen  einer  Kurve  und  einer  Kugel  zu  untersuchen. 

Es  ist 
(1)  (E-^  +  fo-^s  +  k^c^^ 

die  Gleichung  einer  Kugel  in  den  laufenden  Koordinaten  £,  t),  j. 
Dabei  sind  A,  B,  C  die  Koordinaten  des  Kugelmittelpunktes  ;  R 
bedeutet  den  Kugelradius.  Wir  versuchen,  die  verfiigbaren  Kon- 
stanten  A,  B,  C,  R  so  zu  wahlen,  daB  die  Kugel  eine  gegebene 
Kurve,  bei  der  wir  die  bisher  immer  angewandten  Bezeichnungen 
wieder  aufnehmen,  in  ihrem  Punkte  (x,  y,  z]  in  moglichst  hoher 
Ordnung  berunri  Nach  Satz  38  ,  S,  309  7  differenzieren  wir  die 
Gleichung  (1)  wiederholt: 


(2)      fe  -  A}f  +  (5  -  B)$'  +  (j  -  C)s"  +  j'a  +  t/2  +  J'2  =  0, 

(S  -  A)f'+  (t)  -  5)  t)'"  +  (j  -  C)  $"'  +  3  (i  f  +  $  9"  +  3'  5")  =  0 

usw.  Um  eine  Beriihrung  dritter  Ordnung  zu  erzielen,  haben  wir 
nach  jenem  Satze  zu  verlangeny  daB  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  er- 
fullt  werden,  wenn  wir  darin  statt  j,  5,  j  tiberall  or,  y,  ^  schreiben. 
Wir  nehmen  an,  als  Parameter  sei  bei  der  Kurve  die  Bogenlange 
gewahlt  Da  dann  S#'2  =  1  und  Sx'x"  =  0  ist  (nach  S.  209),  so 
kommt: 

S  (x  —  A]  x'  —  0  r 
8(^-4^'=  -  l, 

oder  nach  III  (5)  und  III  (ff): 


Die  letzte  Gleichung  wird  wegen  der  zweiten  und  dritten  diese: 
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Die  drei  Bedingungen: 

(3)  S  (x  —  A)  a  =  0  ,       S  (x  —  A]  I  =  -  r  ,       S  (x  -  A]  I  =  o  r 
dienen  zur  Bestimmung  von  A,  .5,  C,  und  alsdann  gibt  die  Bedingung 

(4)  S(*-^)2=^2 
noch  das  Quadrat  des  Radius  J?. 

Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach  mit  a,  I,  I 
und  addieren  sie,  so  kommt  nach  11(5): 

x  —  A  —  —  r/  +  pr'A. 

Hieraus  ergibt  sich  sofort  A.     Ahnlich  ergeben  sich  B  und  C.     Es 
kommt: 

(5)  A—x  +  rl—  or'A,     B  =  y-f-  rm  —  p/jtt,     (7  =  £  +  rn—  pr'z/. 
Nach  (4)  und  {J5)  ist  nun: 


oder  nach  II  (4): 

(6)  .R3  =  r2  +  (>V2. 

Satz  44:  Es  gibt  eine  und  nur  eine  Kugel,  die  eine  ge- 
gebene  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte  (x,y,z\  der  nicht 
singular  und  kein  Minimalpunkt  erster  oder  zweiter  Ord- 
nung  ist,  in  mindestens  dritter  Ordnung  beriihrt.  Es  sind 

x  +  r  I  —  f>  r  /1  7       y  +  r  m  —  ()  r  p  ,       z  +  rn  —  p  r7  v 
die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel,  wahrend 


das  Quadrat  ihres  Radius  angibt,  wenn  der  Strich  die 
Differentiation  nach  der  Bogenlange  andeutet. 

Diese  Kugel  heiBt  die  Schmiegungskugel  oder  Oskulations- 
kugel  der  Kurve  im  Punkte  (x,  y,  z}.1 

tibrigens  ist  die  Beriihrung  im  allgemeinen  von  nicht  hoherer 
als  dritter  Ordnung,  denn  die  nachste  auf  die  Gleichungen  (2) 
folgende  Gleichung  lautet: 


+  4  tf  i"  +  tjf  if  +  S'  ff]  +  »  fe"2  +  f2  +  D  =  0 


1  Die  Schmiegungskugel  wurde  schoa  1771  von  MONGE  (vgl.  die  Anm. 
zu  S,  203)  analytisch  untersucht,  aber  die  obigeu  einfachen  Formeln  fiir  ihre 
Mitte  und  ihren  Radius  hat  erst  DE  SAINT-VENANT  1844  aufgestellt. 
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und  gibt  daher-fiir  Beriihrung  in  vierter  Ordnung  wegen  (5)  noch 
die  Bedingung: 


oder  wegen  111(5)  und 

(7j    Sf  —  rl  +  {>r'/.).riv  - 

Xach  III(£)  ist  aber  wegen  III(C): 

(8)       ^  «  S^  «  +  f^'-T"-1  -  -U  /+  f-^1  +  X)  A. 

x  /  r3  \  r8  r  £2 /  \  r  -  g     l     r  Q  *  j 

Setzen  wir  dies  in  (7)  ein,  so  kommt  nach  II (A): 

_   2  r'2  -  r  r"  -  1         J_  ^  Jr'^         rV 4_        _3_  _  ~ 

d.L  ^  ^          ^          r^ 

(»)  7 

Also,  nur  an  solchen  Kurvenstellen,  an  denen  die  Gleichung  (9) 
erfiillt  ist,  beriihrt  die  Schmiegungskugel  die  Kurve  in  hoherer  als 
dritter  Ordnung. 

Wir  fragen,  ob  es  Kurven  gibt,  bei  denen  die  Bedingung  (9) 
fur  alle  Punkte  erfiillt  ist.  Nach  (5)  sind  A,  2?,  C  Funktionen 
von  5,  fiir  die  wegen  ITL(B)  und  III(C): 


(10) 


ist  Wenn  die  Bedingung  (9)  fiir  alle  Punkte  der  Kurve  dadurch 
erfullt  wird,  dafi  der  in  (9)  in  Klammern  stehende  Ausdruck  fiir 
alle  Werte  von  5  verschwindet,  so  lehren  die  Fonneln  (10),  dafi 
A,  £,  C  konstant  sind.  Dann  also  haben  alle  Schmiegungskugeln 
denselben  Mittelpunkt  (A,  B,  C).  Aus  (6)  folgt  ferner: 


so  da6  auch  der  Radius  der  Schmiegungskugel  fiir  alle  Punkte  der- 
selbe  ist.  Mithin  liegt  die  Kurve  auf  einer  Kugel  und  heiBt  des- 
halb  eine  spharische  Kurve.  Die  Bedingung  (9)  kann  aber  auch 
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durch  1 :  r  =  0  oder  1 :  /;  =  0  erfullt  warden.  Die  erste  Annahme 
gibt  nach  Satz  26,  S.  278,  Geraden  und  die  zweite  nach  Satz  14, 
S.  241,  ebene  Kurven.  Beide  sind  Ansartungen  von  spharischen 
Kurven,  so  da8  folgt: 

Satz  45:  Sieht  man  YOH  den  Minimalkurven  erster  und 
zweiter  Ordnung  ab,  so  gibt  es  auBer  den  spharischen 
Kurven  keine  Kurve,  die  von  alien  ihren  Schmiegungs- 
kugeln  in  hoherer  als  dritter  Ordnung  bertihrt  wiirde. 

Zugleich  hat  sich  ergeben: 

Satz  46:     Die  G-leichung 


ist  charakteristisch  fiir  die  spharischen  Kurven,  die  keine 
Minimalkurven  erster  oder  zweiter  Ordnung  sind. 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  eine  beliebige  Raumkurve  und  ihre 
Scbmiegungskugel  im  Punkte  (or,  y,  z}.    Der  Mittelpunkt  der  Kugel 
hat  die  durch  (5)  bestimmten  Koordinaten 
A,  B,  C.     Erinnern  wir  uns  nun  daran, 
da8  nach  (7),  S.  251,  der  Mittelpunkt  des 
Krummungskreises,    der   in    der  Schmie- 
gungsebene  liegt,  die  Koordinaten: 

a  =  x  -\-  rl, 


Kn. 


z  +  r  7i 

hat,    so    erkennen    wir   sofort,    daB   der 

Mittelpunkt  (A,  B,  <J)   der  Schmiegungs- 

kugel  auf  dem  Lote  liegt,   das  man  im 

Krummungsmittelpunkte  (a,  b,  c)  auf  der  Fig.  83. 

Schmiegungsebene   errichten   kann   (siehe 

Fig.  83).     Denn  i,  p,  v  sind  die  Richtungskosinus  des  Lotes  und 

daher 

oder 

die  Gleichungen  des  Lotes,  ausgedriickt  durch  den  Parameter  <r7 
der  die  Strecke  vom  Punkte  (a,  b,  c]  bis  zum  Punkte  (x,  y,  z)  dar- 
stellt,  und  zwar  gemessen  im  Sinne  der  positiven  Binormalen.  Die 
Gleichungen  (12)  aber  ergeben  fiir  <r  =  —  p/  die  Werte  (5)  von 
A,  jB7  C.  AuBerdem  ist  nach  (6) 
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d.  h.  der  Kriimmungskreis  liegt  auf  der  Schmiegungskugel. 
Die  Tangente  des  Winkels,  den  der  vom  Kurvenpunkte  ausgehende 
Radius  der  Schmiegungskugel  mit  dem  Radius  des  Xriimmungskreises 
bildet,  ist  gleich  <r  :  r  oder  —  r  p  :  r.  l 

Das  Lot  (12)  heiBt  die  Kriimmungsachse  oder  Polargerade 
oder  kurz  Polare  des  Punktes  (x,  y,  z)  der  Kurve.  Diese  Gerade 
ist  also  parallel  zur  Binormalen  und  geht  durch  den  Kriimmungs- 
mittelpunkt  sowie  durch  den  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel. 

Die  Kriimmungsachse  kann  auch  so  gefunden  werden:  Es  ist 
in  den  laufenden  Koordinaten  ;r,  t),  g: 

(13)  a(j-*)  +  /?(9-y)  +  /(8-r)==0 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Kurvenpunktes  (x,  y,  z).  Be- 
zeichnet  man  ihre  linke  Seite  mit  If,  so  hangt  N  von  j,  t),  §  und 
der  Bogenlange  s  ab,  da  x,  y,  z  und  a,  ft,  y  Funktionen  von  s  sind. 
Ersetzt  man  also  s  durch  s  +  As,  wobei  Ar  in  JV+  A  N  iibergehe, 
so  stellt  JV+  A  N=  0  die  Gleichung  der  Normalebene  des  Kurven- 
punktes (s  +  4s)  dar.  Folglich  geben  A7  =  Q  und 
oder  also 


A-.O,  =  0 

7  As 

zusammen  die  Schnittgerade  der  Normalebenen  der  beiden  Punkte(s) 
und  (s  +  ds),  ausgedriickt  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  t),  5. 
Fur  lim  A  s  =  0  geht  die  zweite  Gleichung  nach  III  (0)  und  ill  (S) 
iiber  in 


oder  wegen  S  v*  =  1  liber  in 


Folglich   wird   die   Schnittgerade   beim  Grenziibergange   durch   die 
beiden  Gleichungen 


S  «fc  -  x]  =  0,       S/fe  -  x]  -  r  -  0 

dargestellt.     Da   sie    durch   die    Werte  (12)   von  j,  t),  j   befriedigt 
werden,  folgt  der 

Satz  47:  Die  Kriimmungsachse  oder  Polare  eines 
Kurvenpunktes  ist  die  Grenzlage  der  Geraden,  in  der  die 
Normalebene  des  Punktes  von  der  Normalebene  eines  be- 
nachbarten  Kurvenpunktes  geschnitten  wird,  und  zwar  fur 

1  Auch  diesen  Wert  hat  DE  SAWT-VENANT  1844  zum  ersteiimal  angegeben. 
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den  Fall,  wo  der  zweite  Punkt  langs  der  Kurve  pacli  dem 
ersten  strebt. 

Wenn  die  linke  Seite  der  zweiten  Gleichung  (14)  mit  J/  be- 
zeichnet  wird,  stellen  also  JV=  0  und  J/  =  0  zusammen  die  Polare 
des  Kurvenpunktes  (5)  dar.  Wachst  J)/  von  A3f,  sobald  5  um  As 
zunimmtj  so  sind  demnach 

N+  AX  =  0,       JI/+  A3f  =  0 

die  Gleichungen  der  Polaren  eines  benachbarten  Kurvenpunktes 
(s  4+  d  $}•  Fiir  einen  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Punkt  (r,  i)3  $ 
beider  Polaren  muBte  also 

JV=0,       Jlf«0       und       ^V+JJ\r=0,       M+AM=Q 
oder  also 


sein.  Im  allgemeinen  wird  es  keinen  Punkt  geben,  dessen  Koordi- 
naten  5,  t),  5  diese  vier  Gleichungen  befriedigen.  Aber  beim  Grenz- 
libergange  zu  limAs  =  0  geht  die  Gleichung  J/=  0,  wie  sich  vorliin 
ergab,  aus  AS:As  =  Q  hervor.  Demnach  verbleiben  dann  nur  die 
drei  Bedinguugen 

,Y  =  0,       .¥=0,       ^  =  0. 

Da  aber  M=  S  l(i  -  *)  -  r  ist,  liefert  III  (C)  und  III  (£}: 


so  da6  wegen  S/«  =  0  als  dritte  Bedingung  hervorgeht: 


Wegen  der  Gleichung  N  ==  0  flUlt  das  erste  Glied  fort.    Daher  bleibt 

(15)  S^fe-^  +  r'^-O. 

Mithin  liegen  die  drei  Forderungen  (14)  und  (15)  fur  den  gesuchten 
Punkt  vor.  Die  Vergleichung  mit  (3)  lehrt,  da8  sie  durch  die 
Werte  j  =  A,  9  =  B,  5  =  C  befriedigt  werden.  Demnach  gilt  der 
Satz  48:  Strebt  ein  einem  Kurvenpunkte  (a]  benach- 
barter  Kurvenpunkt  (s  +  As)  langs  der  Kurve  nach  clem 
ersten  Punkte,  so  strebt  seine  Krummungsachse  so  nach 

SCUEFFERS,   Diif.   I.    H.  Aufi.  21 
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der  Kriimmungsachse  des  ersten  Punktes,  daB  beide 
Achsen  im  Grenzfalle  limJ$  =  0  den  zum  Kurvenpunkte  (s) 
gehorigen  Schmiegungskugel-Mittelpunkt  gemein  haben. 

Hierbei  sei  erlauternd  bemerkt,  da8  die  Kriimmungsachsen  der 
Kurvenpunkte  eine  stetige  Geradenschar  bilden,  d.  h.  erne  solche 
Schar,  bei  der  benachbarte  Geraden  beliebig  dicht  aufeinander  folgen. 
Wir  werden  spater  erkennen,  da8  bei  einer  stetigen  Geradenschar 
durchaus  nicht  immer  der  bier  vorliegende  Fall  eintritt,  in  dem 
benachbarte  Geraden  bei  der  Annaherung  aneinander  einen  Schnitt- 
punkt  bekommen.  Die  Sachlage  kann  auch  so  erortert  werden: 

Wir  betrachten  drei  benachbarte  Kurvenpunkte  (s\  (s  +  As]  und 
(s  +  A' s\  Dabei  sei  As^Q,  A's^Q  und  As^A's.  Jeder  Punkt 
hat  eine  Normalebene.  Alle  drei  Normalebenen  haben  einen  Punkt 
fe,  1),  j)  gemein.  Beim  Grenziibergange  Km  A  s  =  0  geht  die  Schnitt- 
gerade  der  beiden  ersten  Ebenen  in  die  Krummungsachse  des 
Punktes  (5)  und  beim  Grenziibergange  lim  As  «  limA's  die  Schnitt- 
gerade  der  zweiten  und  dritten  Ebene  in  die  Krummungsachse  des 
Punktes  (3  +  As)  fiber,  nach  Satz  47.  Demnach  strebt  der  gemein- 
same  Punkt  (5,  ^,  j)  aller  drei  Ebenen  fiir  lim  As  «  lim  Ar s  ==  0  nach 
de.m  Schnittpunkte  der  Krummungsachsen  der  Punkte  (s)  und  (s  +  As). 
Somit  kann  man  dem  Satze  48  auch  diese  Form  geben : 

Satz  49:  Der  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel  eines 
Kurvenpunktes  kann  als  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes 
der  Normalebene  des  Punktes  mit  den  Normalebenen 
zweier  benachbarter  Kurvenpunkte  aufgefaBt  werden  fiir 
den  Fall,  wo  die  beiden  benachbarten  Punkte  langs  der 
Kurve  nach  dem  ersten  Punkte  streben. 

SchlieBlich  wollen  wir  die  Schmiegungskugel  noch  als  Grenz- 
lage der  Kugel  durch  vier  benachbarte  Kurvenpunkte  bestimmen: 

Es  mogen  namlich  aufier  dem  Kurvenpunkte  (s}  drei  benach- 
barte Kurvenpunkte  (*  +  Al  s),  (s  +  A^  s)  und  (*  +  4  s)  betrachtet 
werden.  Allgemein  habe  der  Kurvenpunkt  (s  +  A^s)  (k  =  1,  2,  3) 
die  Koordinaten  x  +  Akx,  y  +  ^y,  z  +  A^z.  Alsdann  betrachten 
wir  die  Kugel,  die  durch  alle  vier  Punkte  geht,  Sind  A,  £,  C  die 
Koordinaten  ihres  Mittelpunktes  und  ist  .B-ihr  Radius,  so  bestehen 
vier  Gleichungen,  namlich  auBer 

(16)  S(^-^)2  =  7?2 

noch  die  drei 

Sfc  +  4*-  J)2=52        (i«  1,  2,  3). 
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Die  linke  Seite  kann  man  mit 


bezeichnen?  weil  sie  aus  S(#  —  <A}~  hervorgeht,  wenn  x,  y,  z  bzw. 
um  A^x}  A^y  und  Akz  wachsen.  Subtraktion  der  Gleichung  (16) 
von  den  drei  anderen  gibt  also  die  drei  Gleichungen: 


Wir  fragen,  was  sie  fiir  Bedingungen  fur  den  Kugelmittelpunkt 
(A,  £.  C)  lief  era,  falls  A^s,  A2s  und  Azs  stets  voneinander  ver- 
schieden  bleiben,  aber  doch  nach  Null  streben. 

Man  kann  die  Gleichungen  (17)  ersetzen  durcli  die^e: 
A  S  (x  -  A)*        n          Jt&(x-A'p        n          Js$(x-A}*        ( 
-       -  " 


Sie  geben  alle  drei  fiir  lim  A1  .?  —  0,  lim  A2  s  =  0  und  lim  J3  s  «  0 
die  Bedingung: 

(19) 

Aber  sie  liefern  noch  mehr.  Subtrahiert  man  namlich,  ohne  den 
Grenztibergang  zu  machen,  die  erste  Gleichung  (18)  von  den  bei  den 
anderen  und  dividiert  man  das  Ergebnis  mit  J2  s  —  Al  s  bzw. 
J  s  —  J2  s>  so 


(20) 

^         ' 

und 


S  (re  -  ^)2      .48(3;-  ^)2 
^  __  ^£  _  =  0. 


Die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  1st  ein  Differenzenquotient 
Sein  Nenner  ist  der  Unterschied  der  Werte  s  +  A2  s  und  .f  +  4i  s, 
und  seiu  Zahler  ist  der  Unterschied  der  Werte,  die  der  Differenzen- 

quotient 

A  S  (x  -  A)* 


As 

fur  die  beiden  Werte  4  s  und  A^  s  von  A  s  hat.     Beim  Grenzuber- 

gange   lim  Als—Q   und   lim  J2  5  =  0   wird   auch  lim(J2  s  —  A±  s)  =  0, 

und  die  Differentialrechnung  lehrt,  daB  der  in  (20)  links  stehende 

Differenzenquotient  eines  Differenzenquotienten  nach  der  Ableitung 

zweiter  Ordnung  von  S(#  —  A)z  nach  s  strebt  Demnach.  folgt: 

d*  S  (x  -M)2       A 
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Dasselbe  liefert  (21)  fiir  lim  4  s  =  0  und  liin  J3  s  =  0.  Aber  man 
kann  auch  vor  dem  Grenziibergange  von  der  Gleichung  (21)  die 
Gleichung  (20)  subtrahierea  und  das  Ergebnis  init  J3  $  —  A2s  divi- 
dieren.  Da  J3  s  —  J2  s  die  Differenz  der  Werte  43  s  —  Al  s  und 
J2  s—Al  s  ist,  ergibt  die  Differentialreclmung  alsdann  fur  lim  Al  s  =  Q, 
lim  J2  s  =  0,  lim  J3  s  «  0,  daB  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  die 
Ableitung  dritter  Ordnung  von  S  (x  —  Af  nach  .*  iibergeht. 

Somit   folgt,   da8  die  drei  Bedingungen  (18)  beim  Grcnziiber- 
gange  in  diese  verwandelt  werden: 

d.S(x  -  A}z  _  n         d*$(x  -  AY  ___  n          ds  S  (a;  -  4)*  _  n 


Wenn  man  aber  diese  Gleichungen  auf  Grund  von  Ill(£)  und  III(C) 
ausrechnet,  kommt  man  wieder  zu  den  Gleichungen  (14)  und  (15), 
worm  nur  j,  t),  5  durch  A,  £,  C  zu  ersetz^en  sind.  Demnach  wird 
der  Kugelmittelpunkt  (A,  By  C]  beim  Grenziibergange  der  Mittelpunkt 
der  Schniiegungskugel  des  Kurvenpunktes  (s).  F'olglich  haben  A,  B}  C 
die  Werte  (3),  und  aus  (16)  ergibt  sich  noch  fiir  liz  der  Wert  (6). 
Mithin  gilt  der 

Satz  50:  Die  Schniiegungskugel  eines  Kurveupunktes 
1st  die  Grenzlage  der  Kugel  durch  den  Punkt  und  drei  be- 
nachbarte  Kurvenpunkte  fiir  den  Fall,  wo  die  drei  be- 
nachbarten  Punkte  langs  der  Kurve  nach  dem  ersten 
Punkte  streben. 

Der  Krummungskreis  ist  der  Schnitt  der  Schmiegungskugel  mit 
der  Schmiegungsebene;  die  Schmiegungsebene  aber  kann  nach  S.  222 
als  die  Grenzlage  der  Ebene  durch  drei  benachbarte  Kurvenpunkte 
aufgefaBt  werden.  Folglich  kann  man  auch  den  Krummungs- 
kreis eines  Kurvenpunktes  als  die  Grenzlage  desjenigen 
Kreises  definieren,  der  durch  den  Punkt  und  zwei  be- 
nachbarte Kurvenpunkte  geht. 

Es  ist  nutzlich,  sich  die  Beziehung  zwischen  dem  Kriimmungs- 
kreise  und  der  Schmiegungskugel  an  einem  einfachen  Modelle  klar 
zu  machen,  indem  man  die  Kurve  wie  auf  S.  224  durch  ein  riium- 
liches  Polygon  ersetzt.  Dies  Modell  wird  so  hergestellt:  Zu- 
nachst  zeichnet  man  ein  ebenes  Polygon  P1P2/^(PJ  siehe  Fig.  84, 
so  wie  die  Mittellote  von  P1P2,  von  P2P3  uad  von  PZ(P^.  Die 
beiden  ersten  Lote  mogen  einander  in  Kr  die  beiden  letzten  in  (J5Ta) 
treffen.  Nun  muB  man  die  Zeichenebene  doppelt  annehmen,  namlich 
die  Punkte  Pr  P2,  P3  und  ^  auf  dem  einen  Blatte  und  die  Punkte 
und  (-£"2)  auf  ^em  stnderen  Blatte  einzeichnen,  Alsdann 
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wird    das    zweite    Blatt   urn    die    gemeinsame    Gerade   P2  P3    beider 

Ebenen  gedreht,  so  daB  es  mit  dem  ersten  Blatte  einen  Winkel  AB 

bildet.     Erst   nach  dieser  Drehung  gelangen  (P4)  und  (&V)  in   die* 

jenigen  Lagen  P4  und  AT2,  die  fur  das 

Modell    in   Betracht    kommen.      Der  J^| 

Querschnitt  A^  A  K2,  in  dem  man  den 

Winkel  AB  sieht,  ist  in  Fig.  84  oben 

dargestellt. 

Jetzt  bilden  P19  P2,  P3,  P4  die 
Ecken  eines  raumlichen  Polygons; 
betrachtet  man  es  als  Ersatz  einer 
Raumkurve,  so  bedeuten  die  Geraden 
Pl  P2,  P2  P3,  P3  P4  bzw.  die  Tangenten 
der  Punkte  P1?  P2,  P3  und  die  beiden 
Ebenen  P,P2P3  nnd  P2P3P4  die 

1          &         <5  *          O          4 

Schmiegungsebenen    der    Punkte    Pl 

und  P2  (vgl.  S.  224).    Da  Kl  und  A2 

die    Mittelpunkte    der   Kreise    durch 

P19  P2,  P3  bzw.  durch  P2,  P3,  P4  sind, 

bedeuten    sie    die   Krummungsmittel- 

punkte   von  Pl  und  P2.     Die   Kugel 

durch  alle  vier  Punkte  P19  P2,  P3,  P4   wird  nach  Satz  50  als   die 

Schmiegungskugel  von  Pl  zu  bezeiclmen  sein.     Ihr  Mittelpunkt  M 

ist  der  Schnittpunkt  der  Lote,  die  man  in  A^  und  A"2  auf  die  beiden 

Schmiegungsebenen  P1PZP^  und  P2  P3  P4  errichten  kann. 

Erst  wenn  alle  drei  Strecken  PXP2,  P2P3,  P3P4  so  wie  die 
Winkel  der  Verlangerungen  von  Pl  P2  bzw.  P2  P3  mit  P2P3  bzw. 
P3P4  und  auch  A  B  nach  Null  streben,  kommt  man  zu  dem  Sach- 
verhalte  in  der  Umgebung  eines  Kurvenpunktes.  Dabei  wird  aus  A  B 
das  Winkeldifferential  dB,  das  schon  auf  S.  235  auftrat,  namlich 
der  Torsionswinkel. 

Projiziert  man  den  Linienzug  AK^^M  auf  A  K^  so  kommt: 

A  Kl  cos  AB  +  A"T  vlfsin  A  B  =  //  A2. 

Beim  Grenziibergange  strebt  y/Arx  nach  derselben  Lange  wie  Px  Kv 
also  nach  dem  Krummungsradius  r  von  Pl,  dagegen  AK2  ebenso 
wie  P2A'2  nach  dem  Krummungsradius  r  +  rfr  des  zu  Pl  benach- 
barten  Punktes  P2.  Also  gibt  die  Formel 

oder 


Pig.  34. 
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daher: 


Beim  Grenziibergange  strebt  aber  A  M  ebenso  wie  Pl  M  nach  dem 
Radius  R  der  Sehmiegungskugel  von  P1?  so  da6  kommt: 

*  •"•+(&)•  —+(£)'=(£}'• 

Nach  lll(E]  1st  dies  dieselbe  Formel  wie  (6). 

§  17.    Sphariscbe  Abbildung  der  Kurven. 

Sind  die  endlichen  Gleichungen  einer  Kurve  gegeben,  so  kann 
man  nach  §  6  die  Richtungskosinus  ihrer  Tangenten,  Haupt-  und 
Einormalen  und  ihre  Krummung  und  Torsion  berechnen.  Sind  ihre 
natiirlichen  Gleichungen  gegeben,  so  hat  man  nach  §  12  einige 
Eliminationen  und  Quadraturen  sowie  die  Integration  einer  RICCATI- 
schen  Gleichung  auszufiihren,  um  zu  demselben  Ziele  zu  gelangen. 
In  diesein  Falle  bestimmt  man  zunachst  Krummung  und  Torsion 
als  Funktionen  der  Bogenlange,  so  dafi  wir  also  auch  das  Problem 
erledigt  haben,  eine  Raumkurve  aus  gegebener  Krummung  und 
Torsion  zu  bestimmen. 

Andere  ahnliche  Probleme  bieten  sich  dar:  Wir  konnen  z.  B. 
annehmen,  die  Richtungen  aller  Tangenten  seien  bekannt,  gesucht 
wird  die  Kurve.  Diese  Aufgabe  laBt  sich  so  einkleiden:  Wir  ziehen 
durch  einen  festen  Punkt,  etwa  durch  d-en  Anfangspunkt  0, 
Parallelen  zu  alien  Tangenten  und  erhalten  dann  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  0.  Die  Aufgabe  wird  nun  diese:  Gegeben  ist  ein  solcher 
Kegel,  gesucht  werden  alle  Kurven,  deren  Tangenten  den  Mantel- 
linien  des  Kegels  parallel  sind,  Andere  Aufgaben  gehen  hervor, 
wenn  man  die  Tangenten  durch  die  Haupt-  oder  durch  die  Bi- 
normalen  •  ersetzt. 

Diese  Aufgaben  konnen  noch  etwas  anders  formuliert  werden: 
Wir  legen  um  0  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  vom  Radius  Eins. 
Indem  wir  zu  jeder  Tangente  der  Raumkurve  —  und  zwar  immer 
in  ihrem  positiven  Sinne  —  den  parallelen  Strahl  von  0  aus  ziehen 
und  diesen  Strahl  mit  der  Kugel  zum  Schnitte  bringen,  ordnen  wir 
jedem  Punkte  der  Raumkurve  einen  Punkt  auf  der  Kugel  zu  (siehe 
Fig.  85).  Man  sagt:  Die  Raumkurve  wird  mittels  Paralleler  zu 
ihren  Tangenten  spharisch  abgebildet.  Ebenso  kann  man  sie 
auch  mittels  Paralleler  zu  ihren  positiven  Haupt-  oder  Binormalen 
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spharisch  abbilden.  Die  Bildkurve  heifit  die  spharische  Indi- 
katrix  und  zwar  jenach  dem  Falle  die  der  Tangenten  oder  Haupt- 
oder  Binormalen.  Die  spharische  Indikatrix  der  Tangenten  existiert, 
wenn  die  Baumkurve  keine  Gerade  ist,  die  Indikatrix  der  Haupt- 
normalen  dann,  wenn  die  Kurve  keine  Gerade  und  keine  Minimal- 
kurve  erster  oder  zweiter 
Ordnung  ist,  und  die  Indi- 
katrix der  Binormalen  dann, 
•wenn  die  Kurve  nicht  eben 
und  keine  Minimalkurve 
erster  Ordnung  ist. 

Liegt  eine   Kurve   im 
Eaume  vor,  so  ist  es  leicht,  Fig.  85. 

ihre     spharisehen    Indika- 

trizen  analytisch  darzustellen ,  denn  augenscheinlich  sind  die  recht- 
winkligen  Koordinaten  der  Bildpunkte  nichts  anderes  als  die  Eich- 
tungskosinus  der  Tangente  bzw.  Haupt-  bzw.  Binormalen  der  Eaum- 
kurye.  Zugleich  sieht  man:  Wenn  die  Kurve  im  Eaume  nebst 
ihrem  begleitenden  Dreikante  orientiert  worden  ist,  sind  auch  die 
drei  spharischen  Indikatrizen  orientiert. 

Jetzt  wird  die  Aufgabe  gestellt:  Gegeben  ist  eine  spharische 
Indikatrix,  gesucht  werden  alle  zugehorigen  Eaumkurven. 
Dabei  soil  grundsatzlich  von  dem  Falle  abg,esehen  werden, 
wo  die  Indikatrix  oder  die  Eaumkurve  eine  Minimalkurve 
ist.  Alsdann  konnen  wir  als  Parameter  der  gegebenen  Indikatrix 
ihre  Bogenlange  5  wahlen.  tlberhaupt  wollen  wir  die  auf  die  Indi- 
katrix beztiglichen  Elemente  mit  tiberstrichenen  Buchstaben  be- 
zeichnen,  also  unter  x^  y,  z  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  verstehen, 
unter  a,  /5,  y  die  Eichtungskosinus  ihrer  Tangenten  usw.  Dagegen 
sollen  die  gewohnlichen  Bezeichnungen  x,  y,  z,  a,  ft,  y  usw.  ftir  die 
Elemente  der  gesuchten  Eaumkurve  benutzt  werden. 

Weil  die  Indikatrix  auf  der  Bildkugel  vom  Eadius  Eins  um  den 
Mittelpunkt  0  liegt  und  s  ihre  Bogenlange  bedeutet,  nehmen  wir 
also  an,  daB  5,  y,  z  als  derartige  Funktionen  von  s  gegeben 
seien,  fiir  die 

(1)  £«  +  y2  +  52  „   ly  J/2  +  ^2  +  ?*=1 

ist,  vgl.  Satz  3,  S.  209.  Hierbei  bezeichnet  der  Strich  wie 
iiberall  in  diesem  Parag'raplien  die  Differentiation  nach 
der  Bogenlange  5  der  Indikatrix.  Die  grundlegenden  Formeln 
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der  Tafeln  II  und  III   gelten  natiirlich  auch  fiir  die  iiberstrichenen 
Buchstaben.     Somit  ist  nach  der  ersten  Formeireihe  III  (2?): 

f2;  a  =  £',         /5  =  y',         f  =  ?, 

so  daB  die  Differentiation  der  ersten  Gieichung  (1)  naca  5  gibt 

Kieraus  folgt  durch  abermalige  Differentiation  auf  Grund  der  ersten 
Formeireihe  III(C): 

S5a  +  4-ss/=-o. 

r 

Da  aber  S#2  aach  II (J)  gleich  Eins  ist,  folgt: 

Kochmalige   Differentiation    dieser   Gieichung   gibt   auf   Grund    der 
mittleren  Formeireihe  III(C): 

_-       i irt_- 

Sal —  S  x  a  — --  S  x  /,  =  —  r  . 

r  o 

Es   ist  jedoch  S#/=  0  nach  II (A).     Daher  kommt  mit  Rlicksicht 
auf  (3)  noch: 

S  x  I  =  r  T> . 

Demnach  gelten  bei  der  spharischen  Kurve  die  drei  spaterhin  an- 
luwendenden  Formeln: 

Die  letzte  Ia8t  sich  nach  II  (C)  auch  so  schreiben 


(6) 


—   TO. 


Indem  wir  uns  nun  den  Aufgaben  zuwenden,  die  zu  einer  ge- 
gebeuen  spharischen  Indikatrix  gehorigen  Raumkurven  zu  bestimmen, 
betonen  wir,  da8  dabei  natiirlich  nicht  nur  die  Koordinaten  I-,  y,  f, 
sondern  auch  alle  ubrigen  Elemente  der  Indikatrix  als  Funktionen 
von  y  bekannt  sind. 

Erstes  Problem:  Gegeben  die  spharischen  Indikatrix 
der  Tangenten,  gesucht  die  zugehorigen  Raumkurven. 

Hier  ist  davon  auszugehen,  da8  die  Richtungskosinus  «,  /5?  ;' 
d'e  gegebenen  Funktionen  x,y>~z  von*s  sein  sollen: 

(6)  cc**x, 
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Da  a,  {3,  y  den  Diiferentialen  dx,  dy,  dz  proportional  sind,   rrniS 
sich  also  jede  gesuchte  Kurve  so  darstellen  lassen: 


=   I  (f  (s\.  1-^5,       ?/  =   I  cf  [s]]/  d  s,       z  —   \  c 


'%  z  d  §  ,. 


wobei  cf  erne  Funktion  von  5  bedeutet. 

Umgekehrt:  Es  sei  ^?  fs)  eine  irgendwie  gewahite  Funktion 
yon  s.  Dann  bestimmen  die  drei  Gleichungen  (7;  eine  Knrve,  aus- 
gedriickt  mittels  des  Parameters  5,  und  wir  woilen  uatersuchen,  ob 
sie  die  gegebene  Indikatrix  der  Tangenten  hafc,  d.  h.  ob  bei  ihr  die 
Gleiclmngen  (6)  bestehen.  Zu  diesera  Zwecke  differenzieren  wir  (7) 
nach  5  und  erhalten,  da  dx:ds  —  a>  also  dx\ds  gleich  «,  multipli- 
ziert  rnit  ds  :  ds  ist: 

ds  _         T^S  _  d  s  - 

a73=v*>    '/JTF  =  w>    r-n-vs- 

•Quadrieren  und  Addieren  aller  drei  GleichuBgen  liefert  each  (1): 


Demnach  \vird  a  =  Z-,  /?  =  T/9  /  =  ^,  sobald 
(8)  ds^rfds 

gesetzt  und  die  Kurve  (7)  hierdurch  orientiert  wird.    Somit  gilt  der 

SatzSl:    Alle  Kurven  mit  derselben  gegebenen  spbari- 

scben   Indikatrix   der   Tangenten   werden   durch  die  Glei- 

chungen 

x  =     *9?(s)5rfS,      y 


dargestellt.  Dabei  bedeuten  5,  y,  5  die  Koordinaten  und  5 
dieBogenlange  der  gegebenenlndikatrix,  wahrend  <p  irgend- 
wie  als  Funktion  von  i  gewahlt  werden  dar£  Die  Orien- 
tierung  der  Kurven  ist  richtig,  sobald  man  ihr  Bogen- 
element  auf  Grand  der  Formel 

ds  =  <jp(5)rfs 
festsetzt. 

Wir  wolleu  noch  die  iibrigen  Elemente  der  Kurven  (7)  be- 
rechnen.  Da  die  Gleicbungen  (6)  gelten,  gibt  die  Differentiation 
nach  s  wegen  (8)  und  der  ersten  Formelreihe  III(C)  sowie  mit  Ruck- 
sicht  auf  (2) 

±9-8,       £*-&       if-f. 
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Hiernach  sind  /,  m>  n  proportional  &,  jt,  y,  und  weil  sowohl 
als  auch  a2  +  ^  +  7*  gleich  Eins  ist,  folgt: 

(9)  /  =  €#,          77Z  —  €/?,          n  =  €f, 

wo  €  gleich  -|r  1  oder  —  1  ist,  sowie  iiberdies 

(10)  r  =  scp. 

Nun  ist  1  =  fin  —  ?'?w  nach  II  ((7),  so  dafi  aus  (6)  und  (9)  folgt: 

i  =  e(jf?-z0). 
Daher  wird 

(11)  A  «  —  e(^5  —  f?/),     /i=  —  6(/£  —  azj,     i/=  —  e(«^  —  fix). 

Um  noch  die  Torsion  zu  bestimmen,  multiplizieren  wir  die  drei 
mittleren  Gleichungen  H.1(C]  mit  A,  //,  v  und  addieren  sie.  Dann 
kommt  wegen  S  a  I  =  0  und  S  A2  =  1  : 

JL_       C3^^       d~s*idl 

-   —    —   O  A.  -j  —   =    --  ;  —  O  A.     ,  - 

g  as  ds         ds 

und  also  nach  (8),  (9)  und  (11): 


Da  aber  oc'  =  l:r  nach  III  (C)  ist,  kommt  hierfiir  mit  Riicksicht  au 
(12)  ±  „_.£!. 

§  rqo 

Welchen  der  beiden  Werte  g  «  ±  1  man  in  (9),  (10)  und  (11)  wahlen 
will,  ist  einerlei;  nach  S.  231  ist  namlich  das  begleitende  Dreikant 
der  Kurve  erst  dann  vollstandig  orientiert,  wenn  man  eine  Auswahl 
unter  den  beiden  fiir  die  Kriimmung  moglichen  Werten  getroffen 
hat  Wenn  aber  die  Kurve  insbesondere  re  ell  ist,  soil  r  nach 
S.  231  positiv  sein.  Dann  also  hat  man  e  =»  ±  1  nach  (10)  so  zu 
wahlen,  da6  «y?  positiv  wird. 

Zweites  Problem:  Gegeben  die  spharische  Indikatrix 
der  Hauptnormalen,  gesucht  die  zugeLorigen  Raumkurven 

Hier  sind  die  Eichtungskosinus  I,  m,  n  der  Hauptnormalen  der 
gesuchten  Kurven  als  Funktionen  von  s  gegeben  durch 


so   dafi  mit  Riicksicht  auf  die  in,HI(jB)  links  stehenden  Formeln 
hervorgeht: 


=  =  z  = 
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Die  Ableitungen  I',  m,  ri  haben  also  nach  der  zweiten  Formel  (1) 
die  Quadratsumme  Eins.  Andererseits  sind  sie  den  Ableitungen  von 
I,  m,  n  nach  s  proportional,  die  in  der  mittleren  Formelreihe  HE  (C) 
mit  /',  m',  n  bezeichnet  wurden.  Demnach  werden  Gleichungen  be- 
stehen  von  dieser  Art: 

II'  =  x'  =  cc  =  —  &  cos  03  —  A  sin  G? , 
m  =  y'  =  fi  =  —  /?  cos  G?  — -  \i  sin  G>, 
tt'  =  z'  =  7  =  —  7  cos  w  —  i>  sin  a . 

Dabei  bedeutet  G?  eine  yorerst  noch  unbekannte  Funktion  von  s. 
Wir  schlieSen  hieraus: 

m  71'  —  n  m'  =  (/?  n  —  /  m)  cos  &  +  (fin  —  vm)  sin  co 
oder  also  nach  II  (C) 

(15)  m  n'  —  n  mf  =  A,  cos  to  —  a  sin  G?  . 
Hieraus  und  aus  der  ersten  Gleichung  (14)  folgt: 

a  =  —  /'  cos  <y  —  (m  n  —  TZ  TTZ')  sin  G? 

oder  also 

cj  =  (fiz  —  fy]  sin  o>  —  a  cos  w, 

(16)  /9  =  (f  5;  —  a  z)  sin  w  —  ^  cos  G;  , 
^  =  (ay  —  fix]  sin  co  —  y  cos  GJ. 

Mithin  waren  uns  ay  (3,  y  als  Funktionen  von  5  bekannt,  sobald  wir 
schon  co  als  Funktion  von  s  bestimmt  hatten.  Aber  dies  laBt  sich 
leicht  tun,  denn  nach  (14)  wird 

/"  =  (a  sin  co  —  A  cos  co]  G/  —  a  cos  G?  —  A'  sin  G> 
und  hierin  ist  mit  Riicksicht  auf  III  (C): 

,  __   da     ds I     ds         « ,        d'J.     ds   __    I     ds 

a   ~~    cTs~    ds    ~~  ~  ~cT$  '  ~   ds     ds   ~~   Q     d*  ? 

so  da8  wir  erhalten: 

Jft  ,    .  /coscj    ,    sincA   ds     7          ,  -< 

I'    =  G/  SinCtf.tf  — -T^-.Z-r-GJ    COSO./,. 

V    r  g    j  ds 

Entsprechende  Formeln  gehen  fur  m"  und  n"  hervor.  Multiplizieren 
wir  sie  bzw.  mit 

a  sin  w  —  I  cos  GJ,       /?  sin  co  —  (JL  cos  G?,       y  sin  (a  —  v  cos  07, 

so  fallt  aus  ihrer  Summe  nach  II (A]  das  mit  ds:ds  behaftete  Glied 

fort,  indem  einfach  verbleibt: 

Z "  (a  sin  co  —  Z  cos  G?)  -f  TW"  (/9  sin  co  —  ^  cos  G>)  +  nr/(^  sin  G)  —  v  cos  GJ)  ==  G/ 
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oder  also  wegen  (15): 

i  /    r    i" 


=  —  I  m     m      m 
\  n      n      n      \ 


Nach  (13),  (14)  und  III(C)  laBt  sicli  wegen  /"  =  a  =  Z:r  usw.  hierfur 
schreiben: 

5     «      7 


oder  also  nach  (5): 

(17)  »'- 

Eine  Quadratur  liefert  nunmelir 


so  daB  in  (16)  auch  #,  $  7  als  bekannte  Funktionen  von  s  vorliegen. 
Weil  #,  /?,  /  den  Differentialen  of  or,  rfy,  ^2:  proportional  sind,  mtissen 
sich  daher  die  gesuchten  Raumkurven  mit  Hilfe  einer  Funktion  y 
von  s  so  darstellen: 


(19) 


x  ~  /  9°  (5) 

V  —  /  9 

z  ~  \  cp  (s)  [(ay  —  /?  5)  sin  &>  —  f  cos  co]  ds  . 


-  —  /y  sn  co  —  c;  cos  w 
^  *~  f^  ^  gin  rj  —  ?  cos  w 


Umgekehrt:  Wird  unter  y  eine  beliebige  Funktion  von  S, 
dagegen  unter  o)  die  Funktion  (18)  von  5  verstanden,  so  liegt  in  (19) 
eine  Raumkurve  vor,  und  wir  wollen  untersuchen,  ob  sie  clie  ge- 
gebene  Indikatrix  der  Hauptnormalen  hat,  d.  h.  ob  bei  ihr  die  Grlei- 
chungen  (13)  bestehen.  Zunachst  gibt  die  Differentiation  der  ersten 
G-leichung  (19): 

'(20)  a  -jj-  =  ff  [$z  —  ;~ty)  sin  a)  —  &  cos  »]. 


Zwei  weitere  Formeln  liefern  die  beiden  anderen  Gleichungen  (19). 
Durch  JBilden  der  Summe  der  Quadrate  geht 


hervor.     Aber  nach  (11),  S.  194,  sowie  nach  (1)  und  (3)  ist 
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so  dali  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  auch  gleich  Bins  wird. 
Deshalb  hat  man 

(21)  ds  =  ecpds 

zu  setzen,  wobei  £  gleich  -f  1  oder  —  1  sein  kann.    Nun  gibt  (20): 

('22)  a  =  £  [(-5  r  —  yy)  sin  aj  —  u  cos  a>], 

und  entsprechende  Werte  gehen  fiir  fi  und  /  hervor.  Da  es  aber 
darauf  ankommt,  die  Richtungskosiaus  I,  m,  n  zu  ermittelnj  differen- 
zieren  wir  (22)  noch  einmal.  Weil  da:  dx  =  l:r  und  a  =  /:r  uach 
III(C')  ist  und  die  Ableitungen  voii  y  und  z  nach  ILI(B)  gleick 
.5  und  7  sind,  ferner  fiir  co'  der  Weil  (17)  eingesetzt  und  schiieBlich 
noch  die  Formel  (21)  beachtet  werden  muB,  ergibt  sich  dabei: 

—  /  =  [m  z  —  n  y  —  r'  (>  a]  sin  M  —  [(/5  z  —  f  y)  r'  o  +  /  J  cos  oj  . 

DaB  hierin  der  Faktor  von  sinw  gleich  Null  ist,  erkennt  man,  wenn 
man  darin  nach  II  (C)  fiir  ?w  und  n  die  Werte  va  —  ly  und  A  /?  —  /Z  a  . 
einfiihrt,  denn  er  wird  dann  gleich 

a  (Six  —  r'y)  —  XS«^, 

und  dieser  Ausdruck  ist  nach  (4)  gleich  Null  Der  Faktor  von  cos  ft? 
dagegen  kann  so  umgeformt  werden:  Nach  (4)  und  (1)  darf  man 
r'(j  durch  S£*£  ersetzen  und  bei  /  den  Faktor  S^2  hinzufugen. 
Dann  wird  der  Ausdruck  homogen  vom  zweiten  Grade  hinsichtlich 
I*,  y,  z,  und  y2  und  z2  bekommen  nach  II  (C)  die  Koeffizienten  —  ^v 
und  yjlj  so  daB  sich  als  Faktor  von  cosw  ergibt: 


Nach  (3)  darf  fiy  +  yz  durch  —  ax  ersetzt  werden,  und  dann  geht 
wegen  III((?)  einfach  —  xSlx  oder  also  nach  (4)  schiieBlich  xr 
hervor.  Wir  erhalten  demnach: 

(23)  —  I  =  x  cos  6)  . 

Da  sich  zwei  entsprechende  Formeln  durch  zyklische  Vertauschung 
der  Eezeichnungen  ergeben,  sind  also  die  Richtungskosinus  /,  m>  n 
den  GrOBen  5,  y,  z  proportional,  deren  Quadratsumme  nach  (1) 
ebenfalls  gleich  Bins  ist,  so  daB  sich  ergibt: 

l=s  qx,       m~i]y,       n  —  yz 
und 

i  COS  (0 
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Dabei  1st  77  gleich  +  1  oder  —  1.  Da  uns  nach  S.  231  die  Aus- 
wahl  zwischen  den  beiden  fiir  1 :  r  moglichen  Werten  frei  steht, 
diirfen  wir  17  =  +  1  annehmen,  und  dann  gehen  fiir  /,  m,  n  gerade 
die  gewiinschten  Werte  I-,  y,  z  hervor,  siehe  (13),  wahrend 

1_  _    COS* 

x      '  r  cp 

wird.     Mithin  gilt  der 

Satz  52:  Alle  Kurven  mit  derselben  gegebenen  sphari- 
schen  Indikatrix  der  Hauptnormalen  werden  durch  die 
Grleichungen 

x  =  j  <f  (5)  [(|5  5  —  f  y)  sin  6)  —  a  cos  o]  <^5 , 

y  =  I  <f  (s]  [(;~ x  —  r?  z)  sin  /y  •—  ^  cos  o]  c?5 , 

^r  a=  /  gp  (s)  [(5y  —  /?!•)  sin  a?  —  f  cos  o)]d$ 

dargestellt,  worin 

Co    dr   j- 
co  ~  — •  I  -5r  -r~-ds 
J    r    ds 

1st  und  9)  irgend  eine  Funktion  von  s  bezeichnet.  Dabei 
bedeuten  die  iiberstrichenen  Buchstaben  die  Elernente  der 
gegebenen  Indikatrix.  Die  Orientierung  der  Hauptnor- 
malen der  Kurven  ist  richtig,  wenn  die  Kriimmung  mittels 
der  Formel 

1     COS  0) 

r  ~"      <f 
definiert  wird. 

Wir  berechnen  nun  noch  die  Eichtungskosinus  A,  fa  v  der  Bi- 
normalen  und  die  Torsion  1 :  p  der  Raumkurven.  Da  I  nach  II  (C) 
gleich  fin  —  ym  ist,  folgt  aus  (22)  und  (13) 

A  as  6  (x  S  a  x  —  oc  S  ^2)  sin  a  —  e  (^  z  —  f  y)  cos  ^ 
oder  also  nach  (3)  und  (1): 
(25)  I  =  —  €  [(^  z  —  /y)  cos  0)  +  a  sin  <w] . 

Entsprechende  Werte  gehen  fiir  ^  und  v  hervor.  Indem  wir  schlieB- 
lich  noch  wie  auf  S.  330  die  Formel 

1  Q  *  dl  ds  ~  .  dl 

=5!      O   A   ~ = O   A  -T 

Q  ds  ds         ds 

benutzen,  ergibt  sich  nach  (21)  und  (25): 

/^m  1    ^_^  sin  G> 
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In  Ankntipfung  an  (24)  ist  wie  beim  ersten  Problem  noch  zu 
sagen:  Im  Falle  reeller  Kurven  hat  man  r  >  0  zu  wahlen,  d.  h. 
cp  (s)  mu8  dasselbe  Vorzeichen  wie  cos  CD  haben. 

Drittes  Problem:  Gegeben  die  spharische  Indikatrix 
der  Binormalen,  gesucht  die  zugehorigen  Eaumkurven. 

Hier  kennt  man  die  Eichtungskosinus  A,  p,  v  der  Binormalen 
als  Fnnktionen  von  s,  namlich 

(27)  l  =  x,       V=D,       *  =  z. 

Nach  der  letzten  Formelreihe  III  (C)  sind  die  Ableitnngen  von  I,  p,  v 
nach  s  oder  also  auch  die  nach  s,  d.  h.  x'9  y\  ~z  oder  ce,  fit  f  pro- 
portional Z,  m,  n.  Daraus  folgt 


wobei  5  gleich  +  1  oder  —  1  ist.     Nach  II  (C)  wird  ferner 


usw.  Da  a,  @,  /  zu  dx,  dy,  dz  proportional  sind,  miissen  sich  dem- 
nach  die  gesuchten  Kurven  mit  Hilfe  einer  Funktion  <p  von  5  so 
darstellen: 


<p 

(28) 

[  z  s«  J 

Umgekehrt:  Wenn  9?  irgendwie  als  Funfction  von  5  gewahlt 
wird,  stellen  die  Gleichungen  (28)  eine  Kurve  dar,  und  wir  wollen 
untersuchen,  ob  sie  die  gegebene  spharische  Indikatrix  der  Bi- 
normalen hat,  d.  h.  ob  bei  ihr  die  Gleichungen  (27)  bestehen.  Zu- 
nachst  folgt  aus  (28)  durch  Differentiation: 


(29)  «-j= 

usw.,  also  durch  Quadrieren  und  Addieren  aller  drei  Gleichungen: 


Die  rechts  stehende  Summe  aber  ist,  wie  sich  schon  auf  S.  332  ergab/ 
gleich  Eins.     Daher  kommt 

(30)  ds  =  e<pds, 

wobei  «  gleich  +  1  oder  —  1  ist,  und  nach  (29): 

(31)  #  =  e(/5z-fy),       £=e(f£  —  «5),       y~ 
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Abermalige  Differentiation  liefert,  weil  y'  =  ft,  ~z  —  f  1st,  mit  Ruck- 
siclit  auf  (30;  und  die  erste  Forinel  Ill(<?;: 

r  ^  =  /5-f  y 
oder,  well  5'  =  mir  und  f  =  u:  r  naeh  III(C')  ist: 

/        __  />/  I  —  5Z  # 
r    r  ~  7: 

AuBerdem  gelteu  zwei  entsprechende  Formeln,  die  durch  zyklische 
Vertauscliuug  der  Bezeiehnungen  hervorgehen.  Beachtet  man  nun, 
daB 

$£(?7ir  —  %y)  =  07          S?(/«5  —  ^y)  =  0 

/• 

und  ganz  analog 

S.r-«  =  0,        S/^  =  0 

ist,  so  erkennt  man,  dafi  die  drei  Differenzen 

mz  —  wy,       nx  —  Iz,       jy  —  mx 

proportional  a,  /?,  7  sind.  Demnach  miisseu  auch  /,  m,  n  proportional 
a,  (}>  f  sein,  d.  h.: 

(32)  I  =  7]  ccj       m  =  1]  ft,       n  =  7;  f  , 

wobei  «7  gleich  +  1  oder  -  1  ist  Wegen  (31)  und  (32)  ziehen  wir 
lion  aus  II  (C)  noch  den  Wert: 


oder,  indem  wir  innerhalb  der  eckigen  Klammer  a1**1  addieren  und 
subtrahieren,  einfach  I  **  £?;£.    Daher  \vird: 


Mithin  ware  die  Kurve  (28)  eine  Kurve  von  der  gesuchteu  Art,  falls 
€77  den  Wert  +  1  hatte.  Aber  dies  laBt  sich  durch  passende  Vahi 
ihres  KriimmungsmaBes  erreichen.  Denn  aus  der  mittleren  Formel- 
reihe  III(<?)  geht  durch  Multiplikation  mit  et,  /??  7  und  Addition 
hervor: 


JL  =  -  *AL  „  -  _   ds  ^  dl 
r  *  ds    *  ~        7757Y 


so  daB  wegen  (30),  (31)  und  (32)  folgt; 
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Da  nun  a   nach  III(C)  gleich  l:r  ist,  kommt  mit  Riicksicht  auf  (5): 

JL  «     111 
r  '   r  93 

Demnach   liefert   (33)   in    der   Tat   die   gewiinschten   Werte   A  =  5, 

^  SB  yy  ^  =  5,  siehe  (27),  sobald  man  das  KrilmmungsmaB  durch  die 

Formel 

(34)  -±«e£I 

v      ;  r  f-gQ 

festsetzt,  weil  dann  6  ?;  =  1  sein  mu8.     Also  gilt  der 

Satz  53:  Alle  Kurven  mit  derselben  gegebenen  spliari- 
schen  Indikatrix  der  Binormalen  werden  durch  die  Grlei- 
chungen 

y  = 


dargestellt,  worin  ^?  irgendwie  als  Funktion  yon  s  gewahlt 
werden  darf  und  die  iiberstrichenen  Buchstaben  die  Ele- 
mente  der  gegebenen  Indikatrix  bezeichnen.  Die  Orien- 
tierung  der  Binormalen  der  Kurven  ist  richtig,  wenn  man 
in  den  Formeln  fiir  ihr  Bogenelement  ds  und  ibre  Krum- 
mung  1  :  r,  namlich  in 


beide   Male   entweder    die    oberen   oder   die   unteren   Vor- 
zeichen  wahlt. 

Weil  ?]  —  5  gewablt  worden  ist,  kommt  statt  (32): 

(35)  /  =  €«,       m  =  eji,       n  =  «f. 

Zur  Bestimmung  der  Torsion  benutzen  wir  wie  auf  S.  330  die  Formel 

1   _       jds_  Q  3  dl 
7  ~  ""  ds  5A  ds  ' 

die  infolge  von  (30),  (27),  (35)  und  (4)  sowie  wegen  a  =  Z:r  ergibt: 

(36)  y  =  ^- 

Wieder  ist  im  Falle  reeller  Kurven  bei  der  Formel  (34)  zu 
bemerken,  daB  man  dann  «  =  ±  1  so  wablen  mufi,  da8  r  >  0  wird. 
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Noch  einmal  weisen  wir  zura  Schlusse  darauf  bin,  da8  wir  in 
diesem  Paragrapben  grundsatzlicb  alle  Minimalkurven 
erster  oder  zweiter  Ordnung  ausgeschlossen  haben.  Im 
Anhasge  sind  die  Formeln  ftir  die  Bestimmung  der  Elemente  der 
Raumkurven  aus  denen  ihrer  spbarischen  Indikatrizen  in  den 
Tafeln  IV,  V  und  VI  iibersichtlich  zusammengestellt. 

§  18.    Nachtrage  zur  spharischen  Abbildung  der  Kurven. 

Aus  den  Ergebnissen  des  letzten  Paragraph  en  wollen  wir  jetzt 
einige  Schlusse  zieben.  Vorber  sei  nocb  erwahnt,  da8  das  erste 
und  dritte  Problem  im  ganzen  in  abnlicher  Weise  erledigt  worden 
sind,  wabrend  das  zweite  erheblichere  Schwierigkeiten  machte.  Wie 
bier  bemerkt  man  tiberbaupt  oft  in  der  Theorie  der  Kurven,  da8 
die  Hauptnormalen  eine  ganz  andere  Rolle  als  die  Tangenten  und 
BiDormalen  spielen. 

Es  gibtj  wie  man  auch  die  Indikatrix  auf  der  Kugel  wablen 
mag,  in  jedem  der  drei  Probleme  zugeborige  Raumkurven,  und  zwar 
tritt  jedesmal  sogar  noch  eine  willkiirliche  Funktion  r^(S)  auf.  Beim 
ersten  Problem  ist  sy,  vgl.  IV  (G),  der  Kriimmungsradius  r  der 
Raumkurve.  Wablt  man  also  y  =  konst,  so  baben  die  Raumkurven 
vorgescbriebene  konstante  Krummung.  Wie  man  siebt,  darf  die 
spbariscbe  Indikatrix  der  Tangenten  einer  derartigen  Kurve  will- 
kurlich  angenommen  werden.  Somit  gilt  nacb  IV(.g)  der 

Satz  54:1  Jede  Kurve  von  der  konstanten  Krummung 
l:r  lafit  sich  in  der  Form 


darstellen.    Dabei  bedeuten  5f,  y,  z  irgend  drei  Funktionen 
von  $,  fiir  die 


ist. 


1  Auf  die  Kurven  konstanter  Krummung  kommen  wir  noch  eimnal  zuriick. 
Ihre  Gleichungen  stellte  zuerst  BONNET  1848  auf  (,,M£moire  sur  la  theorie 
gen^rale  des  surfaces'%  Journ.  de  Tficole  polyt.  32.  cah.).  Fiir  die  Theorie 
dieser  Kurven  kommen  aufierdem  namentlieh  in  Betracht  der  in  LIOUVILLBS 
Note  I  zu  MONGE,  „  Application  de  Tanalyse  a  la  g^ometrie"  (1850,  vgl. 
Anm.  auf  S.  203)  abgedruckte  Brief  von  J.  A.  SEREET  und  die  Abhandlung  von 
SEKRET:  ,,Sur  quelques  formules  relatives  a  la  the*orie  des  courbes 
a  double  courbure",  Journ.  de  Math4m.  1.  Serie,  Tt  16  (1851). 
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Beim  dritten  Problem  stellte  (p  den  Torsionsradins  dar,  siehe 
VI  (G}.  Weil  a  =  dx:  ds  usw.  war,  ergeben  daher  die  Formeln  VI  (J5) 
insbesondere  den 

Satz  55:  Jede  Kurve  von  der  konstanten  Torsion  1:^ 
laBt  sich  in  der  Form 


dy  —  y  dz),       y  =  oj(x  dz  —  z  dx]  , 


x  = 


darstellen.    Dabei  bedeuten  x,  y,  z  irgend  drei  Funktionen 
von  Sj  fur  die 

*2  +  y2  +  F=  1 
ist. 

Die  Voraussetzung  namlich,  dafi  $  die  Bogenlange  der  sphari- 
sclien  Indikatrix  bedeuten,  d.  h. 

I/2  +  y  2  +  zz  =  1 

sein  soil,  ist  hier  deshalb  nicht  mehr  notig,  weil  die  Formeln  nur 
die  Differential  von  5,  y,  5  entbalten.     Die  Bedingung 


wird  in  allgemeinster  Weise  erfiillt,  wenn  man 


"  ~  i/tts~+~»«Tw5"  '      ~  y  ^2  +  ^2  •*•  «»*  '        y^2  +  ^  +  «;2 

setzt.     Alsdann  darf  man  unter  w,  u,  ?i7  beliebige  Funktionen  eines 
Parameters  t  versteben,  so  daB  sicb  der  Satz  55  so  umformen  laBt: 

Satz  56:1    Jede  Kurve  von  der  konstanten  Torsion  1  :  p 
lafit  sich  in  der  Form 


/wdv  —  vdw  _       Cudto  —  wdu 

^T+  v*  +  w*  '         y~~QJ  "^T^TS~2 


darstellen.  Dabei  bedeuten  w,  z?,  w  drei  beliebige  Funk- 
tionen eines  Parameters  t,  deren  Quadratsumme  nicht 
verscbwindet 


1  So  wie  in  diesem  Satze  treten  die  Kurven  konstanter  Torsion  zuerst 
bei  J.  A.  SEEEET  in  dem  in  voriger  Anmerkung  genannten  Brief e  1850  auf, 
VgL  auch  die  ebenda  erw&hnte  AbLandlung  SEEEETS. 

22* 
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In   dem   zweiten  Problem  des  letzten  Paragraphen  stellte  die 
willktirliche  Funktion  <p  nach  V(#)  die  Funktion 

1  ro 

(f)    sar — 


vor.  Man  kann  demnach  entsprechend  den  Satzen  54  und  55  aus 
den  Formeln  V(J?)  einen  Satz  ableiten  liber  diejenigen  Kurven, 
bei  denen  die  Summe  der  Quadrate  von  Krlimmung  und 
Torsion  konstant  ist.  Wir  verzichten  darauf,  weil  diese  Kurven 
geringeres  Interesse  darbieten.  — 

Im  erst  en  Problem  des  §  17  zeigte  sick  —  vgl.  IV  (E)  — ,  daB 
die  Hauptnormalen  der  Baumkurve  parallel  zu  den  Tangenten  der 
spharischen  Indikatrix  der  Tangenten  sind  (wenn  auch  nicht  not- 
wendig  von  demselben  Sinne).  Dies  kann  man  auch  geometriseh  so 
erkennen:  Die  Schmiegungsebene  der  Eaumkurve  ist  nach  S.  222  als 
Grenzlage,  namlich  als  Ebene  zweier  unendlich  benachbarter  Tan- 
genten zu  betrachten  und  daber  zu  der  Ebene  derjenigen  beiden 
Kugelradien  parallel,  die  nach  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten 
der  Indikatrix  gehen.  Diese  Ebene  aber  enthalt  die  Tangente  der 
Indikatrix  als  Senkrechte  zum  Radius,  wahrend  jene  Schmiegungs- 
ebene die  Hauptnormale  der  Eaumkurve  als  Senkrechte  zur  Tan- 
gente der  Eaumkurve  enthalt. 

Im  dritten  Problem  ergab  sich  nach  VI  (E)  ebenfalls,  daB  die 
Hauptnormalen  der  Eaumkurve  den  Tangenten  der  spharischen  Indi- 
katrix der  Binormalen  parallel  sind.  Auch  dies  kann  man  geome- 
triseh folgern:  Wir  betrachten  zwei  unendlich  benachbarte  Bi- 
normalen der  Eaumkurve.  Die  beiden  zu  ihnen  senkrechten  Schmie- 
gangsebenen  schneiden  einander  in  einer  Tangente.  Bei  der  spharischen 
Abbildung  ergibt  sich  daher,  daB  die  Ebene  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Radien  der  Indikatrix  der  Binormalen  auf  der  Tangente 
der  Eaumkurve  senkrecht  steht,  d.  h.  der  Normalebene  der  Kurve 
parallel  ist  Da  die  Hauptnormale  in  der  Normalebene  liegt,  verlauft 
sie  also  parallel  zur  Ebene  zweier  unendlich  benachbarter  Eadien 
der  Indikatrix,  Andererseits  ist  sie  senkrecht  zur  Binormalen  der 
Eaumkurve^  also  senkrecht  zum  Eadius  der  Indikatrix  und  deshalb 
parallel  zur  Tangente  der  Indikatrix. 

Von  den  vielen  einzelnen  Schlussen*.  die  man  noch  aus  den 
Formeln  der  Tafel  IV,  V  und  VI  ziehen  kann,  wollen  wir  nur  noch 
einen  erwahnen:  Soil  eine  Kurve  im  Eaume  eine  Bogenlange  haben, 
die  zur  entsprechenden  Bogenlange  einer  ihrer  drei  Indikatrizen  in 
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einem  konstanten  Verbaltnisse  stebt,  so  muB  die  willkiirlicbe  Fnnk- 
tion  (f  nach  IV  (C)  bzw.  V(2>)  bzw.  VI  (C)  als  Konstante  gewahlt 
warden,  und  daraus  folgt  nacb  IV  (G)  bzw.  V(#)  bzw.  VI  (G}  der 

Satz  57:  Eine  Raumkurve  hat  dann  und  nur  dann  die 
Eigenscbaft,  da8  ihre  Bogenlange  zur  Bogenlange  der 
sphariscben  Indikatrix  ibrer  Tangenten  bzw.  Hauptnor- 
malen  bzw.  Binormalen  proportional  ist,  wenn  sie  kon- 
stante Kriimmung  bzw.  konstante  Summe  der  Quadrate  yon 
Kriimmung  und  Torsion  bzw.  konstante  Torsion  bat.  Dabei 
wird  von  Minimalkurven  erster  oder  zweiter  Ordnung  ab- 
gesehen. 

§  19.    Drei  einem  Kurvenpunkte  zugeordnete  Kegel. 

Zu  Jrei  benachbarten  Punkten  einer  Kaumkurve  und  ibren 
Tangenten  kann  man  einen  Eotationskegel  konstruieren,  von  dem 
drei  Mantellinien  diesen  drei  Tangenten  parallel  sind.  LaBt  man 
die  drei  benacbbarten  Punkte  auf  der  Kurve  zuoammenriicken ,  so 
liegt  die  Aufgabe  vor,  die  Form  zu  bestiminen?  die  dem  Eotations- 
kegel in  dieser  Grenzlage  zukommt.1 

Der  Kegel  bangt  eng  mit  der  spbariscben  Indikatrix  der  Tan- 
genten zusammen.    Wablt  man  namlicb,  siehe  Fig.  86,  den  Mittel- 
punkt  0  der  Bildkugel  (vgL  S.  326)  als  Kegel- 
spitze,  so  entbalt  der  Kegel  drei  benajhbarte 
Eadien  der  Kugel,  die  nacb  drei  benacbbarten 
Punkten  der  Indikatrix  geben.    Da  der  Kegel 
die  Kugel  in  einem  Kreise  schneidet,  bandelt 
es  sich  also  um  denjenigen  Kreis,  der  durch 
drei  benachbarte  Punkte  der  Indikatrix  gettt. 
Beim  Grenztibergange  wird  die  Ebene  dieser 
drei  Punkte  eine  Scbmiegungsebene  der  Indi- 
katrix (nacb  S.  222);  andererseits  ist  die  Bild-  Fig.  86. 
kugel  die   Scbmiegungskugel    der  Indikatrix. 
Mithin  wird  der  Eras  in  der  Grenzlage  ein  Kriimmungskreis  der 
Indikatrix.    Man  vergleicbe  die  Erorterungen  auf  S.  324.    Nacb  (fy 


1  pieser  Kegel  tritt  allgemein  bei  DE  SAINT- VENANT  in  der  auf  S.  203  ge- 
nannten  Arbeit  auf,  im  speziellen  Falle  einer  gemeinen  Schraubenlinie  schon 
bei  OLIVIER  (,,Memoire  de  geometric  descriptive.  Construction  des 
points  d'inflexion  d'une  courbe  trac^e  sur  une  surface  d<»ve- 
loppable",  Journ,  de  1'ficole'  polyi,  22.  cahier,  Note  III,  1833). 
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S.  251,  sind  nua   die   Koordinaten   des  Mittelpunktes  (a,  £,  c)   des 
Krummungskreises  eines  Punktes  (x,  y>  z)  der  Indikatrk  diese: 

(1)  a  =  x  +  rl,       b*=y  +  rm,       c  =  z  +  rn. 

Wie  in  §  17   benutzen  wir  namlich  auch  hier  iiberstrichene  Buch- 
staben  far  alle  auf  die  Indikatrix  beziiglicben  GroBen. 
Nach  IV  (Z?)  ist 

(2)  x  =  iz9        y*=P,        z  =  7> 

ferner  a  =  si  usw.  nach  IV(#),  daher  each  lll(C\  IV(<?)  und  IV  (ff): 


d«          -  dl    ds  ,  (  n     .     l\ 

—  =r  =  ar-  --  ,-     =~rr   --  -- 
d5  ds    dx  \r     l     Q  ) 


Entsprecheade  Werte  gehen  fiir  m  und  n  hervor.    Weil  S  /2  =  1  ist, 
folgt  hieraus  nach  II  (A): 


mithin  : 

(4)  '  r  =  - 

V  ^ 


Die  Achse  des  gesuchten  Kegels  ist  die  Grerade  von  0  nach 
dem  Mittelpunkte  (a,  5,  a)  des  KriimmiiDgskreises  der  Indikatrix,  und 
nach  den  vorhergehenden  Formeln  kommt: 

(K\          *  —   r  (r  n  "g^)  A          yfrff-  g^i)  _    r(ry  -  o  y) 


Weil  nun  nach  II  (-4) 

/y2    i     A2 

a  -t-  o 


ist,  sind  somit  die  Richtungskosinus  der  Kegelachse  diese: 

/c,  r  a  —  ol  r  8  —  o  a  T 

(6)  u  =  —        !_.  ,        v  ==  -  ;        y    -  ,       w  == 

V  ; 


Im  reellen  Falle  soil  diese  Achse  in  dem  Sinne  von  0  nach  dem 
Punkte  (a,  I,  o]  orientiert  werden,  d.  h.  dann  sollen  u,  v,  ic  dieselben 
Vorzeichen  wie  a,  b,  c  haben.  Da  aber 


U  V  W  ]/>2  +  f 

ist,  mu8  man  also  die  Quadratwurzel  dann  positiv  annehmen,  weil 
r>0  ist  (vgl.  S.  23 1).  Im  imaginaren  Falle  dagegen  verbleibt  es 
bei  der  Willklir,  die  in  der  zweiwertigen  Quadratwurzel  liegt,  denn 
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nacli  S.  231  kann  man  dann  von  den  beiden  Werten  (4)  des  Kriim- 
mnngsradius  r  einen  nach  Belieben  auswahlen. 

1st  GO  der  Winkel  der  Kegelachse  mit  den  Mantellinien  des 
KegelSj  so  kommt,  da  ja  die  Gerade  yon  0  nach  dem  Punkte  (I*,  5/,  z) 
der  Indikatrix  eine  Mantellinie  1st,  deren  Richtungskosinus  I*,  y,  ~z 
selbst  sind,  nach  (9),  S.  193,  und  nach  (2)  und  (6) 


oder  nach  II  (A) 
Mithin  darf 


gesetzt  werden,  denn  zu  tg  M  =  o  :  r  und  zu  tg  co  =  —  $  :  r  gehoren 
lauter  Winkel  GO,  die  aus  einem  solchen  Winkel  &  in  der  Form 
Hh  co  +  kn  hervorgehen,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet, 
und  fur  die  Off  nun  g  des  Kegels  spielen  alle  diese  Winkel  ein  und 
dieselbe  Rolle. 

Bisher  nahmen  wir  die  Spitze  des  Kegels  in  0  an;  aber  wir 
konnen  sie  auch  each  dem  betrachteten  Punkte  P  der  Raumkurve 
verlegen,  so  da8  also  eine  Mantellinie  des  Kegels  die  Tangente  von  P 
wird,  wahrend  zwei  unendlich  benachbarte  Mantellinien  zwei  un- 
endlich  benachbarten  Tangenten  der  Raumkurve  parallel  werden. 
Demnach  formulieren  wir  den 

Satz  58:  Der  Rotationskegel,  dessen  Spitze  ein  Punkt  P 
einer  Raumkurve  1st,  von  dem  ferner  eine  Mantellinie  die 
Tangente  der  Kurve  in  P  ist  und  zwei  andere  Mantellinien 
den  Tangenten  der  Kurve  in  zu  P  benachbarten  Punkten  P' 
und  P"  parallel  sind,  hat  in  der  Grrenzlage,  wenn  Pf  und  P" 
langs  der  Kurve  nach  P  strcben,  als  Achse  diejenige  Gerade 
von  P  aus,  deren  Richtungskosinus  proportional  ra  —  ol, 
r  jj  —  .  o  IJL  und  ry  —  QV  sind.  Diese  Achse  liegt  in  der  Ebene 
der  Tangente  («:/?:/)  und  Binormalen  (l:[i:v)  von  P,  und  ihr 
Winkel  <w  mit  der  Tangente  von  P  wird  durch  tgw  =  (>:r 
bestimmt,  wobei.r  und  o  den  Krummungs-  und  Torsions- 
radius  des  Kurvenpunktes  P  bedeuten. 

Bei  den"  Schraubenlinien,  bei  denen  ja  ^>:r  konstant  1st, 
vgl.  Satz  33,  S.  302,  hat  der  Kegel  demnach  eine  konstante  Offnung. 

Wird  insbesondere  das  Dreikant  des  Punktes  P  der  Raum- 
kurve als  Achsenkreuz  gewahlt,  so  ist  a  =  m  —  v  =  1,  wahrend  alle 
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anderen  Richtungskosinus  des  Dreikants  gleich  Null  sind,  so  daB  (6) 
gibt: 

/Q>  T  f\  | Q 

Aber  die  in  (14),  S.  262,  angegebene  Gerade  hat  dieselben  Richtungs- 
kosimis.  Daher  folgt  nach  Satz  23  ebenda: 

Satz  59:  Die  Achse  des  in  Satz  58  erwahnten  Rotations- 
kegels  ist  der  Achse  derjenigen  gemeinen  Schraubenlinie 
parallel,  die  mit  der  Raumkurve  an  der  Stelle  P  eine 
Beriihrung  in  zweiter  Ordnung  eingeht  und  deren  kon- 
stante  Torsion  gleich  der  Torsion  der  Kurve  an  der 
Stelle  P  ist 

Dies  Ergebnis  war  zu  vermuten:  Denn  die  Achse  jener  Schrauben- 
linie ist  nach  Satz  24,  S.  267,  die  Achse  der  unendlich  kleinen 
Schraubung,  die  den  Punkt  P  momentan  so  auf  der  Kurve  weiter- 
fuhrt,  daB  seine  Tangente  in  unendlich  benachbarte  Tangenten  iiber- 
geht.  Bei  der  Schraubung  behalt  aber  eine  Gerade  denselben  Winkel 
gegen  die  Achse  der  Schraubung.  Wenn  wir  also  durch  einen  Punkt 
der  Achse  der  Schraubung  zu  drei  unendlich  benachbarten  Tan- 
genten der  Kurve  die  Parallelen  ziehen,  werden  sie  mit  der  Achse 
denselben  Winkel  bilden,  also  auf  einem  Rotationskegel  liegen, 
dessen  Achse  die  Schraubenachse  ist. 

Die  Binonnale  der  Kurve  steht  auf  der  Tangente  und  Haupt- 
normalen  senkrecht,  daher  nach  IV  (D)  und  IV  (E)  atich  auf  der 
Ebene  durch  den  Radius  und  die  Tangente  der  Indikatrix  der 
Tangenten.  Daraus  folgt,  daB  diese  Ebene  der  Schmiegungs- 
ebene  der  Raumkurve  parallel  ist.  Da  wir  nun  den  Kegel  zu- 
nachst  mit  der  Spitze  0  so  gewahlt  batten,  daB  er  durch  drei 
benachbarte  Punkte  der  Indikatrix  geht  (siehe  Fig.  86  auf  S,  341), 
so  folgt  noch 

Satz  60:  Der  in  den  Satzen  58  und  59  erwahnte  Kegel 
kann  auch  als  die  Grenzlage  desjenigen  Rotationskegels 
definiert  werden,  dessen  Spitze  der  Punkt  P  der  Raum- 
kurve ist,  der  ferner  die  Schmiegungsebene  von  P  be- 
riihrt  und  auBerdem  zwei  Tangentenebenen  hat,  die  zwei 
benachbarten  Schmiegungsebenen  der  Raumkurve 
parallel  sind. 

Der  bisher  betrachtete  Rotationskegel  darf  nicht  mit  demjenigen 
Rotationskegel  verwechselt  werden,  dessen  Spitze  der  Punkt  P 
der  Kurve  ist  und  der  die  Kurve  in  P  in  moglichst  hoher 
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Ordnung  bertihrt.1  Indem  wir  jetzt  diesen  oskulierenden 
Kegel  bestimmen,  erkennen  wir,  da8  er  tatsachlich  von  jenem  Kegel 
verschieden  1st. 

Wir  miissen  zunachst  die  Gleichung  eines  Rotationskegels  in 
allgemeiner  Lage  aufstellen.  Es  seien  £,  t),  §  die  laufenden  Koordi- 
naten  auf  dieser  Flache;  die  Spitze  haben  die  Koordinaten  a,  J,  c 
und  die  Achse  des  Kegels  die  Richtungskosinus  w,  v,  w.  Ferner 
sei  co  der  Winkel  der  Mantellinien  mit  der  Achse  des  Kegels.  Zu 
fordern  ist,  daB  die  von  der  Spitze  (a,  b,  c)  nach  dem  Flachen- 
punkte  (j,  t),  j)  gehende  Gerade  mit  der  Achse  den  Winkel  a>  bildet. 
Da  jene  Gerade  die  Richtungskosinus  hat,  die  aus  j  —  a,  t|  —  b  und 
5  —  c  durch  Division  mit  der  Quadratwurzel  aus  S  (5  •—  a)2  hervor- 
gehten,  lautet  diese  Bedingung  nach  (9),  S.  193,  so: 

S  w  (r  —  a) 

-T—^ — =  =  cos  co . 

]/Sfe-a)2 

Entfernt  man  die  Wurzel  durch  Quadrieren,  so  ergibt  sich  als 
Gleichung  eines  Eotationskegels  in  allgemeiner  Lage: 

(9)  [S  *  (s  -  a)]2  -  cos2  co  S  (l  -  a)2  =  0. 

Nun  soil  die  Kegelspitze  in  einem  bestimmten  Punkte  (#,  y,  z) 
der  Raumkurve  liegen,  also  a  «  x,  b  =  y,  0  =  2:  sein,  so  daB  wir 
die  Gleichung  aufstellen  miissen: 

(10)  [Swfe  -  ^)]2  -  cos2*?Sfe  -  x?  ==  0. 

Jetzt  ist  die  Frage  die,  wie  man  die  Richtungskosinus  w,  r,  w  und 
den  Winkel  co  zu  wahlen  hat,  damit  der  Kegel  die  Kurve  in  der 
Spitze  in  moglichst  hoher  Ordnung  beriihre.  Nach  S,  307  stellen 
wir  uns  also  vor,  eine  Kurve  verlaufe,  ausgehend  von  der  Spitze, 
auf  dem  Kegel,  d.  h.  5,  \),  j  seien  Funktionen  eines  Parameters,  die 
der  Gleichung  (10)  gentigen  und  fur  einen  gewissen  Wert  des  Para- 
meters gleich  or,  y,  z  sind.  Der  Satz  38,  S,  309,  kann  jedoch  nicht 
benutzt  we«den,  weil  die  Spitze  ein  singularer  Punkt  des  Kegels  ist. 
Nach  den  Auseinandersetzungen  auf  S.  310  miissen  wir  daher  so 
vorgehen : 

Durch  wiederholte  Differentiation  der  Gleichung  (10)  nach  dem 
Parameter,  yon  dem  soeben  die  Rede  war,  geht  hervor: 


1  Es  darf  wohl  vermutet  werden,  daB  dieser  Kegel  in  der  Literatur  sehon 
friiher  als  in  der  ersten  Auflage  dieses  Buches  vorkommt.  Den  Verf.  regte, 
soweit  ihm  erinnerlich,  ENOEL  zur  Betraehtung  dieses  Kegels  an. 
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S  u  (l  —  x] .  S  u  j'  —  cos2  co  S  (J  —  or)  j'  =  0, 
(8«  £?+  8w(E  -  *).St£  j"  -  COS2«[S  r'2  +  S  (r  ~-  or)  j"]  =  0, 

z''  +  S(lC-x)lc''']  =0, 


-  cos2«[3Sr"2  +  4S ii"  +  Sfe  -  x}f]  =  0 

usw.  Die  auf  dem  Kegel  gedachte  Kurve  geht  von  dem  Pankte 
(ar,  y,  z}  aus,  und  fur  £  =  #,  t)=y,  3  =  2-  wird  die  erste  Gleichung 
eine  Identitat,  was  eben  darin  seinen  Grund  hat,  daB  dieser  Punkt 
auf  dem  Kegel  singular  ist.  Es  verbleiben,  wenn  man  r,  t),  5  durch 
x,  y,  z  und  ebenso  die  Ableitungen  von  £,  ty,  §  durch  die  Ableitungen 
von  x,  y,  z  nach  der  Bogenlange  s  der  Raumkurve  ersetzt,  die  Glei- 
chungen : 

(11)     Isux    Sux"-  cos3«S*V  =  0, 

1  3(8  u  or")2  +  4 S  *  *' .  S  M  *'"  -  COS2  r,j  [3  S  *"*  +  4 S  *'  .r'"j  =  0 

usw.  Die  erste  Gleichung  ist  eine  Bedingung  fur  x' ',  y',  z',  die  zweite 
ist  eine  lineare  Bedingung  fiir  .r",  y",  z",  die  dritte  eine  lineare 
Bedingung  fiir  x",  y'",  z'"  usw.,  und  man  iibersieht,  daB  die  kte 
Gleichung  ebenso  eine  lineare  Bedingung  fiir  x(n\  y(n\  z(n}  bedeutet. 
Die  Koeffizienten  von  x(n\  y(n\  z(n}  sind  darin,  abgesehen  von 
Zahlenfaktoren ,  die  GroBen  u  S  u  x  —  x  cos2  &,  ?;  S  u  x  —  ?/  cos2  co, 
w$ux  —  z'cos2o;,  die  nicht  samtlich  verschwinden,  weil  sonst 
cos3o)k=  1  oder  =  0  ware,  also  der  Kegel  (10)  in  eine  Gerade  oder 
Ebene  ausarten  wiirde,  was  wir  ausschlieBen.  Jede  folgende  Glei- 
chung (11)  dient  also  in  der  Tat  zur  Bestimmung  einer  der  hoheren 
Ableitungen  von  x,  y,  z.  Demnach  sind  die  Bedingungen  fiir  eine 
Beriihrung  in  mindestens  dritter  Ordoung  gerade  die  drei  ersten 
Gleichungen,  also  die  unter  (11)  aufgestellten. 

Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  konnen  wir  ferner  annehmen, 
daB  das  Koordinatenkreuz  das  begleitende  Dreikant  des  Punktes 
(ar,  y,  z)  der  Raumkurve  sei.  Wie  in  (1),  S.  255,  ist  dann 

o, 

(12) 
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zu   setzen.     Dann    aber  werden   die  drei  Bedingungen  (11)  einfach 
diese 


uv 


u*-  cos2  (o  =  Q,  ---  =  0, 


r 


a  v          A      I u     >    vr     ,      w  \    ,    cos  w        n 
3  —  —  4u  —  H r  4 H 5—  =  0. 

r2  \r*  r*  rq  /    l        r2 

Zunachst  mu8  also  u2  =  cos2  co  =|=  0  sein.  Wird  1 :  r  ^  0  voraus- 
gesetzt,  so  finden  wir: 

__  3n 
u  =  4-  cos  co ,          v  =  0,         z0  =  H —  cos  o> , 

wobei  entweder  die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren  Vor- 
zeicben  gelten.  Weil  u2  4-  v2  +  ^2  gleicb  Ems  sein  muB,  folgt 
hieraus: 

(13)  COS  CO  = 

V      j 

und  daber  wird 


(14)  u  = 

Die  Vergleicbung  mit  (8)  lehrt,  daB  der  Kegel,  um  den  es  sicb 
handelt,  in  der  Tat  eine  andere  Acbse  als  der  friibere  Kegel  bat 
Sie  liegt  aber  ebenso  wie  die  Acbse  des  ersten  Kegels  in  der  Ebene 
der  Tangente  und  Binormalen  des  Kurvenpunktes.  Da  es  beirn 
Kegel  (10)  nicht  darauf  ankommt,  ob  &  durch  n  —  to  ersetzt  wird, 
konnen  wir  nach  (13)  insbesondere 

(15)  tg«  =  |f 

setzen. 

Die  Formeln  (14)  geben  die  Bichtungskosinus  u,  v>  w  der  Kegel- 
acbse  in  bezug  auf  das  begleitende  Dreikant  des  Punktes  (x,  y,  z) 
der  Kaumkurve.  Es  ist  leicht,  zu  einem  beliebigen  Koordinaten- 
systeme  zuriickzukehren,  Denn  demjenigen  Punkte  auf  der  Kegel- 
acbse,  der  von  der  Spitze  (x,  y,  z)  die  Entfernung  Eins  hat,  kommen 
in  dem  begleitenden  Dreikante  die  Koordinaten  u,  v,  w  zu.  Nach 
I(J)  erbalten  wir  desbalb  als  seine  Koordinaten  in  bezug  auf  das 
Achsenkreuz 
x  ^  au  +  lv  -\-  hw,  y  +  fiu  +  mv  +  {aw,  z  +  yu  +  no  +  vw, 

da  die  Taugente,  Haupt-  und  Binormale  die  Ricbtungskosinus  a,  ft,  7 
bzw.  /,  m,  n  bzw.  A,  /z,  v  haben.     Deshalb  sind 

yur\-  nv  +  V  w 
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oder  also  nach.  (14) 


4r  y  —  3o  v 


die  Richtungskosinus  der  Kegelachse  in  bezug  auf  das  allgemeine 
Koordinatensystem.     Hiernach  konnen  wir  sagen: 

Satz  61:  Die  Achse  desjenigen  Rotationskegels,  der  in 
seiner  Spitze  P  eine  Raumkurve  oskuliert,  d.  h.  in  min- 
destens  dritter  Ordnung  beriihrt,  hat  Richtungskosinus 
proportional  4r#  —  Bo  A,  4r/2  —  3o/i,  4r/  — 30v.  Dabei  sind 
cc,  ft,  7  die  Richtungskosinus  der  Tangente  und.  A,  JM,  v  die 
der  Binormalen  des  Kurvenpunktes  P,  wahrend  r  und  o  den 
Kriimmungs-  und  Torsionsradius  von  P  bedeuten.  Der 
Winkel  &  der  Kegelachse  mit  den  Mantellinien  wird  durch 
tgw  =  3^>:4r  bestimmt. 

Beispiel:    Bei  einer  Schraub-enlinie  ist  g:r  nach  Satz  33,  S,  302, 

konstant.  Deshalb  haben  beide 
im  Vorjbergehenden  betrachtete 
Kegel  nach  (1)  und  (15)  in  alien 
Punkten  einer  Sehraubenlinie 
konstante  Offnungen.  Wir  wol- 
len  die  Kegel  insbesondere  an 
einer  Stelle  einer  gemeinen 
Sehraubenlinie  c  konstru- 
ieren  und  zwar  einer  solchen, 
die  einen  Steigwinkel  von  45° 
hat  und  rechtsgewunden  ist.  Sie 
liege  auf  einem  Zylinder  vom 
Radius  r,  siehe  S.  211.  Nach 
(29),  S.  236,  ist  hier  r  =  2r, 
Q  =  —  2r,  also  beim  ersten 
Kegel  tg  co  =  —  1  und  beim 
zweiten  tgw  —  —  f  ?  wofiir  wir 
auch  tg  G)  —  1  und  tg  <$  —  f 
setzen  diirfen.  Ist  der  Punkt  P, 
fiir  den  wir  die  Kegel  konstru- 
ieren  wollen,  der  Punkt  mit  der 
Abszisse  x  —  t  auf  der  x- Achse, 
so  gibt  (30),  S.  237:  a  =  I  =  0, 


Fig-  87.  wobei    ]/2   positiv   ist.      Nach 

Satz  58  und  Satz  61  sind  des- 

halb  die  Richtungskosinus  der  Aehsen  des  ersten  Kegels  proportional  0,  0,  1 
und  des  zweiten  Kegels  proportional  0,  1,  7.  Beide  Aehsen  sind  zur  #-Achse, 
der  Hauptnormalen  von  P,  senkrecht  und  die  erste  ist  uberdies  zur  Achse  der 
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Schraubenliuie  parallel.  Siehe  Fig.  87,  worin  der  Deutlichkeit  halber  auch  der 
G-rundkreis  des  Zylinders  der  Schraubenlinie  e  angegeben  und  der  Zylinder 
selbst  angedeutet  worden  1st. 

Man  hat  noch  einen  anderen  Eotationakegel  betrachtet,  der 
eine  gegebene  Eaumkurve  an  einer  Stelle  P  in  mindestens  dritter 
Ordnung  beriihrt,  jedoch  seine  Spitze  nicht  in  P,  vielmehr  auf  der 
Kriimmungsaehse  yon  P  (vgl  S.  320}  hat,  namlich  denjenigen? 
der  die  Schmiegungs- 
kugel  von  P  langs  des 
Kriimmungskreises  vonP 
berlihrt  (vgl.  8.319,  Fig.83).1 
Dieser  Kegel  ist  in  Fig.  88 
dargestellt.  Den  Beweis  dafiir, 
da8  er  die  Kurve  in  P  in 
mindestens  dritter  Ordnung 
beriihrt,  wollen  wir  fiihren, 
indem  wir  von  einem  etwas  all- 
gemeineren  Standpunkte  aus- 
gehen.  Man  bedenke  namlich, 
daB  jede  Flache,  die  den 
Krummungskreis  von  P  ent- 
halt,  die  Kurve  in  P  nach 
S.  306  in  mindestens  zweiter 
Ordnung  beriihrt,  weil  der 
Krummungskreis  es  tut  (nach 
S.  251,  252).  Deshalb  wollen 
wir  irgend  einen  Eotationskegel  betrachten,  der  den  Kriim- 
mungskreis  von  P  enthalt,  also  seine  Spitze  S  auf  der 
Kriimmungsachse  von  P  hat,  und  untersuchen,  unter  welcher 
Bedingung  er  die  Kurve  in  P  in  hoherer  als  zweiter  Ordnung  be- 
riihren  wird. 

Die  Spitze  S  babe  vom  Krummungsmittelpunkte  K  von  P  irgend 
einen  Abstand  <?,  gemessen  von  K  aus  im  Stnne  der  wie  die  Bi- 
normale  zu  orientierenden  Kriimmungsachse  von  P.  Wird  das  be- 
gleitende  Dreikant  von  P  als  Achsenkreuz  gewahlt,  so  sind  a  =  0, 
5  ,._,  T}  c  -=  a  ^  Koordinaten  von  S  und  u  =  0,  v  =  0,  w  ==  1  die 
Eichtungskosinus  der  Kegelachse.  Da  der  Winkel  o?  der  Mantel- 


Fig.  88. 


1  DaB    dieser  Kegel  die  Kurve  in  mindestens  dritter  Ordnung  beriihrt, 
zeigte  SCHELL  in  seinem  auf  S.  223  genannten  Buche* 
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linien  mit  der  Kegelachse  gleich  *2p.KSP  ist,  wird  aufierdem  cos  GO 
=  0-:]/r2-f  or2.     Mithin  lautet  die  Kegelgleichung  nach  (9)  so: 


Um  zu  erkennen,  fur  welchen  Wert  von  a-  er  die  Kurve  in  mindestens 
dritter  Ordnung  berubrt,  wenden  wir  den  Satz  38,  S.  309,  an.  Danach 
ist  zu  verlangen,  daB  die  drei  Gleichungen,  die  aus 


durch  dreimalige  Differentiation  nach  der  Bogenlange  s  der  Raum- 
kurve  hervorgehen,  erfullt  werden,  wobei  die  Werte  (12)  fiir  die  Ab- 
leitungen  von  x,  y,  z  gelten,  wabrend  ar  =  y  =  2:  =  0  zu  setzen  ist. 
Wie  vorauszusehen  war?  werden  die  beiden  ersten  Bedingungen  er- 
fiillt  Die  dritte  gibt: 


Die  Annabme  G  =  0  ist  auszuscblieBen,   weil   der  Kegel  sonst  in 
eine  (doppeltzablende)  Ebene  ausarten  wiirde.    Demnach  kommt 


Nun  saben  wir  auf  S.  319,  daB  die  Strecke  vom  Krummungsmittel- 
punkte  K  bis  zum  Mittelpunkte  M  der  Scbmiegungskegel  den  Wert 
—  rf  hat  Da 


ist,  mufi  somit  das  Dreieck  SPM  in  P  einen  rechten  Winkel  haben, 
d.  h.  die  Spitze  des  Kegels  S  liegt  so,  daB  der  Kegel  die  Schmiegungs- 
kugel  beriihrt.  Folglich  haben  wir  den 

Satz  62:  Unter  alien  Eotationskegeln,  die  den  Kriim- 
mungskreis  eines  Punktes  Pvon  allgemeiner  Lage  auf  einer 
Eaumkurve  enthalten  und  also  die  Kurve  in  P  in  min- 
destens zweiter  Ordnung  bertihren,  gibt  es  nur  einen,  der 
dort  mit  der  Kurve  eine  Bertihrung  in  mindestens  dritter 
Ordnung  eingeht.  Es  ist  dies  derjenige  Rotationskegel, 
der  die  Schmiegungskugel  l^ngs  des  Krtimmungskreises 
beriihrt 


Dritter  Abschnitt. 
Kurven  und  abwickelbare  Flachen. 


§  1.    Die  Tangentenflache  einer  Kurve. 

Im  gegenwartigen  Abschnitte  imtersuchen  wir  solche  Flachen 
und  Kurven,  die  zu  einer  gegebenen  Kurve  in  so  enger  Beziehung 
stehen,  daB  erst  durcli  ihr  Stadium  die  Theorie  der  Raumkurven 
zu  einem  Abschlusse  gelangt  Zugleich  dient  dieser  Abschnitt  als 
Vorbereitung  zur  allgemeinen  Flachentheorie,  da  wir  einige  be- 
sondere  Flachenarten  schon  tier  besprechen. 

Zunachst  soil  uns  die  Flache  beschaftigen,  die  von  den 
Tangenten  einer  Eaumkurve  gebildet  wird.1  Wir  bebalten 
dabei  die  uns  aus  dem  zweiten  Abschnitte  vertrauten  Bezeichnungen 
fur  die  Elemente  der  Kurve  bei. 

G-egeben  sei  eine  Kurve  c  in  Parameterdaratellung: 

(l)  * 


Die  Tangente  des  Punktes  (*)  oder  (gp,  %,  tfj)  gebt  durcli  diesen  Punkt 
selbst  und  bat  Kichtungsko  sinus  proportional  <p'y  %',  -y\  so  da8  ihre 
laufenden  Koordinaten  j,  5,  §  mitteis  eines  Parameters  r  so  dar- 
gestellt  werden  konnen: 


(2)     r  =  <p(t]  +  r  <p'(£),       t>  =X$  +  **'(*}>       5  = 

siehe  (2),  S.  220.  Gibt  man  t  nacb  und  nach  verscbiedene  Werte, 
so  heiBt  dies.,  daB  man  nacb  und  nach  verschiedene  Tangenten  ins 
Auge  faBt.  Dabei  beschreibt  der  Punkt  (£,  t),  3)  jedesmal  die  be- 
treffende  Tangente,  sobald  man  r  veranderlich  laBt  Gibt  man  t 
und  r  irgend  welche  bestimmte  Werte,  so  bedeutet  dies,  daB  man 


1  Solche  Fiadtxen  wnrden  1771  zuerst  von  EULEK,  ,,Be  solidis  quorum 
superficiem  in  planum  explicare  licet",  Novi  CommeDtarii  Acad.  Petro- 
politanae,  a.  1771,  T.  XVI,  Petersburg  1772,  und  von  MONGE  in  seiner  auf 
S.  219  angegebenen  Arbeit  betrachtet,  alsdann  1774  von  TINSEATJ  (siehe  die  An- 
merkung  zu  S.  203). 
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einen  bestiminten  Punkt  (y,'  9,  j)  auf  einer  bestimmten  Tangente  der 
Eurve  (1)  betrachtet.  Die  Gleichungen  (2)  stel'len  mithin,  so  bald 
man  t  und  r  als  zwei  beliebige  Veranderliche  auffaBt,  die 
Gesamtheit  aller  derjenigen  Punkte  (j,  5,  j)  analytiseh  dar,  die  auf 
den  oo1  Tangenten  der  Kurve  (1)  liegen.  Es  ist  dies,  da  j,  tj;  j 
einwertige  analytische  Funktionen  von  t  und  r  sind,  eine  stetige 
Gesamtheit  von  oo2  Punkten,  die  eine  Flache  erfiillen.  Diese  Flache, 
deren  analytischer  Ausdruck  die  Gleichungen  (2)  sind,  heiBt  die 
Tangentenflache  der  Kurve  c. 

Will  man  die  Flache  durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen 
j,  9,  j  allein  darstellen,  so  mu8  man  die  Parameter  t  und  T  aus 
den  drei  Gleichungen  (2)  eliminieren,  Der  Parameter  r  ist  leicht 
2u  entfernen;  es  bleiben  die  beiden  Gleichungen: 

g  -  y  (0  =  i)  -z(f)  ^  h  ~  y  (0 
y'W  "         ^W  V'W 

Hieraus  ware  noch  ^  zu  entfernen,  indem  man  mittels  einer  der 
Gleichungen  t  als  Funktion  von  5,  i),  j  berechnete  und  in  die  andere 
einsetzte.  So  wurde  eine  Gleichung  F($,  5,  5)  =  0  hervorgehen  (wie 
auf  S.  208).  Aber  die  Darstellungsform  (2)  der  Tangentenflache  ist 
viel  bequemer. 

Ist  insbesondere  der  in  den  Gleichungen  (1)  der  Eaumkurve  c 
auftretende  Parameter  t  die  Bogenlange  s: 

(3)      ar 


so  sind  die  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach 
s  die  Richtungskosinus  a,  /3,  7  der  Tan- 
gente des  Punktes  (s}.  1st  nun  (j,  tj,  j)  der- 
jenige  Punkt  der  Tangente,  der  vom  Be- 
Fig.  89.  riihrungspunkte  den  Abstand  r  hat,  indem 

man  diesen  Abstand  entsprechend  dem 

Sinne  der  orientierten  Tangente  vom  Kurvenpunkte  (ar,  y,  z)   nach 

dem  Flachenpunkte  (j,  t),  3)  miBt,  so  wird: 

Hierin  sind  #,  y,  r  die  durch  (3)  bestimmten  Funktionen  von  s  uud 
a,  /?,  7  ihre  Ableitungen  nach  5.  Wiederum  stellen  die  Gleichungen  (4), 
wenn  s  und  r  variieren,  alle  moglichen  Pankte  fe  t),  5)  der  Tangenten- 
flache  dar.  Jetzt  aber  haben  die  Hilfsveranderlichen  s  und  T  eine 
einfache  geometrische  Bedeutung  (siehe  Fig.  89). 

Wir    wollen    nun    den   Parametern   s   und    r   zwei   bestimmte 
Werte  beilegen,  also  einen  bestimmten  Punkt  (y,  5,  j)  der  Tangenten- 
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flache  annehmen  und  darauf  s  und  r  um  absolut  genommen  be- 
liebig  kleine  GroBen  As  und  AT  andern,  so  daB  der  neue  Pnntt 
(s  +  As,  T  +  AT)  auf  einer  der  ersten  Tangente  benachbarten  Tan- 
gente  liegt  und  dem  alten  Punkte  (s,  T)  ebenfalls  benachbart  ist. 
Das  Differential,  das  sicli  fiir  die  Entfernung  beider  Stellen  YOH- 


(59  J) 


•dr 


Ids 


Fig.  90. 


Fig,  91. 


einander  ergibt,  falls  A  s  und  A  T  nach  Null  streben,  also  statt  A  s 
und  AT  Differential  ds  und  dT  auftreten,  heiBt  das  Bo  gen- 
element  d§  der  Tangentenflache,  siehe  Fig.  90.  Sein  Quadrat 
ist  leicht  zu  berechnen.  Denn  es  ist: 

(5) 

Nach  (4)  aber  wird 


oder  nach  III(S)  und  III(C) 

\         ^*    / 
Ahnlich   ergibt  sich  <fti  und  d  j,  so  daB  nach  (5)  und  11(4}  folgt: 

.-^}ds*  +  2dsdT  +  dTz 

m  I 


Betrachten  wir  nun  irgend  eine  zweite  Raumkurve  c,  auf  der 
ebenfalls  s  die  Bogenlange  bedeute,  w^hrend  T  auch  dort  die  auf 
der  Tangente  gemessene  Strecke  darstelle.  Dann  entspricht 


SCHEFFBRS,  Biff.  L  8.  Aufl. 
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jedem  Punkte  (s,  r)  der  Tangentenflache  von  c  ein  be- 
stimmter  Punkt  (s,  r]  der  Tangentenflache  von  c,  wenn  wir 
eben  diejenigen  Punkte  auf  beiden  Flachen  einander  zuordnen,  die 
demselben  Wertepaare  s,  T  zugehoren  (siehe  Fig.  91).  Wenn  bei 
beiden  Kurven  c  und  c  tiberdies  das  Quadrat  der  Kriimmung  1  :  r 
dieselbe  Funktion  von  s  ist,  stiminen  die  Quadrate  der  Bogen- 
elemente  auf  beide  Flachen  nach  (6)  an  entsprechendeu  Stellen 
und  fiir  dieselben  Differentiale  ds  und  dr  vollig  miteinander  iiberein. 
Dies  aber  bedeutet:  Wenn  ein  Punkt  irgend  eine  Kurve  auf  der 
ersten  Tangentenflache  durchlauft,  wird  der  ihm  zugeordnete  Punkt 
auf  der  zweiten  Flache  ebenfalls  eine  Kurve  beschreiben;  und  bei 
beiden  Kurven  stimmen  die  Bogenelement-Quadrate  d%2,  also  auch 
die  Gesamtlangen  abgesehen  vom  Vorzeichen  iiberein,  Daher: 

Satz  1:  1st  bei  zwei  Raunikurven  die  Kriimmung  ein 
und  dieselbe  Funktion  der  Bogenlange,  so  kann  man  die 
Tangentenflachen  beider  Kurven  einander  Punkt  fur  Punkt 
derart  zuordnen,  daB  jeder  Kurve  auf  der  einen  Flache 
eine  Kurve  von  gleicher  Lange  auf  der  anderen  Flache 
entspricht. 

Welche  Funktion  der  Bogenlange  s  auch  die  Krummung  1  :  r 
einer  gegebenen  Kurve  c  im  Raume  sein  mag,  stets  gibt  es  ins- 
besondere  eine  ebene  Kurve  c,  langs  deren  die  Krummung  ab- 
gesehen von  Vorzeichen  dieselbe  Funktion  der  Bogenlange  1st,  denn 
nach  Satz  31,  S.  52,  sind  ja  in  der  Ebeue  z  =  0  z.  B. 


(7, 


die  Gleichuugen  einer  derartigen  Kurve  c.  Weil  die  Tangenten  der 
ebenen  Kurve  c  in  ihrer  Ebene  liegen,  folgt  somit,  da8  man  jedem 
Punkte  der  Tangentenflache  einer  Raumkurve  c  einen  Punkt  in  der 
Ebene  z  =  0  so  zuordnen  kann,  daB  jeder  Kurve  auf  der  Tan- 
gentenflache von  c  eine  Kurve  von  gleicher  Lange  in  der 
Ebene  entspricht.  Man  sagt:  Die  Tangentenflache  der  Raum- 
kurve  c  laBt  sich  Punkt  fiir  Punkt  so  auf  die  Ebene  z  =  0  ab- 
bilden  (vgl.  S.  166),  daB  dabei  alle  Langen  ungeandert  bleiben,  und 
kann  diese  Zuordnung  deshalb  eine  langentreue  Abbildung  der 
Tangentenflache  auf  die  Ebene  nennen. 

Analytisch  wird  sie  so  bewirkt:    Die  Richtungskosinus  «,  /S,  ;' 
der  Tangente   der  Kurve  (7)  —  aufgefaBt  als  Raumkurre  —  sind 
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der  in  (7)  auftretende  Kosinus  und  Sinus  und  Null.    Entsprechend 
(4)  sind  daher 


(8) 


die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  (,<?,  T)  der  Tangentenflache 
von  c,  die  in  der  Ebene  z  =  0  liegt.  Jeclem  Wertepaare  s,  r  gehort 
nun  ein  Punkt  (j,  t),  j)  der  Tangentenflache  (4)  der  Raumkurve  c 
sowie  ein  Punkt  (j,  t),  g)  der  Ebene  z  =  0  infolge  von  (8)  zu,  und 
damit  ist  die  Abbildung  analytisch  geleistet. 

Ein  Grrenzubergang  lehrt  weiterhin,  daB  man  diese  Abbildung 
auch  auf  geometrischem  Wege  bewirken  kann.  Denkt  man  sich 
namlich  die  Tangentenflache  (4)  materiell 
aus  einer  vollig  biegsamen,  aber  nirgends 
dehnbaren  unendlich  diinnen  Haut  her- 
gestellt,  so  kann  man  sich  vorstellen,  daB 
sie  sich  durch  Verbiegen  derart  auf  die 
Ebene  ausbreiten  lasse,  daB  jeder  Punkt 
der  Flache  gerade  in  den  zugehSrigen 
Punkt  der  Ebene  fallt.  Wir  betrachten 
namlich  wie  auf  S.  224  statt  der  Raum- 
kurve c  vorerst  ein  raumliches  Polygon 
Pl  P2  P3  P4 . . .  (siehe  Fig.  92),  dessen  Seiten 
geradlinig  und  verhaltnismaBig  kurz  sind 
und  bei  dem  jede  Seite  in  ihrer  Richtung 
nur  sehr  wenig  von  der  vorhergehenden  p^  92 

Seite  abweicht.    Die  Polygonseiten  Pl  P2, 

P2  P3,  P3  P4  .  .  .  verlangern  wir  nach  der  einen  Richtung  bin,  sagen 
wir  liber  P(),  P3,  P4  .  .  .  hinaus?  beliebig  weit.  Da  je  zwei  auf- 
einanderfolgende  Seiten  einander  schneiden,  bilden  sie  eine  Ebene 
und  die  verl'angerten  Seiten  sind  die  Schenkel  einer  Reihe  auf- 
einanderfolgender  verhaltnismaBig  kleiner  spitzer  Winkel.  Ks  seieu 
•^123?  -^28*»  -^845  '  '  '  ^Q  Winkelfeldei\  Wir  denken  uns  diese  Winkel- 
felder  um  ihre  gemeinsamen  Schenkel  P2  P3,  P3  P4,  P4  P5  .  .  .  drehbar, 
aber  im  iibrigen  starr.  Zeicbnen  wir  auf  clie  Winkelfelder  irgend 
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eine  gebrochene  Linie  Al  Az  A3  .  .  .  ,  so  wird  ihre  Lange  durch  die 
Drehung  der  Winkelfelder  gegeneinander  nicht  geandert. 

Legen  wir  das  erste  Winkelfeld  JS123  auf  die  Ebene  z  *=  0,  so 
konnen  wir  das  iibrige  Modell  insgesamt  so  weit  um  P2  P3  drehen, 
bis  auch  das  Winkelfeld  ^234  in  der  Ebene  liegt.  Den  Rest  des 
Modells  drehen  wir  alsdann  wiederum  um  P3P4  so  weit,  bis  auch 
das  Feld  JE345  in  der  Ebene  liegt,  usw.  Das  aus  den  Winkelfeldern 
7>123?  $,34?  i'345  .  .  .  bestehende  raumliche  Gebilde  wird  so  auf  die 
Ebene  z  —  0  ausgebreitet  Die  eingezeichnete  gebrochene  Linie 
A^  A,,  AB  A^  . . .  ist  dabei  in  eine  gebrochene  Linie  in  der  Ebene 
iibergegangen,  ohne  ihre  Lange  geandert  zu  haben.  Das  raum- 
liche Gebilde  ist  also  ohne  Dehnung  auf  die  Ebene  ab- 
gewickelt  worden.1 


Aber  noch   mehr:     Jedes  Winkelfeld  #12 


ein  Scheitel -Winkelfeld 


3? 


^345 


hat 

Diese  Scheitelfelder 
erzeugen  zusammen  ein  raumliches 
Gebilde,  das  ebenfalls  bei  jenem  Ver- 
fahren  in  ein  ebenes  Gebilde  iiber- 
geht;  siehe  Fig.  93,  Das  raumliche 
Polygon  P1  P3  P3  P4  ...  ist  jetzt  in 
ein  ebenes  Polygon  Pl  P2  P3  P4  .  .  . 
verwandelt  worden,  und  zwar  so,  daB 
die  Ebene  z  =•  0  auf  der  konvexen 
Seite  des  Polygons  doppelt  mit  den 
Winkelfeldern  #123,  ^234,  ^345 . . .  und 
W  W  W  iihprd^oki-  i^t 

123'          234*  345    •   •  •     u-ucivicun-u      JLou. 

Man   kann  nun  gedanklich   den 
Grenzubergang    ausfiihren,    der    das 
gegebene  Polygon  Pl  P2  P3  P4  .  .  .   in 
eine  Raumkurve  c  verwandelt.     Das 
aus    den    Winkelfeldern    J57123,    j5234 
•^345  •  •  •  bestehende  Gebilde  geht  da- 
Pig,  93.         ,  bei  in  die  Flache  fiber,  die  von  den 
nach    einer    Seite,    etwa    nach    der 
positiven,   gezogenen   Tangenten   der   Kurve   c   erzeugt   wird.     Die 


Winkelfelder  -# 


12S, 


.  .  ,  dagegen  liefern  die  Flache,  die 


ron  den  negativen  Teilen  der  Tangenten  von  c  erzeugt  wird. 

Die   Tangentenflache   einer   reellen  Raumkurve  c  hat 


1  Das  in  der  Aumerkung  zu  S.  224  erwahnte  Modell  ist  durch  das  um- 
^ekehrte  Verfahren  hergestellt  worden. 
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also  zwei  reelle  Mantel,  die  sich  langs  der  Kurve  treffen, 
und  bei  der  Ausbreitung  der  Tangentenflaehe  auf  der  Ebene  geht 
die  reelle  Kurve  c  derart  in  erne  ebene  Kurve  c  liber,  daB  die  beiden 
Mantel  der  Tangentenfiache  denjenigen  Teil  der  Ebene  doppelt  tiber- 
decken,  der  auf  der  konvexen  Seite  der  ebenen  Kurve  c  liegt 

Um  den  Beweis  dafur,  daB  sich  die  Tangentenflaehe  einer  Kurve  ohne 
Dehnung  auf  die  Ebene  ausbreiten  laBt,  auch  analytisch  zu  fiihren,  gehen  wir 
davon  aus,  daB  die  Kriimmung  1 :  r  und  die  Torsion  1 :  $  langs  der  gegebenen 
Kurve  c  gegebene  Funktionen,  der  Bogenlange  5  sind,  etwa  diese 

(9)  -^--FW,       -*=£(*). 

Nun  verstehen  wir  unter  a  eine  Konstante  und  berechnen  irgend  eine  von  den- 
jenigen Kurven,  la"ngs  deren  die  Krumniung  und  die  Torsion  die  Funktionen 

(10)  y-=jP  (,<?),       —  ^=a(?(s) 

der  Bogenlange  sind;  dabei  hat  man  den  Satz  32,  S.  298,  anzuwenden.  In  der 
dabei  vorkommenden  RiccATischen  Differentialgleichung  tritt  die  Konstante  a 
so  auf,  daB  man  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  entnehmen  kann, 
daB  die  Koordinaten  #,  y,  *  der  Punkte  einer  Kurve,  langs  -deren  die  Glei- 
chungen  (10)  gelten,  einwertige  analytische  Funktionen  von  s  und  a  werden, 
wobei  dem  Bereiche  von  a  insbesondere  alle  Werte  von  a  =  0  und  a  =  I  an- 
gehoren,  Demnach  mogen 

(11)  x  =  ®(s7  a),      y  =  X(s,  a),      x  **  W(s,  a) 

die  Gleichuiigen  der  Kurve  sein.  Die  Kurve  selbst  sei  mit  ca  bezeichnet.  Ihre 
Tangentenflache  hat  nach  (4)  die  Gleichungen 

(12)  J=  <P(«,a)  +  x-|y-,      i)  =  X(s,a)  +  T~,      5  =  ^(5,^)^1-^- 

Wenn  nun  die  Konstante  a  durch  eine  benachbarte  Konstante  b  ersetzt  wird, 
ergibt  sich  eine  benachbarte  Kurve  c6,  deren  Tangentenflache  zur  Tangenten- 
flache (12)  von  ca  benachbart  ist.  Zu  irgend  einem  bestimmten  Wertepaare  5,  t 
gehort  nSmlieh  ein  Punkt  fe,  i),  $  der  Flache  (12)  und  ein  Punkt  Qc  +  J& 
n  4.  ^  lj?  j  4_  j  j)  der  Tangentenflache  von  c^  und  dabei  liegt  der  zweite  Punkt 
in  einer  gewissen  Umgebung  des  ersten  Punktes^  die  man  dadurch  beliebig  klein 
machen  kann,  daB  man  den  absoluten  Betrag  von  b  —  a  hinreichend  klein 
wShlt.  Da  nun  die  Krummnng  1 :  r  bei  beiden  Kurven  ca  und  ob  nach  (10) 
dieselbe  Funktion  F(s)  der  Bogenlange  s  ist,  sind  iiberdies  die  Tangenten- 
flachen  der  beiden  Kurven  ca  und  cb  Punkt  fur  Punkt  langentreu  aufeinander 
abgebildet,  vgl.  Satz  1. 

Lassen  wir  -die  GhroBe  a  die  reellen  Werte  von  Eins  bis  Null  durchlaufen,  so 
ergibt  sich  demnach  eine  stetige  Schar  von  oo*  Kurven  (11)  und  eine  stetige 
Schar  von  oo.i  TangentenflSchen  (12).  Dabei  ist  jede  Flache  langentreu  auf 
die  benachbarten  abgebildet,  so  daB  einander  entsprechende  Punkte  einander 
ebenfalls  benachbart  sind.  Indem  man  von  der  ersten,  namlich  der  zu  a  =  1 
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gehorigen  Flache  (12)  dutch  alle  Flachen  der  Schar  bis  zur  letzten,  namlich 
der  zu  a  =  0  gehorigen  Flache  iibergeht,  andert  man  somit  die  Flache  in 
stetiger  \Veise  derart  ab,  daB  jede  Kurve  auf  der  Flache  bestiindig  ihre  urspriing- 
liche  Lange  behitlt.  Der  Beweisgang  wird  durch  die  Bemerkung  vollendet, 
da6  die  Kurven  ^  und  c0,  die  zu  a  —  1  und  a  -  0  gehoren,  der  gegebenen 
Raumkurve  c  und  der  gegebenen  ebenen  Kurve  c  kongruent  sind,  Bei  der 
Kurve  ^  namlich  habeii  1 :  r  und  1  :  ^  nach  (10)  dieselben  Werte  (9)  wie  bei 
der  gegebenen  Kurve  e,  und  bei  der  Kurve  c0  haben  sie  nach  (10)  dieselben 
Werte  wie  bei  der  ebenen  Kurve  c,  da  dieser  nach  Satz  17,  S.  244,  die  Torsion 
Null  zukommt,  Nach  Satz  29,  S.  285,  ist  deshalb  in  der  Tat  ct  mit  c  und  c0 
mit  c  kongrueat. 

Bei  alien  bisherigen  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  wie 
auch  bei  den  folgenden  sind  natiirlich  die  Geraden  und  Minimal- 
kurven  erster  und  zweiter  Ordnung  auszuschliefiea,  weil  bei  ihnen 
die  Begriffe  der  Kriimmung  und  Torsion  teilweise  oder  gaiiz  fehlen. 
Hiernach  gilt  der 

Satz  2:  Die  Tangentenflache  einer  Raumkurve,  die 
weder  eine  Gerade  noch  eine  Minimalkurve  erster  oder 
zweiter  Ordnung  ist,  lafit  sich  stetig  so  verandern,  daB 
ihre  Geraden  bestandig  die  Tangenten  einer  sich  ver- 
andernden 'Kurve  sind,  daB  ferner  jede  auf  ihr  gezogene 
Kurve  ihre  urspriingliche  Lange  behalt  und  daB  sie 
schlieBlich  in  die  .-ry-Ebene,  namlich  in  die  Tangenten- 
fliiche  einer  ebenen  Kurve  llbergeht.  Alle  Kurven,  in  die 
dabei  die  urspriingliche  Kurve  verwandelt  wird,  und  ins- 
besondere  die  letzte  ebene  Kurve,  in  die  sie  tibergeht, 
haben  das  eine  gemeinsam,  daB  langs  ihrer  die  Kriimmung 
dieselbe  Funktion  der  Bogenlange  ist. 

Den  Inhalt  dieses  Satzes  meint  man,  wenn  man  so  sagt: 
Die  Tangentenflache  einer  Eaumkurve  laBt  sich  in  eine 
Ebene  verbiegen.  Spater  (in  §  4)  werden  wir  erkennen,  daB 
jede  Flache,  die  sich  punktweise  so  auf  die  Ebene  abbilden  laBt, 
daB  entsprechende  Kurven  auf  der  Flache  und  in  der  Ebene  immer 
gleiche  Langen  haben,  die  Tangeutenfiache  einer  Raumkurve  ist. 
Indem  wir  dies  fur  den  Augenblick  vorweg  nehmen,  erklaren  wir 
dadurch  den  Namen:  abwickelbare  Flachea  oder  developpable 
Flachen,  den  man  den  Tangentenflachen  der  Kurven  gegehen  hat. 

Bei  spiel:  Wenn  die  Raumkurve  c  eine  gemeine  Schraubenliuie 
ist,  hat  sie  nach  S.  236  eine  konstante  Krummung  1  :r.  Nach  Satz  29,  S.  51, 
geht  daher  die  Kurve,  wenn  man  ihre  Tangentenflache  auf  die  Ebene  ausbreitet, 
in  einen  Kreis  c  vom  Radius  r  uber,  siehe  Fig.  94.  Dabei  verwandeln  sich 
die  beiden  Mantel  der  Tangentenflache  in  das  AuBerc  des  Kreiscs,  Man  hat 
sich  dahor  die  Kreisebene  in  der  Figur  doppelt  zu  denken,  Xattirlich  er- 
strccken  ,sich  die  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  damit  auch  die  beiden 
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Mantel  der  Tangentenfl&che  bis  :ns  Unenclliche.  In  der  Figur  dagegen  sind 
alle  Tangenten  naeh  beiden  Seiten  von  den  Beriihrungspunkten  aus  gleich  lang 
gezogen,  so  daB  zwei  auBere 
Begrenzungslinien  entstehen, 
die,  wie  man  leicht  erkennt, 
ebenfalls  gemeine  Schrauben- 
linien  sind.  In  der  Ebene 
entsprechen  ihnen  die  Orte 
der  Punkte,  die  man  erh&lt, 
wenn  man  alle  Tangenten  des 
Kreises  c  gleich  weit  von  den 
Beriihrungspunkten  aus  fort- 
setzt,  und  so  entstehen  zwei 
auBere,  einander  in  der  Figur 
deckende  Kreise.  Ubrigens 
1st  in  Fig.  94  noch  eine  Kurve 
eingezeichnet  worden,  die  zur 
Erlauterung  eines  spateren 
Satzes  dienen  soil  (vgl.  S.  395). 
Im  vorliegenden  Falle  ist 
es  leicht,  den  vorhin  gefuhrten 
analytischen  Beweis  der  Ab- 
wickelbarkeit  durch  die  wirk- 
lichen  Gleichungen  wiederzu- 
geben.  Nacb  (17),  S.  213,  sind 
namlich 


(13) 


5  COS  « 

x  —  r  cos  —  - — , 

.      S  COS  Of 

y  =  r  sm , 

%  as  ^  sin  « 


die  Gleichungen  einer  gemei- 
nen  Schraubenlinie,  so  daB 
nach  (4) 


(14) 


—  r  cos 


—  t  cos  a  sm  - 


SCOSOC 


=  r  sm 


SCOStt 


s  cos  a 

+  t  cos  a  cos , 

3  =  5  sin  <x  -h  T  sin  a 


Fig.  94. 


die  der  Tangentenflache  sind.    Dabei  hat  die  Schraubenlmie  nach  (29),  S.  236, 
die  Krummung 
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Halt  man  also  den  Wert  von  r  fest  und  andert  man  den  Radius  r  des 
Zylinders  der  Sehraubenlinie  und  ihren  Steigwinkel  a  stetig  so,  daB  bestandig 
die  Gleichung  (15)  besteht,  so  stellt  (14)  eine  stetige  Schar  von  Tangenten- 
flachen  von  gemeinen  Schraubenlinien  dar,  und  insbesondere  ergibt  sich  fur 
ct  —  0,  d.  h.  r  =  r,  nach  der  dritten  Gleichung  (14)  die  rr^-Ebene,  wahrend  (13) 


Fig.  95. 

fur  a  ==  0  die  G-leichungen  des  Kreises  c  in  dieser  Ebene  liefert.  Alle  diese 
Tangentenflachen  sind  langentreu  aufeinander  bezogen.  In  Fig.  95  ist  die 
Sehar  dadurch  angedeutet  worden,  daB  eine  Anzahl  der  sich  bis  zum  Kreise  c 
verandernden  gemeinen  Schraubenlinien  (13)  konstruiert  worden  ist.  Dabei  ist 
von  der  Kurve  mit  dem  Steigwinkel  a  =  -J-  n  ausgegangen,  bei  der  der  Zylinder- 
radius  r  nach  (15)  den  Wert  ±r  .hat.  Eine  Periode  dieser  Kurve  (vgl.  S.  211) 
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gebt  von  5  =  0  bis  5  =  27rr:cosa,  d.  b.  bis  s  =  3rr]/2.  Diese  Periode  ist  in 
vier  gleicbe  Teile  geteilt  worden,  und  die  Figur  zeigt,  wie  die  Teilpunkte  bei 
der  Verbiegung  der  zugeliorigen  Tangeutenflacbe  nacb  und  nacb  in  die  der 
anderen  gemeinen  Sehraubenlinien  tibergeben.  Die  Babn,  die  dabei  der  Punkt  (s) 
der  urspriinglicben,  zu  «  =  %n  geborigen  Scbraubenlinie  bescbreibt,  gebt  aus 
(13)  hervor,  wenn  man  darin  s  festbalt  und  a  als  Parameter  betrachtet,  nacb- 
dem  man  r  vermoge  (15)  aus  (13)  eliminiert  bat.  Es  kommt: 

„  s  *       .         s 

x  =  r  cos-  a  cos ,      y  =  r  cos2  a,  sin ,      »  =  s  sin  a 

r  cos  a         9  r  cos  a 

oder,  wenn  man  srrcoscc  als  Parameter  t  einfuhrt: 

52       cost  s3     sin*  s     Vr272~s2 

x  =  ~ — &—  >    y  =  •  ~  ~         • 


r        r     '  r 


In  Fig.  95  sind  diese  Kurven,  die  man  erbalt,  wenn  nur  t  veranderlicb  ist  und 
fiir  s  nacbeinander  die  Werte 


angenommen  werden,  punktiert  angedeutet.    Es  sind  die  Kurven,  die  die  mit 
derselben  Zabl  1,  2,  3,  4  bezeicbneten  Punkte  verbinden.1 

Wie  schon  bemertt  wurde,  hat  die  Tangentenflache  einer  reellen 
Raumkurve  c  zwei  Mantel,  die  sich  langs  der  Kurve  c  treffen. 
Welche  gestaltlichen  Eigentlimlichkeiten  Merbei  auftreten,  unter- 
suchen  wir  jetzt  dadurch,  daB  wir  die  Flache  mit  der  Normalebene 
eines  Punktes  P  der  Kurve  c  schneiden.  Dabei  wahlen  wir  das 
begleitende  Dreikant  von  P  als  Aclisenkreuz,  so  daB  wir  die  Kurve 
in  der  Form  (7),  S.  225,  darstellen  konnen: 


Nach  (2)  sind  die  Gleichungen  ihrer  Tangentenflache: 

I  =  (^  t  +  \  &  +  cx  ^3  +...)  +  («i  +  2^i  t  +  3ci  t2 


1  Eigentlicb  miifiten  in  Fig.  95  die  Tangentenflachen  dor  Scbraubenlinien 
angegeben  werden,  da  es  sich  ja  urn  ihre  stetige  Verbiegung  handelt.  Aber 
sie  wiirden  einander  vollkommen  verdecken.  Um  die  Scbraubenlinien  deutHch 
hervortreten  zu  lassen,  haben  wir  dagegen  ibre  Zylinder,  soweit  sie  unter- 
halb  der  Scbraubenlinien  liegen  (von  der  positiven  &-Acnse  aus  gerecbnet),  als 
Fiacben  angedeutet. 
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Die  Normalebene  des  Punktes  P  oder  (t  =  0)  ist  die  y  z-Ebene. 
Demnach  ergibt  sich  die  Schnittebene  der  Flache  mit  der  Normal- 
ebene*  wenn  man  den  Wert  von  r,  der  aus  £  =  0  hervorgeht: 


in  die  Grleichungen  fur  t)  und  j  einfiihrt.  Fiir  Werte  von  t,  deren 
absolute  Betrage  hinreichend  klein  sind,  weichen  nun  die  Werte  der 
vorkommenden  Potenzreihen  bekanntlich  beliebig  wenig  von  ihren 
ersten  Gliedern  ab.  Wenn  wir  also  die  Schnittkurve  in  der  un- 
mittelbaren  Nahe  des  Punktes  P  von  c  untersuchen  wollen,  konnen 
wir  als  Kurve,  die  sich  ihr  dort  beliebig  stark  nahert,  diejenige 
betrachteiij  die  hervorgeht,  sobald  man  nur  die  ersten  Grlieder  aller 
Reihen  benutzt  Wir  setzen  daher  in 

U  =  S3«»+2i2*r,         5  =  c3^  +  3c3;2T 
den  Wert 

T    -  ^    l     -  t 

t,     -      "~~  ~     —      ~~~    It 

«1 

ein  und  erhalten; 

9=-M2,         5=  -2,3f3. 

Diese  Hilfskurve  gilt,  sobald  nicht  nur  £2,  sondern  auch  c3  4=  0  ist, 
und  dies  ist  der  allgemeine  Fall,  den  allein  wir  untersuchen  wollen. 
Die  Hilfskurve,  die  in  der  Ebene  j  =  0  liegfc,  hat  dann  nach  S.  108 
an  der  Stelle  (*  =  0)nd.  L  in  P  selbst  eine  Spitze  oder  einen 
Eiickkehrpunkt,  indem  sie  sich  der  ^-Achse,  d,  h.  der  Haupt- 
normalen  von  P,  von  beiden  Seiten  her  anschmiegt  Daher  gilt  der 

Satz  3:  Die  Normalebene  eines  Punktes  P  allgemeiner 
Lage  einer  reellen  Eaumkurve  c  schneidet  die  beiden 
Mantel  der  Tangentenflache  in  einer  Kurve,  die  in  P  einen 
Riickkehrpunkt  hat,  dessen  Tangente  die  Hauptnormale 
des  Punktes  P  der  Raumkurve  c  ist.  (Siehe  Fig.  96). 

Die  beiden  Mantel  der  Tangentenflache  einor  reellen  Kurve 
bilden  demnach  langs  der  Kurve  einen  scbarfen  Grat,  indem  sie 
sich  langs  der  Kurve  bertihren.  Deshalb  heiBt  die  Kurve  selbsfc  die 
Gratlinie  der  Tangentenflache  oder  auch  ihre  Riickkehr- 
kurve.1 


1  MONGE  nannte  diese  Kurve  ,,1'arete  de  rebrousseroentu.  Die  Verall- 
getneinerung  des  Satzes  3,  die  leicht  zu  beweisen  ist  und  nach  der  jede  Ebene 
darch  P,  die  niebt  die  durcb  P  gehende  Tangente  enthalt,  die  Tangenten- 
flacbe  in  einer  Kurve  mit  einem  Euckkebrpunkte  in  P  scbneidet,  wurde  von 
DE  SAINT- VENANT  1844  ausgesprochen  (vgl.  die  auf  S.  203  genannte  Abhandluiig). 
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Da  die  Tangentenflache  ohne  Dehnung  in  die  Ebene  aus- 
gebreitet  werden  kann,  folgert  man  leicht,  da6  der  Winkel,  unter 
dem  zwei  Kurven  auf  der  Flache  einander  schneiden,  bei  der  Ab- 
wicklung  ungeandert  bleibt.  Urn  dies  aber  streng  analytisch  zu 
beweisen,  betrachten  wir  irgend  erne  Kurve  C  auf  der  Tangenten- 
flache. Wir  erhalten  sie, 
indem  wir  auf  jeder  Tan- 
gente  der  Kurve  c  eine 
Strecke  r  abtragen,  die  sich 
von  Tangente  zu  Tangente 
stetig  andert,  also  eine  Funk- 
tion  der  Bogenlange  5  von  c 
ist.  Wenn  wir  demnach  in  (4) 
unter  T  irgend  eine  Funktion 
von  s  verstehen: 


stellen    die     hervorgehenden 
G-leichungen: 


(16) 


/?«>(*) 


5  «  z 


Fig.  96. 

die  rechts  in  x,  y,  z,  a,  /9,  y 

und  co  ja  nur  eine  Veranderliche  5  enthalten,  eine  Kurve  C  auf  der 
Tangentenflache  dar,  und  zwar  mittels  des  Parameters  s,  der  aber 
nicht  die  Bogenlange  der  Kurve  C  bedeutet.  Vielmebr  ist  das 
Quadrat  des  Bogenelements  d$  von  C  aus  der  Formel 


ist  hier: 


erst  zu  berechnen.     Nach  (15),  111(5)  und 


--    =  a  -|  -- 
ds  r 


+  a  co' 


usw.,  so  daB  II  (A)  ergibt  (siehe  aucb  (6)  oben): 


Die  Richtungskosinus  «,  fr  f   der   Tangente   von  C  sind   die  Ab- 
leitungen  von  y,  t),  5  nach  S;  daher  wird 

_    d  +  ^,.+  ^ 

rt;  =  — . 


I/ 


(1 
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und  entsprechende  Werte  ergeben  sich  far  ft  und  y.  Der  Winkel  0 
der  Tangente  von  C  im  Punkte  (j,  9,  5)  oder  (§)  mit  der  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Tangente  der  Gratlinie  c  hat  folglich  nach  II  (A) 

den  Xosinus: 

l  -f-  G>' 


cos  0  =  S  «  #  == 


I/a 


Da  das  Quadrat  des  Krummungsradius  r  bei  der  Verbiegung  un- 
geandert  bleibt,  gilt  dasselbe  mithin  vom  Winkel  0,  und  dies 
war  zu  beweisen.  Hieraus  folgt  der 

Satz  4:  Bei  der  Abwicklung  der  Flache  der  Tangenten 
einer  Raumkurve  auf  die  Ebene  bleiben  die  Winkel,  unter 
denen  Kurven  auf  der  Flache  einander  schneiden,  un- 
geandert 

Werden  auf  einem  und  demselben  Mantel  der  Tangentenflache 
einer  re  ell  en  Kurve  zwei  Punkte  P0  und  P  angenommen  und  will 
man  sie  durch  diejenige  Kurve  auf  diesem  Mantel  verbinden,  die 
die  kiirzeste  von  P0  bis  P  ist,  so  wird  man  die  Flache  zunachst 
auf  der  Ebene  abwickeln,  wodurch  P0  und  P  in  zwei  Punkte  P0' 
und  Pr  tibergehen,  darauf  die  Gerade  von  P^  bis  P'  ziehen  und 
nun  die  Verbiegung  auf  die  Ebene  wieder  riickgangig  machen.  Aus 
der  Geraden  geht  dann  die  gesuchte  kiirzeste  Kurve  von  P0  bis  P 
hervor.  Aus  einem  Grunde?  der  erst  im  zweiten  Bande  erortert 
werden  kann,  gebrauchen  wir  kunftig  statt  der  Bezeichnung:  kiirzeste 
Linien  einer  Flache  die  Bezeichnung:  geodatische  Linien. 

Als  Ausartungen  von  Tangentenflachen  kann  man  die 
Kegel  und  Zylinder  bezeichnen.  Obgleich  es  geometrisch  ein- 
leuchtetj  wollen  wir  doch  auch  fiir  diese  Flachen  analytisch  zeigen, 
dafi  man  sie  auf  die  Ebene  l^ngentreu  abbilden  kann.  Dabei  werde 
vorausgesetzt,  dafi  die  Erzeugenden  des  Kegels  oder  Zylinders  keine 
Minimalgeraden  seien. 

Die  Spitze  eines  Kegels  konnen  wir  als  Anfangspunkt  wahlen.  Sind 
dann  a,  /?,  y  die  Kichtungskosinus  einer  Erzeugenden,  so  werden  sie,  weil  es 
co l  Erzeugende  gibt,  als  Funktionen  eines  Parameters  t  aufzufassen  sein.  Dem- 
nach  versteben  wir  unter  a,  /?,  y  drei  Funktionen  von  ^,  fiir  die 

(17)  «2  +  (P  +  f  «  l 

ist  Demjenigen  Punkte  (x,  y,  *)  einer  zu  einem  Werte  von  t  gehorigen  Er- 
zeugenden, der  von  der  Spitze  die  Entfernung  x  hat,  gemessen  itu  positiven 
Sinne  der  Erzeugenden,  kommen  alsdann  die  Koordinaten  zu: 

(18)  a?*ro(0,        ?**/?(*),        * 
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In  der  %  t)-Ebene  wollen  wir  nun  unter  w  eine  Fanktion  von  t  verstehen,  iiber 
deren  Annahme  wir  nachher  verfugen  werden,  und  setzen: 

(19)  l  —  T  cos  a)  (^),          1)  =  T  sin  oj  (t)  . 

Zu  jedem  Wertepaare  tf,  T  gehort  nun  nach  (18)  ein  Punkt  (#,  #,  «}  des  Kegels 
und  nach  (19)  ein  Punkt  (f,  ty)  der  Ebene,  d.  h.  der  Kegel  1st  punktweise  auf 
die  £  t)-Ebene  abgebildet.  Erteilt  man  t  und  z  (ebenso  wie  5  und  T  auf  S.  353) 
die  Differentiate  d  t  und  d  T,  so  ergfbt  sich  aus 

d  x  —  T  af  dt  -f-  &dr,       dy  —  T@'dt-t-fidr>      'dz  =  T  yf  dt  +  ydr 
das  Quadrat  des  Bogenelements  einer  Kurve  auf  dem  Kegel  in  der  Form: 
dx*  +  dy*  +  dtf  = 


well  ja  nach  (17)  auch  S  «  «'  =  0  ist.     Zugleich  folgt  nach  (19)  aus 

dj=  —  zsin  to.o/  d/  -f-  cos  ot>.<2r,         d  t)  =  T  cos  OKO'  c?^  4-  sin  a.d-c 

fiir  das  Quadrat  des  Bogenelements  der  entsprechenden  Knrve  in,  der  Ebene 
der  Wert: 

rfs2  =  d^  4-  dtf  =  r26/2d/2  -f-^i2. 

Dfe  Abbildung  ist  langentreu,  wenn  die  Werte  beider  Bogenelement-  Quadrate 
fiir  alle  Diiferentiale  dt  und  rfi  iiber  einstimm  en,  d.  h.  wenn  o/2  =  S  cc'2  §  ist. 
Verstehen  wir  also  unter  o>  eine  der  beiden  Funktionen 


(20)  w  =  J  >/cT'* 


von  *,  so  ist  die  ISngentreue  Abbildung  des  Kegels  auf  die  Ebene  geleistet. 
Jeder  Erzeugenden,  die  durch  (18)  dargestellt  wird,  wenn  man  t  festhSlt  und  T 
variicrt,  entspricht  eine  Gerade  in  der  Ebene,  die  durch  (19)  dargestellt  wird, 
wenn  man  t  denselben  Wert  erteilt  und  T  variieren  laBt  Die  letzte  Formel 
bedeutet  nach  (10),  S.  193,  geometrisch:  Das  Verhaltnis  aus  dem  Winkel  zweier 
Erzeugendon  des  Kegels  zu  dem  Winkel  der  ihnen  entsprechenden  Geraden  in 
der  Ebene  hat  den  Grenzwert  Eins,  wenn  die  zweite  Erzeugende  nach  der 
ersten  strebt. 

Wir  betrachten  nunmehr  einen  Zylinder.  Da  seine  Erzeugenden  kerne 
Minimnlgeraden  sein  sollen,  gibt  es  Ebenen,  die  zu  den  Erzeugenden  senkrecht 
und  also  auch  keine  Miuimalebenen  sind.  Eine  derartige  Ebene  schneidet  die 
Flache  in  einer  Kurve,  etwa  der  Kurve 

(21)  0  =  71  (a),       y=*x(*),       *»^W 

mit  der  Bogenlange  s.  Cbrigens  ware  es  noch  denkbar,  da6  die  Schnittkurve 
eine  Minimalkurve  erster  Ordnung  und  daher  als  ebene  Linie  erne  Minimal- 
gerade  ware.  Dann  miiBte  der  Zylinder  eine  Ebene  sein,  da  er  von  lauter 
Geraden  erzcugt  werden  wtirde,  die  von  dieser  Minimalgeraden  ausgehen. 
Sobald  diese  Ebene  selbst  keine  Minimal  ebene  ist,  konnen  wir  aber  statt  der 
vorhin  angenommenen  Kurve  (21)  irgend  eine  Gerade  in  dieser  Ebene  wahlen 
und  als  Erzeugende  die  zu  ihr  senkrechten  Geraden  in  derselben  Ebene  be- 
trachten, Die  folgende  Cberlegung  versagt  deshalb  nur  dann,  wenn  ein  Zylinder 
in  eine  Minimalebenc  ausartet.  Sind  a,  b,  c  die  konstanten  Eichtungskosinus 
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der  Erzeugenden  des  Zylinders,  so  erhalten  wir  einen  beliebigen  Punkt  (2,  y,  K) 
der  Flache,  wenn  wir  von  einer  Stelle-  (s)  der  Kurve  (21)  aus  in  der  Richtung 
(aib-.c]  um  eine  beliebige  Strecke  T  weitergehen,  Folglich  1st 

(22)  x  «  y  (s)  +  a  T,        y  =  */.($)  +  br,         z  =  y  (s)  +  c  T 

die  analytische  Darstellung  des  Zylinders.  Weil  $  die  Bogenlange  der  Kurve 
(21)  1st  und  a,  &,  e  die  Richtungskosinus  einer  iiberail  zur  Kurve  (21)  scnk- 
rechten  Bicktung  sind,  ist 

(23)  cp'z  +  /2  +  ^/2  =  1-,       a y'  +  6/  +  c y'  =*  °i       ^2  -h  ^2  +  c2  =  1 . 

Wir  ordnen  nun  dem  zu  einem  Wartepaare  s,  z  gehorigen  Punkte  der  Flache  (22) 
den  Punkt  der  5  t)-Ebene  init  den  Koordinaten 

(24)  j-5,        g  =  i 

zu.    Werdenjetzt  s  und  T  Diiferentiale  ds  und  di  erteilt,  so  ergibt  sich  wegen 
dx  =  <pr  d$  4-  crdi,        dy  =  %' ds  +  bdx,        d&  =  yrds  +  cdr 

als  Quadrat  des  Bogenelements  eine  Kurve  auf  dem  Zylinder  mit  Riicksicbt 
auf  (23)  der  Wert: 

dtf  4-^2/2  +  rf*»«d5s  +  dzs. 

Zugleich  aber  ist  dies  nacb  (24)  auch  das  Quadrat  des  Bogenelements  der  bei 
der  Abbildung  zugehorigen  Kurve  in  der  j  i)-Ebene.  Mitbin  ist  die  Abbildung 
langentreu. 

ZusammengefaBt  hat  sich  hier  also  analytisch  ergeben,  daB  alle  Kegel 
und  Zylinder,  deren  Erzeugende  keine  Minimalgeraden  sind, 
ebenfalls  langentreu  auf  die  Ebene  ^  =  0  abgebildet  werden 
konnen.  Dabei  ~wird  von  den  Miiiimalebenen  (als  Ausartuugen  von  Zylinderu 
oder  Kegeln)  abgesehen. 

§  2.    Einiges  iiber  geradlinige  Flachen. 

AuBer  den  Tangenteatechen  von  Raumkurveri  und  den  Kegeln 
nnd  Zylindern  gibt  es  noch  manche  andere  Flache,  bei  der  wie 
bei  diesen  durch  jeden  Punkt  eine  Gerade  geht,  die  vollstandig  auf 
der  Plache  liegt,  z.  B.  das  einschalige  Hyperboloid  und  das  hyper- 
boloide  Paraboloid,  ferner  das  auf  S.  260  betrachtete  Zylindroid  usw. 
Die  Eigenheiten  der  Tangentenflachen  treten  daher  erst  danu  klar 
hervor,  wenn  wir  iiberhaupt  allgemeine  Elachen  betrachten,  die 
von  lauter  Geraden  erzeugt  werden. 

Eine  Flache  heiBt  eine  geradlinige  Flache  oder  auch  Regel- 
flache,  wenn  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  Gerade  geht,  die  voll- 
standig auf  ihr  liegt,  wenn  sie  also  oo1  Geraden  enthalt  Diese 
Geraden  nennt  man  die  Erzeugenden  der  Flache.  Wird  auf  der 
Flache  irgend  eine  Kurve  gezogen  (siehe  Fig.  97): 

(i)  * 
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so    werden    die  Richtungen   (/':#:  A)    der   durch   die  Punkte  (t)  der 
Kurve   gehenden  Erzeugenden    der  Flache   fiir  verschiedene  Werte 
von  t  verschieden  sein.     Daher  verstehen  wir  unter  /3  g,  h  irgend 
drei  Funktionen  des  Parameters  t.   Dann  sind  die 
laufenden  Koordinaten  der  durch  den  Punkt  (t) 
der  Flache  gehenden  Erzeugenden  diese: 

(2) 

ausgedriickt  mittels  eines  Parameters  r.  Umge- 
kehrt:  Infolge  von  (2)  gehort  zu  jedem  Werte- 
paare  t,  T  ein  Punkt  (y,  i),  g).  Er  durchlauft,  Fig.  97. 

wenn  man  t  festhalt  und  r  variieren  laBt,  eine 
Gerade,  und  dieser  Geraden  gehort  der  Punkt  (1)  an,  namlich  fur 
r  —  0.  Mithin  definieren  die  Gleichungen  (2)  alle  Punkte  einer 
Geradenschar,  die  so  beschaffen  ist,  daB  von  jeder  Stelle  der  Kurve  (1) 
eine  Gerade  der  Schar  ausgeht.  Daher  IfiBt  sich  jede  gerad- 
linige Flache  in  der  Form  (2)  darstellen, 

Aber  die  Gleichungen  (2)  stellen  nicht  immer  eine  Flache  dar, 
Zunachst  selbstverstandlich  dann  nicht ,  wenn  f,  g  und  A  alle  drei 
gleich  Null  sind.  Ferner  wird  sich  die  Geradenschar  auf  nur  eine 
Gerade  reduzieren,  wenn  die  Verhaltnisse  f:g:h  konstant  sind  und 
iiberdies  die  Ausgangskurve  (1)  entweder  bloB  ein  Punkt  oder  eine 
solche  Gerade  ist,  deren  Richtung  ebenfalls  [f:  g :  A)  ist.  SchlieBlich 
kann  sich  auch  die  Kurve  (1)  auf  einen  Punkt  reduzieren  und  auBer- 
dem  /*=  0,  g  =  0,  A  =  0  sein.  Dann  bestimmt  (2)  nur  einen  Punkt. 
Von  diesen  Ausnahmefiillen  sehen  wir  ab. 

Wir  wenden  uns  zur  Beantwortung  der  Frage,  wann  unend- 
liche  benachbarte  Geraden  der  geradlinigen  Flache  (2) 
einander  schneiden.  Dies  ist  so  zu  verstehen:  Wir  betrachten 
zunachst  irgend  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Flache  und  stellen 
die  Bedingung  fiir  ihr  Schneiden  auf;  alsdann  ist  zu  untersuchen, 
was  aus  dieser  Bedingung  wird,  falls  die  eine  Gerade  auf  der 
Flache  nach  der  anderen  Geraden  strebt.  Nun  kann  man  die  Be- 
dingung ftir  das  Schneiden  zweier  Geraden  auf  verschiedene  Arten 
ausdrttcken;  man  kann  verlangen,  daB  beide  Geraden  einen  Punkt 
gemein  haben,  oder,  daB  beide  Geraden  in  einer  Ebene  liegen, 
oder  schlieBlich,  daB  der  klirzeste  Abstand  zwischen  beiden  Geraden. 
gleich  Null  sei.  Die  dritte  Art  der  Bedingung  ist  aber  zu  verwerfen. 
Erstens  namlich  hat  sie  nur  fur  reelle  Geraden  einen  Sinn,  wenn 
man  nicht  den  ktirzesten  Abstand  durch  den  zu  beiden  Geraden 
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senkrecLten  Abstand  ersetzt,  von  dem  aber  auch  nicht  die  Eede 
sein  kann,  falls  wenigstens  eine  der  Erzeugenden  eine  Minimalgerade 
ist.  Zweitens  ist  zu  bedenken,  da8  selbst  dann,  wenn  zwei  reelle 
und  windscbiefe  Geraden  vorliegen,  zu  alien  Punkten  A  der  einen 
Geraden  Punkte  B  auf  der  anderen  vorhanden  sind  derart,  daB 
die  Geraden  A  B  Minimalgeraden  vorstellen,  deren  Lange  gleicb 
Null  ist.  In  der  Tat  namlich  gehen  in  der  Ebene,  die  man  durch 
einen  Punkt  A  der  ersten  Erzeugenden  und  durch  die  zweite  Er- 
zeugende  legen  kann,  von  A  zwei  Minimalgeraden  aus. 

Demnach  driicken  wir  die  Bedingung  des  Schneidens  nur  in 
der  ersten  oder  zweiten  Art  aus:  Beide  Geraden  mtissen  einen 
Punkt  gemeinsam  haben  oder  zusammen  in  einer  Ebene  liegen. 
Selbstversfandlich  werden  beide  Auffassungen  zu  denselben  Ergeb- 
nissen  fuhren. 

Indem  wir  ftir  den  Parameter  t  zwei  bestimmte  benachbarte 
Werte  /  und  t  +  At  annehmen,  greifen  wir  zwei  benachbarte  Er- 
zeugende  der  Flache  (2)  heraus.  Die  laufenden  Koordinaten  j,  5,  j 
der  Punkte  der  ersten  Erzeugenden  werden  mittels  des  Parameters  x 
in  der  Form  (2)  dargestellt  und  ebenso  die  der  Punkte  der  zweiten 
Erzeugenden  in  der  Form 


At], 
(3) 

5==^&  +  At)+vh(t+  At] 

mittels  eines  Parameters  <7.  Beide  Geraden  haben  einen  Punkt 
gemein,  wenn  die  Koordinaten  (2)  und  (3)  fur  ein  gewisses  Werte- 
paar  ry  a  iibereinstimmen.  Dies  fiihrt  auf  die  drei  Bedingungen 

rp  (t  +  At]  -  <p(t]  -  rf(t]  +  af(t  +  At]  «  0, 
(4) 

-  y(t]  -  rh(t]  +  a  h(t  +  A  t]  =  0  , 


die  einander  im  allgemeinen  widersprechen.  Denn  da  sie  drei  hin- 
sichtlich  1,  —T  und  <r  lineare  homogene  Gleichungen  sind,  wird 
nur  dann  kein  Widerspruch  vorhanden  sein,  wenn  ibre  Determinant© 

f(t]   '     f(t+At) 


h(t)        h(t+At] 
verschwindet.    Man  kann  dann   die  zweite  Reihe  von    der   dritten 
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abziehen.    Dividiert  man  die  erste  und  dritte  Reihe  darauf  mit  At, 
so  ergibt  sich  beim  Grenziibergange 


y'w  /w  no  i 

(5)  /(*)    ff(f)     ff'(t)   |  =  0. 


Dies  also  1st  die  Bedingung  dafiir,  daB  die  Erzeugende  (t) 
der  geradlinigen  Flache  eine  unendlich  benachbarte  Er- 
zeugende  der  Flache  schneidet.  Dea  Wert  von  r  fur  deo 
Schnittpunkt  findet  man  so:  Wird  in  (4)  links  <rf(t)  bzw.  ay(t)  bzw. 
f>h(t]  addiert  und  subtrahieri,  so  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen: 


+  (a  —  r)  A  (*)  +  fj  A  h  =  0, 


worin  J  qp  iisw.  die  Differenzen  <p  (e  +  A  t]  —  <p  (t)  TISW.  bedeuten.  Im 
Falle  lim  At  =  0  bleiben  nur  die  mittleren  Grlieder  der  GleichuBgen 
iibrig,  woraus  folgt,  da8  auch  a  —  r  nach  Null  strebt  Deshalb 
setzen  wir  cr=r  +  Jr,  indem  wir  unter  Ar  eine  mit  J#  nach 
Null  strebende  GroBe  verstehen,  und  erhalten  nach  Division  der 
drei  Gleichungen  mit  At  beim  Grenziibergange  lim  At  —  0: 


Beateht  (5),  so  widersprechen  diese  drei  Gleichungen  einander  nicht; 
vielmehr  gibt  es  dann  ein  Wertepaar 

lim  ~T~     und     r, 

J  ^ 

das  ihm  geniigt.     Eliminieren  wir  die  erste  GroBe,  so  kommt: 

(6)  (?'  +  /"  r) ;  tf  +  /  T)  :  ( V/  +  A'  r)  =  /":./:  A, 

und  infolge  von  (5)  ist  dies  nur  eine  Bedingung  fiir  r* 

Wie  gesagt,  wolleri  wir  dieselbe  Aufgabe  losen,  indem  wir  die 
Frage  beantworten,  wann  zwei  unendlich  benachbarte  Erzeugende 
der  geradlinigen  Flache  in  einer  Ebene  liegen.  Zunachst  betrachten 
wir  wieder  diejenigen  beiden  Erzeugenden,  die  zu  den  Parameter- 

SCHBFFKRS,  Diff,  I.    0.  Aufl.  24 
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werten  t  und  t  +•  A  t  gehoren,  d.  h.  die  beiden  Geraden  (2)  und  (3), 
die  mittels  des  Parameters  r  bzw.  <j  dargeptellt  sind.  Liegt  die 
Gerade  (2)  in  einer  Ebene 

(7)  AI+X)  +  CI  =  y>, 

wobei  also  A,  B,  C  nicht  samtlich  gleich  Null  sein  sollen,  so  miissen 
die  beiden  Bedingungen  erfullt  sein: 

(8) 

(9) 

well  T  beliebig  veranderlich  ist.  Soil  auch  die  Gerade  (3)  in  der 
Ebene  (7)  liegen,  so  muB  auBerdem 


A<f.(t  +  At)  +  B-/(t  +  At}+  Cy(t  +  At]  =  7;, 
Af(t+  At)  +  Bg(t+  Ati+  Ch(t+  At\  =  0 

sein.  Subtrahieren  wir  hiervon  die  entsprechenden  Gleichungen  (8) 
uud  (9)  und  dividieren  wir  dann  mit  At,  so  zeigt  sich  beim  Grenz- 
iibergange  lim  J^=0,  daB  die  Gerade  (t)  der  Flache  eine  unendlich 
benachbarte  Erzeugende  dann  und  nur  dann  schneidet,  wenn  man 
A,  B,  C,  D  aus  den  vier  Gleichungen  (8),  (9)  und 


^  /"('}+  Hff'ft  +  Ch'(t}  =0 

ermitteln  kann  und  zwar  so,  daB  A,  B  und  C  nicht  samtlich  gleich 
Null  werden.  Die  erste  Gleichung  (8)  dient  zur  nachtraglichen  Be- 
rechrmng  von  D,  wenn  man  A,  B  und  C  schon  gefunden  hat.  Fur 
A,  B  und  C  haben  sich  die  drei  linearen  homogenen  Gleichungen 
(9)  und  (10)  ergeben,  und  folglich  muB  ihre  Determinante  gleich 
Null  sein.  Dadurch  kommen  wir  zu  der  Bedingung  (5)  des 
Schneidens  zuriick. 
Hiernach  gilt  der 

Satz  5:    Auf  einer  geradlinigen  Flache 

W  +  Tf(t}}      i)  -  /  (0  +  r<r(t),      5  -  ^  (t)  +  T/I  (t) 


schneidet  eine  Erzeugende  (t)  dann  und  nur  dann  eine  un- 
endlich benachbarte  Erzeugende,  wenn 


rw 

f/'(t) 


=  u 
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1st.  Der  Schnittpunkt  (j,  i),  5)  gehort  alsdann  zu  demjenigen 
Werte  von  r,  der  den  einander  nicht  widerspreehenden 
Proportionen 


Gentige  leistet,  und  die  Koeffizienten  in  der  Grleichung 

^?  +  ^i}4-  CI  =  D 

der  Ebene  durch  beide  unendlich  benachbarte  Erzeugende 
gentigen  den  einander  nicht  widersprechenden  Gleichungen 

Q,      Af+Bg-i-  Ch  =  0,     Af  +  B  g  +  Ch'  =  0, 
Ay  +  JB%  +  Cifj  =  D. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  daB  die  Bedingung  (5)  ftir  das 
Schneiden  durch  alle  Werte  von  t  erfiillt  werde,  so  da6  jede 
Erzeugende  der  geradlinigen  Flache  die  unendlich  benachbarten  Er« 
zeugenden  trifft.  In  diesem  Falle  sind  zwei  geometrische  Orter  vor- 
handen,  einmal  der  geometrische  Ort  aller  Sclmittpunkte  unendlich 
benachbarter  Erzeugender  und  dann  der  geometrische  Ort  aller 
Ebenen  von  je  zwei  unendlich  benachbarten  Erzeugenden.  Der 
erste  Ort  wird  im  allgemeinen  eine  Kurve  sein,  denn  die  einander 
infolge  von  (5)  nicht  widersprechenden  Proportionen 

(11)  (?/  +  /"  r)  :  ('/  +  /  T)  r  (i//  +  h'  T)  -  /':  g  :  h 

werden  fiir  r  eine  Funktion  von  t  ergeben,  durch  deren  Substitution 
in  (2)  fur  £,  tj,  3  Funktionen  von  t  allein  hervorgehen.  Die  Rich- 
tung  der  Tangente  der  so  gewonnenen  Kurve  wird  durch  die  Ab- 
leitungen  von  j,  t);  5  nach  t  bestimmt,  deren  Werte  sind: 


Hierin  bedeutet  T'  die  Ableitung  der  durch  (11)  definierten  Funktion  T 
von  t.     Aber  infolge  von  (11)  ergibt  sich  hieraus: 


«£  .  "i)  .  «a  ^  f'fj-h 

~dt*  dt  '  dt   "''!>•"> 


d.  h.  der  Ort  der  Sclmittpunkte  fe,  lj,  j)  unendlich  benachbarter  Er- 
zeugender (t)  ist  so  beschafien,  da8  die  Tangente  dieser  Kurve  im 
Punkte  (j,  t),  3)  gerade  die  hindurcbgehende  Erzeugende  (t)  wird. 
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Mithin  besteht  die  Flache  (2)  aus  alien  Tangenten  dieser 
Ortskurve.     Da  ferner  die  vorhin  betrachtete  Ebene 


die  Grenzlage  der  Ebene  durch  die  Erzeugende  \t]  und  eine  be- 
nachbarte  Erzeugende  (t  +  At]  ist,  folgt  welter,  dafi  diese  Ebene  die 
Schmiegungsebene  der  Ortskurve  an  der  Stelle  (j,  t),  3}  sein 
muB,  nach  S.  222. 

Dies  alles  gilt  unter  der  Yoraussetzung,  daB  sich  wirklicb  oine 
Kurve  als  Ort  der  Scbnittpunkte  (j,  t),  3)  unendlich  benacbbarter  Er- 
zeugender  (t}  der  Flache  (2)  ergibt.  Deshalb  sind  jetzt  noch  die 
Ausnahmef  alle  zu  erort  era:  Es  kann  sein,  daB  die  Bedingungen  (11) 
frei  von  r  warden,  indem  namlicb  alle  drei  zweireihigen  Determi- 
nant en 

y'A-h'fi,       h'f-f'h,      f'g-g'f 

gleich  Null  sein  konnen.  Dann  ergibt  sich  also  gar  keine  Orts- 
kurve, In  diesem  Falle  verhalten  sich  /",  /,  h'  zueinander  wie  f,  g,  //, 
woraus  folgt,  dafi  die  Verhaltnisse  f:gih  bloBe  Konstanten  sind, 
d.  h.  daB  alle  Geraden  der  Flache  (2)  einander  parallel  sind.  Dies 
ist  also  der  Fall  einer  Zylinderflache,  die  von  der  Kurve  (1) 
ausgeht.  Es  kann  ferner  vorkommen,  daB  die  Gleichungen  (2),  nach- 
dem  man  darin  fiir  T  die  aus  (11)  folgende  Funktion  von  t  ein- 
gesetzt  hat,  fiir  j,  t),  3  bloB"  Konstanten  liefern.  An  Stelle  der  Orts- 
kurve ergibt  sich  in  diesem  Falle  bloB  ein  Punkt  (a,  b,  c).(  Dies 
bedeutet:  Alle  Erzeugenden  der  Flache  (2)  enthalten  ein  und  den- 
selben  Punkt  (a,  5,  c}\  die  Flache  besteht  daher  aus  denjenigen 
Geraden,  die  von  den  Punkten  der  Kurve  (1)  nach  diesem  Punkte 
(a,  b,  c]  geben,  und  ist  somit  eine  Kegelflache  mit  der  Spitze  (a,  b,  c\ 
Erinaern  wir  uns  daran,  daB  die  Gleichungen  (2)  unter  Umstanden 
tiberhaupt  gar  keine  Flache  darstellen,  so  konnen  wir  das  Ergebnis 
so  aussprechen: 

Satz  6:    Stellen  die  Gleichungen 

i-  =  <?(/)  +  rf(t),       1)  -  X(Q  +  rg(t],       3  =  ^(t]  +  rh(t) 

mittels  der  beiden  Parameter  t  und  T  eine  geradlinige 
Flache  und  nicht  nur  eine  Kurve  oder  eine  Gerade  oder 
einen  Punkt  dar  und  ist  die  Flache  weder  ein  Kegel  noch 
ein  Zylinder,  so  schneidet  jede  Erzeugende  (t)  der  Flache 
die  unendlich  benachbarten  Erzeugenden  dann  und  nur 
dann,  wenn  fiir  alle  Werte  von  t 
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=  0 


ist.  Die  Erzfiugenden  der  Flache  sind  alsdann  identisch 
mit  den  Tangenten  derjenigen  Kurve,  die  sich  "ergibt,  wenn 
man  unter  r  die  Funktion  von  t  versteht,  die  den  einander 
nicht  widersprech-enden  Proportionen 


rf):  ( 


-  f:g:h 


geniigt.    Die  Ebenen  je  zweier  unendlich  benachbarter  Er- 
zeugender  sind  dabei  die  Schmiegungsebenen  dieser  Kurve. 

Audi  von  zwei  parallelen  Geraden  sagen  wir,  da8  sie  einander 
schneiden.  Ihr  Schnittpunkt  liegt  zwar  unendlich  fern,  aber  sie 
haben  eine  gemeinsame  Ebene,  und  deshalb  geniigen  sie  der  Be- 
dingung  des  Schneidens,  wenn  man  sie  in  der  zweiten  auf  S.  367 
angegebenen  Art  ausdriickt.  Nunmehr  konnen  wir  sagen: 

SatzT:  Wenn  je  zwei  unendlich  benachbarteErzeugende 
einer  geradlinigen  Flache  einander  schneiden,  ist  die 
Flache  entweder  die  Tangentenflache  einer  Kurve  oder 
ein  Kegel  oder  ein  Zylinder. 

1.  Beispiel:  Die  gegebene  Kurve  (1)  sei  eine  mittels  ihrer  BogenlSnge  5 
dargestellte  Raumkurve: 


Wir  betrachten  die  geradlmige  Flache,  die  von  alien  ihren  Hauptnormalen 
gebildet  wird.  Indem  wir  die  auf  diese  Kurve  beziiglichen  Elemente  in  der 
gewohnten  Art  schreiben,  erhalten  wir  als  Grleichungen  (2)  der  Flache: 

£  =  as  -f  r  J,        i)  »  y  +  T  »?  ,        5  =  ^-f-xw. 

An  die  Stelle  von  <p,  %>  *P  und  />  9>  h  setzen  wir  demgeraafi  a?T  y,  ,\  und  /,  w,  n, 
w&hrend  s  statt  t  zu  benutzen  ist.    Die  Bedingung  (5)  lautet  hier  nach 
und  III  (C) 


v    n 

•  v  n 


oder  wegen  II  (D)  einfach  1:^  =  0.  Kach  Satz  14,  S.  241,  besagt  dies,  daB 
unendlich  benachbarte  Hauptnormalen  einer  Kurve  einander  nur 
dann  schneiden,  wenn  die  Kurve  eben  ist.  Die  Hauptnormalen  aind  in 
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diesem  Falle  die  im  ersten  Abschnitte  schlechtweg  als  Normalen  bezeichneten 
Geraden,  d.  h.  der  Ort  der  Schnittpunkte  1st  die  E volute  der  gegebenen  ebenen 
Kurve  und  der  Ort  der  Hauptnormalen  die  Ebene  der  Kurve. 

2.  Beispiel:    Betrachten  wir  statt  der  Fl^che  der  Hauptnormalen  die 
der  Binormalen,  so  kommt: 

£  =  ;B  +  T£,         t)  =  #-{-rp,         g«*+  TV 
und  als  Bedingung  (5): 


=  0 


n 
Q 


oder  wegen  II (Z>)  wieder  1:^  =  0.  Unendlich  benachbarte  Binormalen 
einer  Kurve  schneiden  einaiider  also  nur  dann,  wenn  die  Kurve 
eben  ist.  Nach  S.  239  1st  der  Ort  der  Binormalen  alsdann  der  Zylinder, 
der  langs  der  Kurve  auf  ihrer  Ebene  senkrecht  steht 

Wir  kehren  jetzt  zur  Betrachtung  einer  beliebigen  gerad- 
linigen  Flache  (2)  zuriick.  Nach  Satz  39,  S.  310,  ist  der  Ort  aller 
Tangenten  eines  Punktes  einer  Flache  eine  Ebene,  falls  der  Punkt 
nicht  singular  1st,  und  wir  wollen  nun  die  Tangentenebene  eines 
Punktes  der  Flache  (2)  bestimmen.  Es  soil  also  zunachst  ein  be- 
stimmtes  Wertepaar  t}  T  und  damit  ein  bestimmter  Punkt  (jr,  t),  j) 
der  Flache  (2)  ins  Auge  gefaBt  werden.  Wenn  sich  alsdann  r  von 
dem  bestimmten  Werte  an  irgendwie  als  Funktion  von  t  andert, 
geht  eine  von  jener  Stelle  ausgehende  Kurve  auf  der  Flache  hervor, 
und  die  Richtung  ihrer  Tangente  wird  an  jener  Stelle  durch  die 
Ableitungen 


bestimmt.  Dabei  kann  T',  der  Wert  der  Ableitung  von  r  irach  t 
fiir  die  betrachtete  Stelle  (t,  T),  beliebig  angenommen  werden.  Die 
Tangente  hat  in  den  laufenden  Koordinaten  X,  Y,  Z  die  Gleichungen: 

ausgedriickt  mittels  eines  Parameters  <r}  d.  h.  die  Gleichungen: 


Z  =  y  +  T  h  +  a  (yf  +  T  K  +  h  T}  . 

Lassen  wir  hierin  a  und  r  willktirlich,  so  geben  diese  Gleichungen 
die  Koordinaten  J,  Y,  Z  aller  Punkte  aller  derjenigen  Tangenten, 
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die  man  an  der  Stelle  (£,  T)  an  die  von  dort  ausgehenden  Flachen- 
kurven  legen  kann.  Da  die  Werte  von  X,  Y,  Z  in  r  +  r'  und  cr 
linear  sind,  geht  durch  Elimination  von  cr  und  T'  die  in  X9  Y,  Z 
lineare  Gleichung  hervor: 


(12) 


X-V     f 

Y-x     g 

Z  —         li 


y'  +  r 
z'+rff' 

in'  +  r  hr 


0. 


Sind  t  und  r  gegeben,  so  sind  hierin  alle  GroBen  auBer  1",  J,  ^ 
bestimmt,  so  daB  also  (12)  die  Tangentenebene  des  Punktes  (*,r) 
der  geradlinigen  Flache  (2)  darstellt,  geschrieben  in  den  laufen- 
den  Koordinaten  X,  1]  Z.  Natiirlich  enthalt  die  Ebene  insbesondere 
die  durch  den  Punkt  (t,  r)  gehende  Erzeugende  der  Flache.  In  der 
Tat  wird  (12)  erfiillt,  wenn  man  fur  X,  Y,  Z  die  Werte  (2)  von  r,  r>,  3 
einsetzt. 

Betrachten  wir  jetzt  verschiedene  Punkte  (t,  T)  einer  Er- 
zeugenden  und  ihre  Tangentenebenen.  Die  Punkte  einer  Erzeugenden 
haben  dasselbe  t,  aber  verschiedenes  r.  Da  r  in  (12)  auftritt,  so 
folgt,  wie  vorauszusehen  war,  daB  verschiedene  Punkte  einer  Er- 
zeugenden  im  allgemeinen  versohiedene  Tangentenebenen  haben.  Da 
alle  diese  Tangentenebenen  die  Erzeugende  selbst  enthalten,  konnen 
wir  sagen:  Durchliiuft  ein  Punkt  (t,  r]  eine  Erzeugende  der  gerad- 
linigen Flache,  so  dreht  sich  seine  Tangentenebene  um  diese  Er- 
zeugende, und  zwar  nach  einem  gewissen  Gesetze,  das  wir  aber  hier 
noch  nicht  genauer  untersuchen  wollen. 

Dagegen  wollen  wir  uns  fragen,  wann  es  vorkommt,  daB  alle 
Punkte  einer  Erzeugenden  dieselbe  Tangentenebene  haben. 
Analytisch  ausgesprochen  :  Outer  welcher  Bedingung  enthalt  die 
Gleichung  (12)  nur  scheinbar  die  liings  der  Erzeugenden  veriinder- 
liche  GroBe  T?  Da  die  Gleichung  so  geschrieben  werden  kann: 


-V-?   f 

y~x  i/ 

Z  -  i/     h 


•\-  r 


x-r   f  f 

Y  -y,     g    a 
Z  -  ?/<     h     h 


0, 


so  enthalt  sie  r  nur  dann  bloB  scheinbar,  wenn  beide  Determinanten, 
einzeln  gleich  Null  gesetzt,  dieselbe  Gleichung  in  A'-y,  1-^, 
Z  —  ?/;  ergeben,  d.  h.  wenn 

f  f 


h     h' 


376  Driti&r  Absehnitt:    Kurven  und  abwiekdbare  Flachen. 

ist.    Nach  Satz  6  tritt  dies  nur  fur  die  Tangentenfllichen  der  Kurven 
und  auBerdem  fur  die  Kegel  und  die  Zylinder  ein.    Daher  gilt  der 

Satz  8:  Die  Tangentenflachen  der  Kurven  und  die 
Kegel  und  Zylinder  sind  die  einzigen  geradlinigen  Flachen, 
bei  denen  die  Tangentenebene  in  alien  Punkten  einer  Er- 
zeugenden  dieselbe  ist. 

Oder  &uch: 

Satz  9:  Die  Tangentenflachen  der  Kurven  und  die 
Kegel  und  Zylinder  sind  die  einzigen  Flachen,  die  von 
jeder  ihrer  Tangentenebenen  langs  einer  Q-eraden  beriihrt 
werden, 

Aus  leicht  ersichtlichem  Grunde  konnte  in  diesem  Satze  von 
,,Flachen"  statt  von  ,,geradlinigen  Flachen"  gesprochen  werden. 
Nach  dem  Fruheren  (siehe  S.  372)  wollen  wir  noch  ausdrucklich 
hinzufugen: 

Satz  10:  Die  Tangentenebenen  der  Tangentenflache 
einer  Kurve  sind  identisch  mit  den  Schmiegungsebenen 
der  Kurve. 

§  3.    Einhiillende  einer  Ebenenschar. 

Die  Gesamtheit  aller  Tangentenebenen  einer  Flache  ist  im  all- 
gemeinen  zweifach  unendlich.  Denn  wenn  die  Flache  etwa  in  der 
Form  z—ffay]  gegeben  ist,  gehoren  zu  verschiedenen  Werte- 
paaren  x,  y  nicht  nur  verschiedene  Punkte  der  Flache ,  sondern 
auch  verschiedene  Tangentenebenen,  so  daB  also  die  G-esamtheit 
aller  Tangentenebenen  im  allgemeinen  wesentlich  von  zwei  Be- 
stimmungsstucken  x  und  y  abhangt.  Nach  dem  letzten  Paragraphen 
verhalt  es  sich  anders  bei  den  Taugentenflachen  von  Raumkurven, 
bei  den  Kegeln  und  bei  den  Zylindern.  Denn  da  bei  ihnen  jede 
Tangentenebene  langs  einer  Geraden  der  Flache  uberall  die  be- 
ruhrende  Ebene  ist,  haben  sie  nur  einfach  unendliche  Scharen  von 
Tangentenebenen. 

Jetzt  Tvollen  wir  umgekehrt  von  einer  einfach  unendlichen 
Schar  von  Ebenen  ausgehen  und  diejenige  Flache  untersuchen,  die 
von  alien  Ebenen  der  Schar  beriihrt  vrird,  also  die  Einhiillende 
der  Schar  betrachten. 

Eine  Ebene  "wird  durch  eine  in  x,  y,  z  lineare  Gleichung  dar- 
gestellt,  eine  Schar  ?on  ool  Ebenen  also  durch  eine  Gleichung 

(1)  «M*  + 
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worm  u,  v,  w  und  M  Funktionen  eines  Parameters  t  sind.  Zu  jedem 
Werte  von  t  gehort  eine  Ebene  (1),  die  wir  als  die  Ebene  (t)  be- 
zeichnen  konnen.  Aber  die  zu  den  verschiedenen  Werten  von  t  ge- 
horigen  Ebenen  (t)  sind  doch  samtlich  miteinander  identisch,  wenn 
sich  die  vier  Funktionen  uy  v}  w  und  to  von  t  bloB  wie  vier  Kon- 
stanten zueinander  verhalten.  Diesen  Fall  schlieBen  wir  daher  aus. 
Wir  wollen  von  vornherein  auch  die  trivialen  Falle  ausschlieBen, 
in  denen  die  Ebenen  (1)  nur  die  Tangentenebenen  eines  Kegels  oder 
eines  Zylinders  vorstellen.  Sie  sind  die  Tangentenebenen  eines 
Kegels,  wenn  alle  durch  eineii  und  denselben  Punkt  (a,  &,  c)  gehen. 
Deshalb  werde  vorausgesetzt,  daB  es  keine  drei  Konstanten  a,  b,  c 
derart  gebe,  daB  ua  +  vb  +  we  fiir  alle  Werte  von  t  gleich  cu  ist. 
Damit  wird  auch  der  Fall  co  =  0  ausgeschlossen,  in  dem  alle 
Ebenen  (1)  durch  den  Anfangspunkt  gehen,  also  einen  Kegel  urn- 
hullen,  dessenSpitze  der  Anfangspunkt  ist.  Ferner  sind  die  Ebenen  (1) 
die  Tangentenebenen  eines  Zylinders,  falls  alle  co1  Ebenen 
Geraden  von  einer  konstanten  Eichtung  (ct:ji:y}  enthalten,  d.  h.  falls 
es  drei  nicht  samtlich  verschwindende  Konstanten  a,  /?,  y  gibt  der- 
art, daB  u  a  +  v  ft  +  w  Y  fur  alle  Werte  von  t  verschwindet.  Diesen 
Fall  schlieBen  wir  also  ebenfalls  aus.  Nach  Satz  19,  S.  249  wird 
demnach  vorausgesetzt,  daB  die  Determinants 

u  v  10 

^  =    u   v   w' 
|  u' ?/' w" 

nicht  Identisch  verschwinde.  Insbesondere  ist  nun  auch  der 
Fall  unmoglich,  in  dem  alle  Ebenen  (1)  ein  Ebeaenbiischel  bilden, 
d.  h,  samtlich  ein  und  dieselbe  Gerade  eathaltea.  Er  wtirde  nam- 
lich  vorliegen,  wean  <38  einen  Punkt  (a,  i,  c)  und  eine  Richtung 
-(ctip-.y)  gabe>  die  beide  alien  Ebenen  (1)  angehorten,  wenn  also 
sowohl  ua  -f  vb  +  we  gleich  w  als  auch  uct  +  v{3  +  wy  gleich 
Null  fiir  alle  Werte  von  t  ware,  wobei  #,  /?,  y  nicht  alle  drei  ver- 
schwinden. 

Zwei  benachbarte  Ebenen  der  Schar  sind  die  Ebenen  (t)  und 
(t  +  At),  d,  h,  die  Ebene  (I)  und  die  Ebene 
(2)          u(t  +  At)x  +  v(t  4-  At)y  +  w(t  +  At)z  =  co(t+  At). 

Die  Schaittgerade  beider  Ebenen  erftillt  beide  Gleichungen;  wir 
wollea  ihre  Grenzlage  im  Falle  limJ^^O  bestimmen,  also  die 
Schnittgerade  einer  Ebene  (t)  der  Schar  mit  einer  unendlich  be- 
aachbarten  Ebene  der  Schar  feststellen.  Dea  Grenziibergang  konaea 
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wir  machen,  nachdem  wir  von  der  Gleichung  (2)  die  Gleichung  (1) 
subtrahiert  und  das  Ergebnis  mit  J  t  dividiert  haben,  denn  dann 
tritt  an  die  Stelle  der  zweiten  Gleichung  diese: 

u  (t)  x  +  v  (t)  y  +  w  (t)  z  =s  aj'  (t) . 
Die  beiden  Gleichungen 


<3>  ..-.,,+,,- 

stellen  also  die  Schnittgerade  der  Ebene  (t)  mit  einer  unendlich   be- 
nachbarten  Ebene  der  Schar  dar.     Die  zweite  Gleichung  ist  keine 
Folge  der  ersten,  denn  sonst  miiBten  sich  &',  v',  w',  &    wie  u,  r,  w,  a) 
zueinander   verhalten,    d.  h.    die  Verbal tnisse    von  it,  v,  w,  co    waren 
Konstanten,   und  dies    wurde   oben    ausgeschlossen.     Ferner   ergibt 
sich  nicht  fiir  alle  Werte  von  t  dieselbe  Schnittgerade,   denn   sonst 
lage  ein  Ebenenbiischel  vor.     Vielmehr  hat  sich  wirklich  eine  ein- 
fach  unendliche  Schar  von  Schnittgeraden  ergeben.   Sie  bilden 
eine  geradlinige  Flache,  und  wir  behaupten,  daB  dies  eine  Tangenten- 
flache  ist,  mit  anderen  Worten,   daB  jede  Gerade  (3)  eine  unend- 
lich benachbarte  Gerade  der  Schar  schneidet,  vgl.  Satz  5,   S.  370. 
Dies  folgt  geometrisch  daraus,  daB,  wenn  Ev  E^  H3  drei  benachbarte 
Ebenen  der  Schar  (3)  sind,  die  Schnittgerade  von  El   und  7j£,   und 
die  Schnittgerade  von  E2  und  J$3  beide  in  der  Ebene  jff2  liegen,  also 
einander  treffen,  und  dies  gilt  auch  dann,  wenn  die  Ebenen  Er  J£2,  £3 
der  Schar  (1)  zusammenriicken.     Es  soil  aber  auch  rcchnerisch   be- 
statigt  werden.    Da  die  Geradenschar  (3)  nicht  so  wie  die  Geraden- 
schar  (2)  auf  S.  367  analytisch  gegeben  ist,  konnen  wir  jedoch   das 
in  dem  genannten  Satze  daftir  aufgestellte  Merkmal  nicht  anwenden. 
Vielmehr  betrachten  wir  zunachst  die  zu  zwei  benachbarten  Werten  t 
und  t+dt  gehorigen  Geraden.     Die  erste  Gerade  wird  durch  (3) 
definiert,  die  zweite  entsprechend  durch  diejenigen  Gleichungen.  die 
aus  (3)  hervorgehen,  wenn  man  darin  t  durch  t+  At  ersetxt.   Hatten 
beide  Geraden  einen  Punkt  gemein,  so  wiirden  fiir  ihn  auch  die- 
jenigen Gleichungen  gelten,  die  aus  den  beiden  letzten  durch  Sub- 
traktion    der    entsprechenden    Gleichungen  (8)    hervorgehen.      Wenn 
man  sie  mit  At  dividiert,  kann  man  den  Grenziibergang  lim At^ti 
machen,  so  daB  sich  ergibt:   Die  Gerade  (3)  schneidet  eine  unendlich 
benachbarte  Gerade  der  Schar  dann  und  nur  dann,  wenn  es  einen 
Punkt  (x,  ?/,  z}   gibt,    dessen    Koordinaten    nicht    nur    den    beiden 
Gleichuugen  (3),  sondern  auch  den  beiden  Gleichungen 

u  x  +  v'  y  -f-  tv'  z  =  a/  ,       u"  x  +  v"  y  -\-  ic   z  =  o>" 
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geniigen.  Von  ihnen  ist  aber  die  erste  mit  der  zweiten  Gleichung  (3) 
identisch,  so  daB  also  fiir  den  Punkt  (x*  y,  z)  nur  drei  Bedingungen 
vorliegen,  namiich 

In  x  +  v  y  +  w  z  •=  co  , 
u  x  +  v  y  +  w  z  =  0}' , 
u"  x  +  v"  y  +  w"  z  =  a/' 

Da  sowolil  ihre  Determinante  A  nach  den  vorausgeschickten  Be- 
merkungen  von  Null  verschieden  als  auch  co  4=  0  ist,  lassen  sich 
die  Gleichungen  (4)  in  der  Tat  fiir  jeden  Wert  von  £,  fur  den  nicht 
gerade  ausnahmsweise  die  Determinante  A  oder  K>  gleich  Null  ist, 
durch  ein  und  nur  ein  Wertsystem  x,  y,  z  befriedigen.  Indem  wir 
solche  Ausnahmewerte  von  t  ausschlieBen,  fiir  die  A  oder  w  gleich 
Null  ist,  erkennen  wir  also,  daB  jede  Gerade  der  Schar  (3)  eine  un- 
endlich  benachbarte  Gerade  der  Schar  in  einem  bestimmten  Punkte 
schneidet.  Die  Koordinaten  x,  y?  z  dieses  Punktes  sind  nach  (4)  ge- 
wisse  Funktionen  von  t,  da  ?«,  v,  w  und  co  von  t  abhangen.  Sie  sind 
nicht  alle  drei  konstant,  denn  sonst  wtirden  alle  Geraden  (3)  und 
also  auch  alle  Ebenen  (1)  gegen  die  Voraussetzung  einen '  Punkt 
gemein  haben,  also  einen  Kegel  bestimmen.  Der  Ort  der  Schnitt- 
punkte  (x,  y,  z}  ist  somit  eine  Kurve,  deren  laufende  Koordi- 
naten x,  y,  z  Funktionen  des  Parameters  t  sind.  Jeden  Punkt  (*)  der 
Kurve  kann  man  einerseits  als  den  Schnittpunkt  einer  Geraden  der 
Schar  (3)  mit  einer  unendlich  benachbarten  Geraden  derselben  Schar 
und  andererseits  als  den  Schnittpunkt  einer  Ebene  der  Schar  (1)  mit 
zwei  unendlich  benachbarten  Ebenen  der  Schar  auffassen.  Hieraus 
folgt  schon  nach  S.  222,  daB  die  gefundene  Kurve  die  Ebenen  der 
gegebenen  Schar  (1)  zu  Schmiegungsebenen  hat,  ebenso  wie  sie  die 
Schar  der  Geraden  (3)  zu  Tangenten  hat.  Es  soil  aber  auch  rech- 
nerisch  bewiesen  werden: 

Versteht  man  unter  x,  y,  z  die  'durch  (4)  definierten  Funktionen 
von  t,  so  diirfen  die  Gleichungen  (4)  vollstandig  nach  t  differenziert 
werden.  Tut  man  dies  mit  der  ersten  und  zweiten,  so  geben  sie: 

u'  x  +  v  y  +  wf  z  +  u  x  +  v  y  +  w  zr  =  01' , 
u"  x  +  v"  y  +  w"  z  +  u  xr  +  v  yf  +  w'  z  =  co" 
oder  mit  Elicksicht  auf  die  zweite  und  dritte  Gleichung  (4): 

(5)  u  x  +  vy  +  w  z  =  0 , 

(6)  u x  +  v'  y  +  w'  z'  =  0. 
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Differenziert  man  nun  (5)  noch  einmal  vollstandig  nach  t,  so  kommt: 

u  x  +  v  y  +  wr  z  -f  u  x"  +  v  y"  +  w  z"  =  0 
oder  rnit  Rucksicht  auf  (6)  einfacher: 
(7)  ux"  +  vy"  +  wz"  =  Q. 

Aus  (5)  und  (7)  folgt  jetz't: 

u  :  v  :  w  =  (y  z"  -  r'  y")  :  (z  x"  -  x  z"}  :  (x  y"  -  y  XH]  , 

und  dies  besagt  nach  (4),  S.  222,  daB  die  Ebenen  (1)  in  der  Tut  die 
Schmiegungsebenen  der  Kurve  sind,     Wir  haben  somit  den 

Satzll:    Jede  Schar  von  oo1  Ebenen 


die  niclit  samtlicli  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen 
oder  samtlich  G-eraden  von  einer  und  derselben  Richtung 
enthalten,  besteht  aus  den  Schmiegungsebenen  einer  Kurve. 
Die  laufenden  Koordinaten  or,  y,  z  der  Kurve  sind  diejenigen 
Funktionen  des  Parameters  t>  die  den  drei  Q-leichungen 

u  x  -f  v  y  +  w  jr  =  a?, 
u  x  +  v  y  +  w  z  =  fo'  , 
u"  x  -f  t?"y  +  w"  z  =  to" 

geniigen,  wahrend  die  Tangenten  der  Kurve  diejenigen 
Greraden  sind,  die  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen 

u  x  +  vy  +  w?  z  —  ft?  ,       u'x  +  v'y  +  w*z=sG)' 

bestimmt  werden.  Die  Punkte  der  Kurve  sind  die  Grenz- 
lagen  der  Schnittpunkte  je  dreier  benachbarter  Ebenen 
der  Schar  und  ihre  Tangenten  die  Grenzlagen  der  Schnitt- 
geraden  je  zweier  benachbarter  Ebenen  der  Schar  fiir  den 
Fall,  wo  diese  b-enachbarten  Ebenen  zusammenzufallen 
streben. 

Man  sagt  auch: 

Satz  12:  Eine  einfach  unendliche  Schar  von  Ebenen, 
die  nicht  samtlich  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen 
und  nicht  samtlich  eine  und  dieselbe  Richtung  enthalten, 
hat  als  Einhiillende  die  Tangentenflache  einer  gewissen 
Raumkurve,  indem  die  Schar  aus  alien  Schmiegungsebenen 
dieser  Kurve  besteht 
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SchlieBlich  kann  man  auch  sagen: 

Satz  13:  Eine  Flache  hat  eine  nur  einfach  unendliche 
Schar  von  Tangentenebenen  dann  und  nur  dannr  wenn  sie 
die  Tangentenflache  einer  nicht  ebenen  Kurve  oder  ein 
Kegel  oder  Zylinder  ist,  der  nicht  in  eine  Ebene  ausartet 

Denn  wir  haben  im  vorhergehenden  tatsachlich  diejenige  Flaehe 
bestimmt,  die  nur  die  Ebenen  der  gegebenen  Schar  211  Tangenten- 
ebeneD  hat. 

Bei  spiel:  "VVir  betracbten  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Ebenen  E, 
die  mit  der  x  ?/-Ebene  den  konstanten  Winkel  &  bilden.  Von  den  Fallen,  wo 
die  Ebenen  siimtlich  einen  Punkt  gemein  haben  oder  samtlich  einander  parallel 
sind,  sehen  wir  ab,  weil  sie  einfach  sind.  Deshalb  wird  die  Funktion  a  in 
der  Gieichung  (1)  der  Ebenenschar  von  Null  verschieden  sein,  so  daB  sieh 
durch  Division  unit  ihr  die  einfaehere  Darstellung 

ux  4-  vy  +  ic  %  —  1 

ergibt.  Dann  sind  w,  0,  w  proportional  den  Richtungskosinus  der  Normalen  der 
Ebenen,  und  wir  nehmen  also  an,  daB  diese  Normalen  mit  der  *-Achse  den 
Winkel  »  bilden.  Daher  ist 


=  cos2  &• 


U*   -f   V*   +   1C* 

oder 

(u-  +  t--)  cos2  &  =  wr  sin2  ^ 

zu  setzen.     Statt  u  und  v  fuhren  wir  t  und  p  etwa  vermoge 


ein  und  konnen  dann 

annehmen,  so  daB 

(8)  cos  p  .  x  +  sin  p  .  y  4-  ctg  &  .  %  —  t 

eine  Ebene  E  darstellt,  die  mit  der  x  #-Ebene  den  Winkel  #  bildet.  Wenn  -wir 
nun  /  beliebig  veriinderlich  lassen  und  p  als  eine  Funktion  von  t  geben,  so 
liegt  in  (8)  eine  einfach  unendliche  Ebenenschar  mit  dem  Parameter  t  vor.  Die 
von  ihnen  umlmllte  Tangentenflache  einer  Raumkurve  hat  alsdann  die  Ebenen 
zu  Tangentenebenen,  und  deshalb  sind  alle  Tangentenebenen  der  Flache  zur 
a;^-Ebene  gleich  geneigt.  Daher  heiBt  die  Flache  eine  Boschungsflache. 
Die  Erzeugenden^  der  Flache,  d.  h.  die  Tangenten  der  Raumkurve  werden 
nach  Satz  11  durch  die  Gieichung  (8)  zusammen  mit  derjenigen  Gieichung  be- 
die  aus  (8)  durch  Differentiation  nach  t  hervorgeht: 

(9)  '  —  p'amp.x 


Diese  Gieichung  allein  stellt  fur  jeden  Wen  von  t  eine  zur  icy-Ebene  senk- 
rechte  Ebene  dar,  die  augenscheinlich  auch  auf  der  zu  demselben  Werte  von  t 
gehorigen  Ebene  (8)  seukrecht  steht.  Diese  Ebene  (9)  ist  also  diejenige  Ebene  A", 
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vermoge  deren  die  Erzeugende  g  der  Flache  auf  die  xy-Fben&  projiziert  wird 
(siehe  Fig.  98).  Die  Ebenen  E  schneiden  die  ay-Ebene  in  den  Tangenten  h 
einer  Kurve  k\  und  die  Tangenten  h  stehen  auf  den  Ebenen  N  ebenfalls  senk- 
recht,  so  daB  also  die  Ebenen  N  die  x  #-Ebene  in  den  Normalen  n  der  Kurve  k 
schneiden.  Die  Geraden  g  umhiillen  die  Gratlinie  c  der  Boschungsflache.  Da 
die  Geraden  n  die  Projektionen  der  Geraden  g  sind  und  da  die  Geraden  n  als 
Normalen  von  k  die  Evolute  von  k  umhiillen,  hat  die  Gratlinie  der 
Boschungsfiache  zur  Projektion  auf  der  a;2/-Ebene  die  Evolute 
der  Schnittlinie  k  der  Flache  mit  der  #2/-Ebene.  Dies  Ergebnis  bleibt 


Fig.  98. 

dasselbe,  wenn  die  #?/-Ebene  parallel  verschoben  wird.  Die  Gratlinie  der 
Boschungsflache  erfiillt  die  Gleichungen  (8),  (9)  und  die  durch  nochmalige 
Differentiation  nach  /  aus  (9)  hervorgehende  Gleichung.  Man  erkennt,  daB 
die  Gratlinie,  der  Boschungsfla'che  eine  Schraubenlinie  auf  dem 
Zylinder  ist,  dessen  senkrechter  Querschnitt  die  Evolute  der  Kurve  k  ist 
Die  Boschungsfla'chen  sind  mithin  identisch  mit  den  Tangenten- 
flachen  der  Schraubenlinien  (vgl.  S.  301).  In  der  Figur  ist  nur  der  eine 
Fla'chenmantel  dargestellt. 


§  4.   Abwickelbare  Flachen. 

In  §  1  wurde  gefunden,  daB  die  Tangentenflachen  von  krummen 
Eaumkurven,  die  kerne  Minimalkurven  sind,  langentreu  oder  also  in 
der  Art  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  konnen,  da8  jeder  Kurve 
auf  der  Flache  eine  gleichlange  Kurve  in  der  Ebene  entspricht 
Wir  gehen  nun  darauf  aus,  die  Umkehrung  hiervon  zu  beweisen, 
und  stellen  uns  also  die  Frage,  welche  Flachen  iiberhaupt 
langentreu  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  konnen. 
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Soil  jedem  Punkte  (5,  t))  in  der  Ebene  z  =  0  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches  ein  Punkt  (x-,  ?/,  z)  einer  Flache  entsprechen,  so 
sind  x,  y,  r  gewisse  Funktionen  von  y  und  \)  Demnach  koimen  wir 
die  Flache  analytisch  so  darstellen: 


1st  das  erste  Gleichungenpaar  nach  £  und  t)  auflosbar,  so  gibt  die 
Substitution  der  aus  ihnen  folgenden  Funktionen  %  und  t)  von  x  und  y 
in  die  dritte  Gleichung  eine  Darstellung  der  Flache  in  der  Form 
z  =  F(x,  ?/).  Ebenso  ergibt  sich  eine  Flachengleichung  von  der  Form 
x  =  Fdj,  z)  oder  von  der  Form  y  =  ^(ar,  z),  sobald  die  zweite  und 
dritte  Gleichung  (1)  oder  die  erste  und  dritte  Gleichung  (1)  nach. 
£  und  t)  aufosbar  sind. 

Ware  dagegen  keines  der  drei  in  (1)  enthalteneii  Gleichungen- 
paare  nach  j  und  t)  auflosbar,  d.  h.  war  en  nach  S.  144  alle  drei 
Determinanten 


fiir  alle  Werte  j,  t)  des  erlaubten  Bereiches  gleich  Null,  so  wiiren 
y,  /  und  ?/;  voneinander  abhiiugige  Funktionen,  d.  h.  dann  waren 
(f  j  %  und  i//  Funktionen  einer  einzigen  Funktioa  t  von  j  und  t),  so 
daB  das  durch  (1)  dargestellte  Gebilde  auch  eine  Darstellung  von 
der  form 

x  =  <p  (0  ,      y  =  ^  (0  ,       -  =  V  M 

hiitte  und  daher  eine  Kurve  und  keine  Flache  ware.  Hiernach  mufi 
vorausgesetxt  werden,  daB  nicht  alle  drei  Determinanten  (2) 
versch  vvinden. 

LaBt  man  nun  den  Punkt  (j,  9)  in  der  Ebene  irgend  eine  Kurve 
durclilaufen,  was  man  dadurch  erreicht,  daB  man  j  und  t)  gleich  be- 
liebigeu  Funktionen  eines  Parameters  t  setzt,  so  werden  auch  die 
GroBen  x,  //,  z  infolge  von  (1)  ITunktionen  von  t,  d.  h.  der  zum  Punkte 
fe,  9)  der  Ebene  gehorige  Flachenpunkt  (ar,  y,  z}  durchlauft  zugleich 
eine  gewisse  Kurve  auf  der  Flache.  Zu  fordern  ist,  daB  die  Kurve 
in  der  Ebene  und  die  Flilchenkurve  gleiche  Bogenlange  haben,  mithin 
die  Quadrate  ihrer  Bogenelemente  d§  und  ds  an  entsprechenden 
Stelleu  ubereinstimmen,  und  zwar  muB  dies  gelten,  welche  Funk- 
tionen von  t  man  auch  unter  j  und  t)  verstehen  mag.  Es 

ist  aber  einerseits 

d&^df  +  dtf 

und  andererseits 
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worin  nach  (1)  die  Werte 

dx  =  yE  d$  +  (f)  dr),       dy  =  ^  cfy  4-  /t)  r/t)  ,       rfr  =  r^  die  +  ?/•„  rft) 

zu  substituieren  sind.     Dann  kommt  ftir  dsz  ein  Ausdruck: 


worm 

(3) 

G  -  <pf  +  zj  + 

1st.     Da  d/§2  =  ds2  sein  soil,  1st  also  zu  fordern: 


und  zwar  stets,  wie  auch  j  und  p  als  Funktionen  von  z^  gewahlt  sein 
mogen,  d.  b.  fiir  alle  Diiferentiale  d  y  und  ^i).    Es  mufi  sorait  einzeln 


sein.     Hieraus  aber  ergeben  sicb  nach  (3)  als  Bedingungen  fur  eine 
langentreue  Abbildung  diese: 


und  sie  mtissen  fiir  alle  erlaubten  Werte  von  £  und  ty  gelten. 

Differenzieren  wir  sie  partiell  nach  £  und  partiell  nacb  n,  so 
kommt: 


i,  =  0,          Sysy^+S^<p^  =  0, 
S^gpjtr-  0,  S  ^y^  =  0. 

Die  Sumraenzeicben  S  bezieben  sicb  dabei  stets  auf  cp,  %,  ^  wahrend 
die  Indizes  j  und  p  jedesmal  in  alien  drei  Gliedern  der  Summen 
dieselben  sind.  Die  Gleicbungen  lassen  sicb  offenbar  vereinfacben: 


Die  beiden  links  stebenden  zeigen,  da8  sich  T-ES,  ^EK,  i/;EE  wie  die 
Determinanten  (2)  zueinander  verhalten.  Dasselbe  lehrt  das  mittlere 
Paar  fiir  yslj,  ^^  y^  und  das  recbte  Paar  fiir  y^,  /^,  ^9. 
Hieraus  folgt,  daB  die  Funktionaldeterminate  von  7^  und  ^£7  ebenso 
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die  von  ^  und  ^E  und  drittens  die  von  i/»E  und  qcu  aber  auch  die 
von  <f^  und  /lp  die  von  %^  und  o/^  sowie  die  von  ip^  und  9,,  ftir 
beliebige  Wertepaare  £,  t)  gleich  Null  ist.  Nach  S.  120,  121  be- 
sagt  dies: 

Die  drei  Ableitungen  <pf,  %n  %  s*n^  Funktionen  von  einer 
einzigen  Funktion  t  von  £  und  t)  und  die  drei  Ableitungen  y^,  /l)7  ^ 
ebenfalls  Funktionen  von  einer  einzigen  Funktion  r  von  j  und  9. 

Nach  der  zweiten  Gleichung  (4)  besteht  also,  da  alle  Gr5Ben  hierin 
nur  t  bzw.  r  enthalten,  eine  Gleichung  zwischen  t  und  T.  Die 
Funktion  r  ist  demnach  eine  Funktion  von  t,  so  daB  wir  finden: 

Alle  sechs  partiellen  Ableitungen  von  <JP,  /,  ifj  sind 
Funktionen  einer  einzigen  Funktion  t  von  j  und  5. 

Man  erkennt  leicht,  daB  folglich  auch  die  Determinate 

V 

(5) 

nur  von  t  abhangt.  Denn  da  die  Ableitungen  der  Glieder  der  ersten 
Zeile  nach  j  und  nach  t)  mit  den  Gliedern  der  zweiten  und  dritten 
Zeile  ubereinstimmen,  sind  bei  der  Bildung  von  A£  und  At)  nur  die 
Glieder  der  zweiten  und  dritten  Zeile  nach  5  bzw.  i)  zu  differen- 
zieren.  Da  sie  aber  Funktionen  von  t  allein  sind,  ergibt  sich 

Ag  t$  —  At)^E  =  0, 
d.  h.   A  hangt  in  der  Tat  nur  von  t  ab. 

Diese  analytischen  Krgebnisse  haben  eine  geometrische  Bedeu- 
tung.  Um  sie  zu.  finden,  betrachten  wir  die  Tangentenebene 
eines  Punktes  P  o&er  (x,  y,  z}  der  Flache  (1).  Nach  Satz  39,  S.  310, 
ist  sie  die  Ebene  der  Tangenten,  die  man  in  dem  Punkte  P  an  die 
hindurchgehenden  Flachenkurven  legen  kann.  Nun  ergibt  sich  eine 
Flachenkurve  von  besonderer  Art,  wenn  man  t)  festhalt  und  nur  £ 
variiert,  namlich  die  Bildkurve  einer  zur  jc-Achse  parallelen  Geraden 
der  £t)-Ebene.  Diese  Kurve  wird  durch  (1)  mittels  des  Parameters  £ 
bei  festgehaltenem  t)  dargestellt,  und  daher  hat  ihre  Tangente  die 
Eichtung  (y$ : /E :  i/^  Ebenso  hat  diejenige  FlSLohenkurve,  die  das 
Bild  einer  Parallelen  zur  ty-Achse  ist,  also  entsteht,  wenn  t)  variiert 
und  j  festgehalten  wird,  eine  Tangente  von  der  Richtung  (<$>%: Xq-i/jjr 
In  den  laufenden  Koordinaten  X,  J,  Z  werden  diese  beiden  von 
dem  Punkte  P  oder  (x9  //,  z)  der  Flache  ausgehenden  Taugenten 
mittels  eines  Parameters  <r  durch 
(6) 

•a,  Biff.  I.  3,  Aufl. 
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bzw.  durch 

(7)  X^x  +  ffif),      l'  —  y  +<*%)>      Z=*z  +  <rift) 

dargestellt.     Demnach  ist  eine  Ebene 

U(X  _  *)  -f  v(Y-y)  +  w(Z-z)=;Q 

durcli  den  Punkt  (x9  y,  z]  der  Flache  die  Tangentenebene,  wenn 
ihre  Gleichang  durch  (6)  und  dutch  (7)  fur  alle  Werte  des  Para- 
meters (7  befriedigt  wird,  wenn  also 


M?I/^  =  0 

ist.    Eliminiert  man  w,  «,  w  aus  den  drei  letzten  Grleichungen,  so  stellt 
sich  die  Tangentenebene  so  dar: 

X-x    Y-y     Z-z 


Hierin  haben  x,  yy  z  nach  (1)  die  Werte  <jp,  /,  i/'.     Mit  Riicksicht 
anf  f5)  Ia6t  sich  demnach  die  6-leichung  so  schreiben: 

X      Y     Z 


Nun  aber  wurde  bewiesen,  dafi  9?^,^,  t/'s  und  ebenso  ^,  /l},  i//l} 
und  schlieBlich  auch  A  Funktionen  von  einer  einzigen  Funktion  t 
von  j  und  tj  sind.  Die  Gesamtheit  a  Her  Tangentenebenen  der 
Flache  (1)  wird  daher  durch  eine  Gleichung  (8)  definiert?  die  auBer 
den  laufenden  Koordinaten  1",  7,  Z  nur  noch  eine  Veranderliche 
enthalt,  "und  ist  somit  eine  nur  einfach  uneniliche  Schar,  mithin 
die  Flache  nach  Satz  13,  S.  381,  entweder  die  Tangentenflache  einer 
Raumkurve  oder  ein  Kegel  oder  ein  Zylinder, 

In  §  1  wurde  andererseits  gezeigt,  daft-  die  Tangentenflache  einer 
Kurve,  die  nicht  geradlinig  und  keine  Minimalkurve  erster  oder 
zweiter  Ordnung  ist,  langentreu  auf  die  x  //-Ebene  abgebildet  werden 
kann.  Da6  dasselbe  auch  fur  Kegel  und  Zylinder  gilt,  deren  Er- 
zeugende  keine  Minimalgeraden  sind,  wurde  dort  ebenfalls  gezeigt. 
Dabei  war  von  den  Minimalebenen  abgesehen  worden,  die  als  Aus- 
artungen  der  Zylinder  vorkommen  konnen.  Fraglich  bleibt  nur  noch, 
ob  eine  Tangentenflache  oder  ein  Kegel  oder  ein  Zylinder  von  den- 
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jenigen  Arten,  die  bisher  ausgeschlossen  wurden,  langentreu  auf  die 
#  //-Ebene  abbildbar  ist.  Es  sind  das  kurz  gesagt  alle  Tangenten- 
fiachen,  Kegel  und  Zylinder,  deren  Erzeugende  aus  Minimalgeraden 
bestehen,  sowie  auBerdem  als  Spezialfall  die  Minimalebenen.  Wenn 
namlich  eine  Raumkurve  eine  Minimalkurve  zweiter  Ordnung  ist, 
reduziert  sich  ihre  Tangentenflacbe  nach  Satz  15,  S.  243,  auf  eine 
Minimalebene.  Deshalb  formulieren  wir  die  Ergebnisse  vorerst  so: 
Satz  14:  Sieht  man  uberhaupt  von  denjenigen  Tan- 
gentenflachen,  Kegeln  und  Zylindern  ab,  deren  Erzeugende 
Minimalgeraden  sind,  insbesondere  von  den  Minimal- 
ebenen, so  kann  man  sagen:  Eine  Flache  laBt  sich  dann 
und  nur  dann  langentreu  auf  die  ;r?/-Ebene  abbilden,  wenn 
sie  eine  Tangentenflache  oder  ein  Kegel  oder  ein  Zy- 
linder ist.1 

Urn  die  Ausnahmefalle  zu  untersuchen  ,  macbt  man  mit  Vorteil  von  dem 
^egriffe  der  krummlinigen  Koordinaten  in  der  Ebeue  G-ebrauch  sowie 
von  dem  Satze  64,  S.  154,  iiber  ihr  Vorhandensein.  Die  Anwendung  dieses 
Satzes  wird  uns  im  folgenden  in  mehreren  Fallen  die  Unmogliehkeit  der 
liingeutreuen  Abbildung  lebren. 

Zuerst  betrachten  wir  eine  Tangentenflache,  deren  Erzeugeude 
Minimalgeraden  ^ind.  Die  G-ratlinie  einer  solchea  Flaclie  ist  eine  Minimal- 
kurve erster  Ordnung.  Sie  sei  mittels  eines  Parameters  u  dargestellt  durch 

x  =  0  (u)  ,      my  =  X(u)  ,       *  =  *F(u)  , 
so  daB  nach  S.  242 

(9)  <?/-  +  JT*  4-  *4/>'2  =  0 

ist.  Weil  die  Tangente  des  Punktes  (M)  der  Kurve  die  Richtung  (&:£':  ^"') 
hat,  lafitsich  die  Tangentenflache  der  Minimalkurve  erster  Ordnung 
mittels  zweier  Parameter  u  und  r  so  darstellen: 

(10)  x  -  4>  (u)  +  v0'(u),      y  =  A"(M)  H-  *>  A''  («)  .      x  =  *P(u)  -f  P  l/>'  u/.). 


Da  dann   zu  jedem  Wertepaare   ?r,  r  ein   Punkt  (ic,  y,  A)   drr  Flache   gehort, 

wird  die  Flache  in  allgemeinster  Weise  auf  die  Ebene  x  =  0  mit  den  recht- 

winkligen  Koordinaten  j  und   t)  Punkt  fur  Punkt  abgebildet,  wenn  man  fur 

jr   und    i)    irgend    zwei    voneinander   unabhiingige    Funktionen  y    und   y    von 

u  un<l  v  setzt: 


(11) 


Dcnn  jetzt  gehort  zu  jedem  Wertepaare  u,  v  einerseits  ein  Punkt  (x,  y,  *}  der 
Fluche  (10)  und   audererseitw  ein  Punkt  (,JL%  1))  der  Ebene.     FaBt  man  1*  und  r 

DaB  die*  Fordoruug  der  langentreuen  Abbildung  cine  Flache  auf  di^ 
ene  nur  zu  den  Tarigentenflachen  und  Kegeln  und  Zylindern  fiihrl,  ward** 
zuerst  vcm  BONNET  in  der  Abhandlung  ,,Rechercbe  des  surfaces  que  1'ou 
peut  reprcsenter  aur  un  plan",  Annali  di  Matem,  Serie  II,  T.  VII  (1S7J»)T 

hewiesen. 

25* 
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als  irgend  welche  Funktionen  eines  Parameters  t  auf  ,  so  stellen  die  Glei- 
ehungen  (10)  erne  Kurve  auf  der  Plache  und  die  Gleichungen  (11)  eine  Kurve 
in  der  Ebene  dar,  und  zwar  sind  dies  solche  Kurven,  die  einander  bei  der 
Abbildung  entsprechen.  Wenn  die  Abbildung  langentreu  sein  soil,  muB  ge- 
fordert  werden,  daB  die  Quadrate  der  Bogenelemente  ds  und  d§  beider  Kurven 
einander  gleich  seien,  wie  auch  u  und  v  als  Funktionen  von  t  gewahlt  sein 
rnSgen.  Weil  aus  (10) 

dec  =  (V  +  v  0")du  +  0'  dv 

usw.  folgt  und  nach  (9)  auch 

0*  0"  +  Zf  X"  +  W  V  =  0 
ist,  ergibt  sich  fur 

ds2  =  dx2  +  dy-  +  dx* 
der  Wert 

(12)  d  s2  «  »»  (<P//2  +  X"2  4-  ^//2)  duz, 


dagegen  in  der  5  t)-Ebene,  wenn  man  wie  auf  S.  151 

(13)  E  =  <jDu2  -h  y^  ,      J7  =  (f)u  <JDV  +  7^«  ^v  ,       0  -  <P.2  +  VfS 

setzt,  fur 

d#  =  d?  +  dtf 
der  Wert 

(14)  d&  =  Edu*  +  ZFdudv  +  ^dt?2, 

vgl.  (2)  auf  S.  151.  Weil  die  Werte  (12)  und  (14)  fur  aile  Differentiale  du 
und  d  t>  iibereinstimmen  sollen  ,  muB  also  F  =  0  und  Q-  —  0  sein.  Dann  aber 
ist  E  Q  —  Fz  =  0,  und  folglich  gibt  es  nach^Satz  64,  S.  154,  kein  zugehoriges 
krummliniges  Koordinatensystem  w,  v  in  der  f^-Ebene.  Die  Tangenten- 
flScbe  einer  Minimalkurve  erster  Ordnung  laBt  sich  demnach 
nicht  langentreu  auf  die  Ebene  »=  0  abbilden. 

Statt  einer  Tangentenflache  betrachten  wir  jetzt  einen  Kegel  von 
Minimalgeraden  mit  der  Spitze  (a,  5,  c),  Ist  (0  :  X:  W}  die  Kichtung  irgend 
einer  Erzeugenden  des  Kegels,  so  daB 

(15)  #2  +  JT2  -h  ^2  =  0 

ist,  so  miissen  <^,  -3T,  W  noch  von  einem  Parameter  u  abhangen,  well  es  oo  1  Er- 
zeugende  gibt.  Verstehen  wir  also  unter  0,  X,  W  Funktionen  von  u,  die  der 
Gleicbung  (15)  genugen,  so  stellt 

(16)  '    x  =  a  +  v  0  (u)  ,       y=*b  + 


die  Koordinaten  aller  Punkte  (x,  y^  *)  des  Kegels  dar,  ausgedriickt  mittels 
zweier  Parameter  u  und  v.  Hier  treten  also  die  Gleichungen  (16)  an  die  Stelle 
der  Gleichungen  (10)  des  vorigen  Falles,  so  dafi  wegen 


usw.  und  wegen  (15)  statt  (12)  kommt: 
(17)  t       ^52  =  ^2(CP/2  +  JT/2 

denn  wegen  (15)  ist  ja  auch  0  0'+XX'+  1P  V  gleich  Null    Folglich  ware  auch 
hier  F—  @  =  Q  zu  fordern,  was  dem  Satze  64?  S.  154,  widerspricht.    Deshalb 
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laBt  sich  kein'Kegel  von  Mininialgeraden  langentreu  aufdieEbene 
£  =  0  abbilden. 

Die  beiden  bisher  gewonnenen  negativen  Ergebnisse  konuen  nicht  uber- 
raschen.  Denn  die  Ebene  %  =  0  enthalt  nach  S.  12  nur  zwei  Scharen  von 
Minimalgeraden  mit  den  RichtungskoefSzienten  i  and  —  *,  also  keine  Sehar 
von  Minimalgeraden,  die  eine  Kurve  umhullen,  wie  es  bei  jener  Tangenten- 
fliiche  der  Fall  war,  oder  samtlich  von  einem  Punkte  wie  bei  einem  Kegel  aus- 
geben.  Andererseits  nSmlich  steht  es  ja  fest,  daB  sich  die  Miniinalgeraden 
einer  Flache  bei  der  langentreuen  Abbildung  als  Kurven  von  der  Ltinge  Null, 
also  als  Minimalkurven  erster  Ordnung  abbilden  mufiten.  Im  Falle  eines 
Zylinders  von  Minimalgeraden,  zu  dem  wir  jetzt  iibergehen,  habea 
diese  Betracbtungen  keine  bindende  Kraft  menr;  in  der  Tat  werden  wir  hier 
einsehen,  dafi  die  laugentreue  Abbildung  moglich  ist,  sobald  der  Zylinder 
nicht  in  eine  Minimalebene  ausartet. 

Von  den  Punkten  einer  Kurve 

(18)  x  =  <P(tO,      y  =  2T(w),      *  =  *F(u) 

aus  ziehen  wir  alle  G-eraden  von  der  konstanten  Richtung  (a:b:  c).  Dann  ent- 
steht  ein  Zylinder,  dessen  Punkte  die  Koordinaten 


(19)  x 

ausgedriickt  mittels  zweier  Parameter  u  und  v,  haben,  und  zwar  ist  dies  em 
Zylinder  von  Minimalgeraden,  falls 

(20)  a2  4-  &  4-  c'2  =  0 
ist.    Hier  kommt  nun  statt  (12)  oder  (17)  wegen 

dx  —  &'  du  +  adv 

usw.  und  mit  Riicksicht  auf  (20): 

ds*  -  (&'*  4-  ^T'2  -4-  ^/2)dw2  +  2(a  <&  +  b  X'  +  e  V')dudv, 

so  dafi  die  Vergleichung  mit  (14)  zeigt,  daB  im  Falle  einer  langentreuen  Ab- 
bildung auf  die  j  t)-Ebene 

E  =  (P78  +  J5T'2  +  W\      F  =  a  &'  4-  bXf  +  o  W,      G  =  0 


sein  miiSte.  Da  dann  E  und  F  von  v  frei  sind  und  Q-  verschwindet,  wird  die 
Fundamental  gleicbung  in  Satz  64,  S,  154,  erfullt.  Mithin  ist  die  iSngentreue 
Abbildung  nur  dann  unmoglich,  wenn  E  B  —  F*  =  0  oder  also 


ist.    Dann  aber  liegt  die  Kurve  (18)  in  einer  Ebene 

ax  +  by  4-  e&  **  konst.  , 

die  wegen  (20)  eine  Minimalebene  ist  (vgl.  S.  231),  und  auBerdem  enthftlt 
die  Ebene  lauter  G-eraden  von  der  Eicbtung  («:6:c),  d.  h.  der  Zylinder  ist 
diese  Minimalebene  selbst.  Von  alien  Zylindern  lassen  sich  demnach 
nur  die  Minimalebenen  nicht  langentreu  auf  die  Ebene  &  -  0  ab- 
bilden, 
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Mithin  gilt  der 

Satz  15:  Von  alien  Tangentenflachen,  Kegeln  und  Zylindern, 
deren  Erzeugende  Minimalgeraden  sind,  lassen  sich  nur  dieZylin- 
der  langentreu  auf  die  Ebene  %~  0  abbilden,  und  zwar  auch  nur 
dann,  wenn  sie  nicbt  in  Minimalebenen  ausarten. 

Die  Satze  14  und  15  lassen  sich  zusammenfassen  in  dem 

Satz  16:  Auf  die  Ebene  z  =  0  lassen  sich  nur  die  Tan- 
gentenflachen, Kegel  und  Zylinder  langentreu  abbilden; 
ausgeschlossen  sind  jedoch  Tangentenflachen  und  Kegel, 
nicht  auch  Zylinder,  die  von  Minimalgeraden  erzeugt 
werden,  sowie  Minimalebenen. 

Weil  man  eine  Flache  nur  dann  abwickelbar  nennen  darf, 
wenn  sie  langentreu  auf  die  Ebene  z  =  0  abgebildet  werden  kann, 
ist  also  nicht  jede  geradlinige  Flache,  auf  der  unendlich  benach- 
barte  Geraden  einaiider  schneiden,  als  abwickelbar  zu  bezeichnen. 
Vielmehr  sind  es  nur  die  in  Satz  16  genannten  Flachen, 

Mit  Absicht  ist  in  den  vorhergehenden  Satzen  die  Ebene,  auf 
der  die  Abbildung  erfolgt,  ausdriicklich  als  Ebene  z  =  0  genaimt 
worden.  An  die  Stelle  difcser  Ebene  konnte  ja  allerdings  jede  andere 
Ebene  treten,  die  vermoge  einer  Bewegung  des  Raumes  aus  der 
Ebene  z  =  0  hervorgeht,  aber  dazu  gehoren  die  Minimaleb-enen 
nicht,  vgl.  S.  244.  Wenn  man  yon  der  Abwicklung  einer  Flacfoe 
aui  eine  Ebene  spricht,  meint  man  damit  stillschweigend  die  Ab- 
wicklung auf  eine  Ebene,  die  keine  Minimalebene  ist. 

SchlieBlich  weisen  wir  noch  auf  eine  Anwendung  des  Satzes  14 
hin:  Wenn  man  sich  eine  Ebene  yorstellt,  die  zwar  vollkommen 
biegsam,  aber  unausdehnbar  ist,  so  da8  jede  Kurve  auf  der  Ebene 
bei  den  Verbiegungen  ihre  Lange  behalt,  so  wird  die  Ebene  infolge' 
jenes  Satzes  bei  Verbiegungen  stets  in  eine  Tangentenflache  oder 
einen  Kegel  oder  einen  Zylinder  ubergehen,  d.  h. 

Satz  17:  Verbiegt  man  eine  Ebene  ohne  Dehnung,  so 
geht  durch  jeden  Punkt  der  entstehenden  Flache  eine 
Gerade,  die  vollstandig  der  Flache  angehftrt,  und  alle 
diese  Geraden  sind  die  Tangenten  einer  Kurve  oder  die 
Erzeugendea  eines  Kegels  oder  Zylinders. 

Eine  reelle  Tangentenflache  hat  nach  S.  356  zwei  Mantel,  das- 
selbe  gilt  von  einem  Kegel.  Hier  sind  beide  Mantel  durch  die  Spitze 
des  Kegels  voneinander  getrennt.  Nur  der  Zylinder  hat  bloB  einen 
Mantel.  Wenn  man  eine  Ebene,  z.  B.  ein  Stuck  Papier,  votbiegt, 
kommt  man  daher,  falls  sich  eine  Tangentenflache  oder  ein  Kegel 
ergibt,  immer  mir  zu  einem  Teile  des  einen  Mantels  der'Fl&che. 
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Mmmt  man  aber  die  Ebene  dop,pelt,  so   kann  man  Teile  beider 
Mantel  erzeugen. 

Bei spiel:  1st  langs  einer  Kurve  c  der  Kriimmungsradius  r  konstant,  so 
ist  die  bei  der  Abwieklung  ihrer  Tangentenfl&cbe  auf  die  Ebene  aus  c  hervor- 
gehende  Kurve  c'  ein  Kreis7  Bach  S.  358.  Man  kann  daber  umgekehrt  alle 
reellen  Baumkurven  von  konstanter  Krummnng,  die  wir  in  Satz  54, 
S.  388,  analytiscli  darstellten,  mechanisch 
so  erzeugen:  Man  legt  zwei  Blatter 
Papier  aufeinander  und  scbneidet  aus 
beiden  denselben  Kreis  cr  aus  (siehe 
Fig.  99).  Alsdann  befestigt  man  beide 
Blatter  langs  des  Kreises  aneinander, 
schneidet  aber  an  einer  Stelle  beide 
Blatter  vom  AuBenrande  bis  zum  Kreise 
durch.  Biegt  man  nun  die  Blatter  aus- 
einander,  so  gebt  der  Kreis  in  eine 
Raumkurve  konstanter  Kriimmung  fiber. 
Es  ist  nutzlich,  auf  beiden  Blfittern  in 
einem  Punkte  Pf  die  Tangenten  des 
Kreises  zu  zeiehnen.  Man  erkennt  bei 
der  Verbiegung,  daft  auf  dem  einen 
Blatt  der  eine,  auf  dem  anderen  der 
aiidere  Teil  der  Tangente  geradlinig 
bleibt.  Insbesondere  kann  man  das  Modell  so  verbiegen,  dafi  die  Gratlinie 
eine  gemeine  Schraubenlinie  wird,  da  die  gemeine  Scbraubenlinie  nacn  S.  286 
konstante  Kriimmung  bat.  Diese  Tangentenflache  einer  gemeinen  Schrauben- 
linie  ist  in  Fig.  94,  S.  359,  dargestellt. 


Fig.  99. 
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Die  Tangententiacbe  einer  ebenen  Kurve  ist  die  Ebene  der 
Kurve  selbst.  In  dieser  Ebene  haben  wir  seinerzeit  (in  §  10  des 
ersten  Abschnittes)  die  Evolventen  der  Kurve  konstruiert.  Wollen 
wir  den  Evolventenbegriff  auch  fiir  Eaumkurven  bilden,  so  werden 
wir  naturgemaB  an  die  Stelle  der  Ebene  die  Tangentenflache  der 
J&aumkurve  treten  lassen  und  also  unter  den  Evolventen  der  Raun> 
kurve  diejenigen  Kurven  in  ihrer  Tangentenflache  verstehen,  die  alle 
Tangenten  der  Eaumkurve  senkrecht  schneiden. 

Sind 

(1)  x  =  <p(s}7       y  « x(*),       z  =  y(h) 

die  Gleichungen  einer  Raumkurve  c,   ausgedriickt  durch  die  Bogen- 
lange  s:  so  sind: 

(2)  JT-  =  JF  +  tfT,          ^=y  +  /9T,  Z**Z  +  */T 
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die  Koordinaten  eines  Punktes  auf  der  Tangente  der  Stelle  (s)  oder 
(z,  y,  z)  der  Kurve  (1),  und  r  bedeutet  dabei  die  Entfernung  des 
Punktes  (x,  y,  z]  vom  Beriihrungspunkte  (z,  y,  z\  gemessen  im  Sinne 
der  positiven  Tangente. 

Scbreiben  wir  vor,  daB  T  eine  Funktion  von  s  sein  soil,  so 
beschreibt  der  Punkt  (x,  y,  z]  bei  variierendem  x  eine  Kurve  auf  der 
Tangentenflache  der  gegebenen  Kurve  c.  Die  Richtungskosinus  der 
Tangente  dieser  neuen  Kurve  sind  proportional: 

d x  dy  d t 

ds   '         ds  ds    ' 

d.  h,  nach  III  [d]  proportional: 

d2   __  /       ,         ,          dy   a    \    m       i    •?    ' 


Soil  die  ueue  Kurve  die  Tangenten  der  gegebenen  Kurve  c  senkrecht 
schneiden.  so  muB 


sein.     Diese  Forderung  gibt  nach  II  (A)  einfach  1  -h  T'  =  0,  d.  h. 

T  =  a  —  s       (a  =  const.)  . 

Man  beacbte  die  Analogic  mit  der  Betrachtung  auf  St  61.  Setzen 
wir  den  Wert  a  —  s  statt  r  in  (2)  ein,  so  ergeben  sich 

(4)       r  —  z  +  a(a  —  s),      y  =  y  +  (l(a  —  a),      z  =  z  +  y(a  —  .v) 

als  die  Grleichungen  der  orthogonalen  Trajektorien  aller 
Tangenten  der  gegebenen  Kurve  c,  ausgedriickt  mittels  des 
Parameters  s,  Es  gibt  —  entsprechend  den  oo1  Werten  der  will- 
kiirlichen  Konstanten  a  —  insgesamt  oo1  orthogonale  Trajektorien. 
Wegen  der  geometrischen  Bedeutung  von  T  als  Strecke  vom  Punkte 
(or,  y,  z)  auf  c  bis  zum  Punkte  (#,  y,  z)  auf  der  Tangente  des  ersteren 
Punktes  folgt  aus  r  =  a  —  5  gerade  so  wie  in  der  Ebene  auf  S.  63, 
dafi  die  Kurven  (4)  mechanisch  durch  Abwicklung  eines  unaus- 
dehnbaren  vollig  biegsamen  Fadens  von  der  Kurve  c  erzeugt  werden 
konnen.  Solche  Kurven  aber  heifien  Filarevolventen1  der  ge~ 


1  Die  Pilarevolventen  warden  von  MONGE  1771  (vgL  Anm.  S.  219)  be- 
trachtet.  Im  Kaume  darf  fiir  diese  Kurven  nicht  schlechtweg  der  Name  Evol- 
venten  gebraucht  werden,  weil  die  Raumkurven  noch  eine  andere  Art  von 
Evolventen  haben,  die  sogenannten  Planevolventen,  von  denen  wir  weitcr  unten, 
in  §  6,  sprechen  werden. 
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tenen  Kurve  c.  Wenn  wir  von  Filarevolventen  reden,  nehmen  wir 
immer  an,  daB  die  gegebene  Kurve  keine  Gerade  oder  Minimalkurve 
erster  oder  zweiter  Ordnung  sei.  Daher  konnen  wir  sagen: 

Satz  18:  Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Tangenten 
einer  Kurve  sind  die  Filarevolventen  der  Kurve. 

Wir  konnen  sie  wie  die  Evolventen  auf  S.  63,  64  auch  so  er- 
zeugen:  Wir  lassen  eine  starre  Gerade  ohne  Gleiten  langs  der 
Kurve  c  rollen,  so  daB  sie  stets  Tangente  von  c  ist.  Ein  beliebiger 
Punkt  der  Geraden  beschreibt  dabei  eine  Filarevolvente  von  c. 

Bei  der  Abwicklung  der  Tangentenflache  von  c  auf  die  Ebene, 
wobei  c  in  eine  ebene  Kurve  c'  iibergeht,  werden  die  Filarevolventen 
die  Evolventen  der  Kurve  c. 

Liegt  eine  reelle  Kurve  c  vor  and  ist  a  reell  gewahlt,  so  andert 
der  Abschnitt  r  =  a  —  s  der  Filarevolvente  auf  der  Tangente  von  c 
sein  Zeichen,  sobald  s  =  a  wird,  d.  h.  dann  geht  die  Filarevolvente 
von  dem  einen  Mantel  der  Tangentenflache  auf  den  anderen  liber. 

Die  auf  eine  Filarevolvente  beziiglichen  GroBen  seien  durch 
iiberstrichene  Buchstaben  bezeichnet.  Da  nach  (3)  wegen  r~a  —  s 

d  J'          I  ,  d  n         TYI  ,  v  d  % 

, I  n  rt\  •'....      _„      (ft      < $1 

— I ~~  I  **    """"""    "  J  }  ~    >  ^~~  \  '*  ^ )  7  ; 

d  .*          r  ^  '  ds  r   x  ;  d  s 

ist,  kommt  nach  II  (^): 


Wollen  wir  bei  einer  reellen  Kurve  c  den  Sinn  einer  reellen  Filar- 
evolvente durchgehend  entsprechend  dem  Sinne  der  Kurve  c  wahlen, 
also  das  Bogenelement  ds  der  Filarevolvente  mit  ds  positiv  an- 
nehmen,  so  miissen  wir  setzen: 

m  -ff-'^-' 

wobei  c  =*  ±  1  ist,  je  nachdem  die  betrachtete  Stelle  der  Filar- 
evolvente auf  dem  negativen  oder  positiven  Mantel  der  Tangenten- 
flache von  c  liegt,  je  nachdem  also  s^a  ist.  Im  Falle  imaginarer 
Kurven  sei  ftr  s  irgend  einer  der  beiden  Werte  ±  1  gewahlt.  Fur 
die  Eichtungskosinus  ci,  ft,  y  der  Tangente  der  Filarevolvente  ergibt 
sich  nun  nach  III  (S): 

d  ,r   __   d  ./•     d3_ 
c/'  ^  ~d*  ~~  Ts  :  d7 
usw.,  d.  L: 
(1)  £«-€/,     -^«-«m,       y^-ew. 
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Geometrisch  erhellt  dies  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  ohne  weiteres, 
da  die  Tangente  der  Filarevolvente  in  der  Schmiegungsebene  von  c 
senkrecht  zur  Tangente  von  c,  d.  h.  parallel  zur  HauptBormalen 
(l:m:n]  von  c  ist.  Aus  (7)  folgt  ferner  nach  III  [C]  und  (6): 

(fi\  _L  —  d*  —  **"     d_g 

x  '  T  ""  "3T  """   ds  '  ds    ~ 

Analog  geht  w:r  und  w:r  hervor.    Hieraus  folgt  nun  nach  II  (A): 


Wahlen  wir  die  Quadratwurzel  von  r2+p2  bei  reellen  Kurven  c  positiv, 
so  muB,  da  r  positiv  ist  (nach  S.  231),  bei  reellem  a  gesetzt  werden: 


(9)  r  = 

1  ; 

Dabei  ist  e'  =  ±  1,  je  nachclem  p  ^  0  ist.    Im  imaginaren  Falle  ist 
einer  der  beiden  Werte  ±  I  fur  e   anzunehmen.    Aus  (8)  folgt  nun  : 

MA\      7          ,  tf^-f  Ar  „  , 

(10)  l=**t  --?-  ---  ->        W  =  6  € 
V     ^  2 


Endlich  gibt  11(0}  wegen  (7)  und  (10): 


I  r-  4-  q* 

Hieraus  sehlieBen  wir  nach  (6),  S.  342  und  Satz  59,  S.  344: 

Satz  19:  Die  Binormale  einer  Filarevolvente  einer 
Kurve  c  ist  parallel  der  Ach.se  derjenigen  gemeinen 
Schraubenlinie,  von  der  die  Kurve  c  an  der  zugehorigen 
Stelle  mit  ubereinstimmender  Torsion  in  zweiter  Ordnung 
beriihrt  wird,  also  parallel  der  Achse  desjenigen  Rotations- 
kegels,  von  dem  drei  Mantellinien  drei  unendlich  benach- 
barten  Tangenten  von  c  parallel  sind. 

Auch  folgt  aus  (10)  und  (11): 

Satz  20:  Die  Normalebenen  der  Filarevolventen  einer 
Kurve  c  sind  die  Ebenen  der  Tangenten  und  Binormalen 
der  Kurve  c. 

Nach  III  (C)  ist  noch  wegen  (11)  und  (6): 
<>         ds         ds  '  (is 
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so  daB  nacb.  (10)  kommt: 


Hier  fehlen  die  Faktoren  «  und  «'.  In  der  Tat  1st  ja  das  Vor- 
zeichen  der  Torsion  einer  Kurve  nach  S.  239  unabhangig  von  alien 
willkiirlichen  Vbrzeichenbestimmungen.  Man  sieht,  daB  @  im  reellen 
Falle  im  allgemeinen  das  Zeichen  wechselt,  wenn  s  durch  den 
Wert  a  hindurchgeht.  Daher  folgt: 

Satz21:  Eine  reelle  Filarevolvente  andert  beim  Uber- 
gange  von  dem  einen  Mantel  der  Tangentenflache  einer 
reelleu  Kurve  in  den  anderen  Mantel  im  allgemeinen  die 
Art  ihrer  Windung. 

Die  Torsion  der  Filarevolvente  ist  langs  der  ganzen  Kurve 
gleich  Null,  d.  h.  die  Evolvente  selbst  nach  Satz  14,  S.  241,  eben, 
wenn  nach  (12)  entweder  r  =  0  oder  @'r  —  r  Q  =  0  ist.  Ist  r  —  0, 
so  ist  die  urspriingliche  Kurve  eine  Gerade,  nach  Satz  26,  S.  278, 
und  hat  uberhuupt  keine  Evolventen.  Ist  or  —  r'(>  =  0,  fco  ist 
r:o  —  konst.,  also  die  ursprungliche  Kurve  nach  Satz  34,  S.  303, 
eine  Schraubenlinie.  In  Fig.  94  auf  S.  359  ist  eine  Filarevolvente 
fur  die  Tangentenflache  einer  gem  einen  Schraub'  nlinie  konstruiert. 
Die  Flache  ist  dort  auf  eine  zu  ihrer  Achse  parallele  Ebene  senk- 
recht  projiziert  worden,  und  die  Filarevolvente  erscheint  im,  Bilde 
als  (Jerade,  da  ihre  Ebene  zur  Schraubenachse  senkredbt  ist. 

Wir  haben  in  diesem  Paragrapnen  die  Filarevolventen  einer 
gegebenen  Kurve,  die  man  im  Einklange  mit  der  Bezeichnung  in 
der  Ebene  (S.  64)  die  Filarevolute  nennen  wird,  untersuchi  Man 
kann  umgekehrt  die  Frage  stellen,  ob  jeiJe  gegebene  Kurve  eine 
Filarevolute  hat,  d.  h.  ob  jede  Kurve  als  Filarevolvente  einer  ge- 
suchten  Kurve  aufgefafit  werden  kann.  Diese  Frage  werden  wir 
in  §  7  beantworten. 

Die  auf  die  Berechnung  der  Filarevolventen  beziigHchen  Formeln 
sind  am  Schlusse  dieses  Bandes  in  Taf.  VII  zusammengestelli 

§  6.   Planevolventen  und  Planevoluten. 

Betrachtea  wir  statt  der  Kurve  zunachst  einmal  em  raumliches 
Polygon  Pl  Pa  P3  .  .  .  \vie  schon  friiher,  z.  B.  auf  8.  355.  An  die  Stelle 
der  Schmiegungsebenen  treten  die  Ebenen  je  dreier  aufeinander- 
folgender  Polygonecken,  so  die  Ebene  -#ia8  der  drei  Punkte 
Pv  P2JPsusw.  Die  Ebene  .^  2  3  hat  mit  der  Ebene  JEj34  die 
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Polygonseite  P2  P3  gemein,  Durcli  Drehung  urn  diese  geht  sie  in 
die  Ebene  ^234  izber.  Diese  bringen  wir  durch  Drehung  urn  die 
Polygonseite  P3  P4  in  die  Lage  .S346  usw.  Durch  eiue  Folge  von 
Drehungen,  deren  Achsen  die  aufeinanderfolgenden  Polygonseiten 
sind,  konnen  wir  also  eine  Ebene  Bach  und  nach  in  alle  einzelnen 
Ebenen  ^123,  ^s*?  -^345  ••  •  uberfuhren.  Sind  die  Polygonseiten 
sehr  kurz  und,  bilden  sie  paarweise  fast  gestreckte  Winkel  mit- 
einander,  so  wird  diese  unstetige  Bewegung  nur  wenig  yon  einer 
stetigen  abweichen,  und  wir  konnen  sie  auch  als  ein  Roll  en  der 
Ebene  langs  des  Polygons  bezeichnen.  Dieses  Rollen  findet  ohne 
Gleiten  statt,  wenn  wir,  wie  geschehen,  nur  Drehungen  urn  die 
Achsen  P2  P3,  P3  P4  .  .  .,  nicht  aber  gleichzeitig  Schiebungen  langs 
der  Achsen,  also  Schraubungen,  vornehmen.  Ein  beliebiger  Punkt 
der  rollenden  Ebene  wird  eine  Bahn  beschreiben,  die  aus  lauter 
kleinen  Kreisbogenstucken  besteht,  von  denen  jedes  in  einer  Ebene 
senkrecht  zur  Drehungsachse  liegt  und  seinen  Mittelpunkt  auf  der 
Drehungsachse  hat  Diese  Kreisbogen  gehen  senkrecht  von  den 
Ebenen  ^123,  E2Zi  . . .  aus. 

Machen  wir  den  Qrenziibergang,  indem  wir  das  Polygon  durch 
eine  Kurve  c  ersetzen,  so  kommen  wir  zu  dem  Begriffe  des  Rollen s 
einer  Ebene  langs  einer  Kurve  c.     Die  Ebene  geht  stetig   in 
die  wechselnden  Schmiegungsebenen  der  Kurve  c  liber,  und  ein  Punkt 
der  Ebene  beschreibt  eine  stetige  Kurve,  die  alle  Schmiegungsebenen 
senkrecht  durchsetzt    Eine  solche  Kurve  heiBt  eine  Planevolvente 
der  Kurve  c,  die  selbst  die  zugehfirige,  Plane  volute  genannt  wird.1 
Planevolventen  heiBen  also  die  orthogonalen  Trajektorien 
der   Schmiegungsebenen   der   Planevolute.      Unsere    Aufgabe 
ist   es,    die  Planevolventen   einer   gegebenen  Kurve   zu   bestimmen. 
Vorher  heben  wir  noch  hervor,  daB  eine  beliebige  Kurve  des  Rauraes 
im  allgemeinen  als  eine  Planevolvente  aufgefaBt  werden  kann.     In 
der  Tat:   Wir  konstruieren  die  Normalebenen  der  Kurve.    Sie  bilden 
eine  Schar  von  oo1  Ebenen,  die  nacli  Satz  11,  8.  380,  im  allgemeinen 
die   Schmiegungsebenen    einer    anderen   Kurve    sind,    so    daB    die 
urspriingliche  Kurve  als  eine  Planevolvente    der   neuen  Kurve    er- 
scheint.    Naah  Satz  49,  S.  322,  aber  ist  die  Einhtillende  der  Normal- 
ebenen der  alten  Kurve  die  Tangentenflache  des  Ortes  der  Mittel- 
punkte  ihrer  Schmiegungskugeln.     Daraus  folgt  der 

Satz  22:     Eine   Raumkurve    kann    man    als    eine   Plan- 


1  Die  Flanevolventen  wurden  von  LANCRET  1805  eingeffihrt.    Siehe  sein 
auf  S.  203  genanntes  „  Me  moire". 
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evolveiite  des  Ortes  der  Mittelpunkte  ihrer  Schmiegungs- 
kugeln auffassen. 

In  der  Fassung  des  Satzes  liegt  es  schon,  daB  dies  nur  dann 
moglich  ist,  wenn  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln 
eine  nicht  ebene  Kurve  ist. 

Nun  sei  die  Planevolute  c  gegeben.  Bei  ihr  benutzen  wir  die 
gewohnlichen  Bezeichnungen,  also  x,  y,  z  als  die  Koordinaten  der 
Punkte,  s  als  Bogenlange 
usw.  Gesucht  werden  die 
Planevolventen  c,  d.  h.  die 
orthogonalen  Trajektorien 
der  Schmiegungsebenen 
der  gegebenen  Kurve  c. 

Es  seien  mit  r.  und  t) 
die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten desjenigen  Punktes 
bezeichnet,  in  dem  eine 
solche  orthogonale  Trajek- 
torie  c  die  zum  Punkte  (s) 
gehorige  Schmiegungs- 
ebene  von  c  schneidet,  und 
zwar  bezogen  auf  das  dur,ch 
die  Tangente  und  Hauptnormale  des  Punktes  (*)  gebildete  Achsen- 
kreuz  (siehe  Fig.  100).  Im  Kaume  seien  x,  y,  z  die  Koordinaten 
dieses  Punktes  von  c.  Wenn  wir  die  Strecke  vom  Punkte  (ar,  y,  z) 
nach  dem  Punkte  (5?,  y,  z)  auf  die  ar-Achse  projizieren,  ergibt  sich 
x  —  x.  Dieselbe  Projektiou  muB  der  aus  i  und  9  gebildete  ge- 
brochene  Linienzug  haben.  Da  £  gegen  die  ar-Achse  den  Bichtungs- 
kosinus  a  und  t)  den  Kichtungskosinus  Z  hat,  ist  folglich  x  —  x  gleich 
a i  +  /i),  also: 

Da  in  der  Schmiegungsebene  jedes  Punktes  (s)  ein  gewisser  Punkt 
($y,  z)  der  Trajektorie  5  liegen  wird,  miissen  5  und  ij  Funktionen 
von  /sein  ebenso  wie  die  in  (1)  auftretenden  GroBen  x,  y,  z,  a,  ft  y, 
77  in,  n.  Es  handelt  sicb  darum,  s  und  ^  so  als  Funktionen  von  s 
zu  bestimmen,  daB  die  durch  (1)  mittels  des  Parameters  s  dar- 
gestellte  Kurve  c  die  Schmiegungsebenen  der  Kurve  c  aenkrecht 
schneidet.  Nun  sind  der  Eichtungskosinus  der  Tangente  von  c  pro- 
portional den  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  s.  Es  ist  aber  nach  (1) 
und 


Fig.  100. 
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+  l 

Q 

Da  die  Tangente  von  <?  auf  der  Schmiegungsebene  von  c  senkrecht 
stehen  soil  muB 

s*^  =  o,    s/^  =  o 

ds  '  ds 

sein.     Dies  liefert  nach  (2)  und  II  (A): 

1-f»  +  £-°.     7-«  +  8-« 
oder: 


als  Bedingungen  fur  die  gesuchten  Funktionen  j  und  9  von  s.  Dies 
ist  ein  System  von  zwei  gewohnlichen  Differentialgleichuugen,  das 
sich  vereinfacht,  wenn  wir  statt  $  die  Veranderliche  T  einfuhren, 
die  durch 

(4,  r-f; 

0 

definiert  ist,  vgl.  (26;,  S.  234.    Dann  kommt  statt  (3): 
/K\  d  J  ^  ty 

Das  MiBliche  an  diesen  beiden  Differentialgleichungen  ist,  daB  jede 
die  beiden  gesuchten  Funktionen  5,  i)  enthalt.  Aber  diesen  Ubel- 
stand  beseitigen  wir,  indem  wir  zun^chst: 

zu  bestimmen  suchen.     Es  ist  ja  nach  (5): 

7   V  J  T*" 

,n\  aji .  Y  — .  "  y 

V)  jif zA-r,      jjy  -H-r. 

Jetzt  enthalt  jede  Differentialgleichung  nur  eine  unbekannte  Funktion 
JTbzw.  Z  Die  erste  ist  leicht  zu  integrieren,  denu  e~iT  gibt  diffe- 
renziert  —  ie~iT 7  und  diese  Bemerkung  fiihrt  dazu,  zu  versuchen. 
eine  GroBe  u  so  zu  bestimmen,  daB 

X  =  u  e- £  T 
wird.     Da  dtfnn  dX:dT  den  Wert 
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hat  und  andererseits  nach  der  ersten  Grleichung(7)  gleich  —  iue~'lT  —  r 
sein  soil,  wird  gefordert: 

*«  =  -re^ 

dT  Tt     ' 

Hieraus  ergibt  sich 

M=  -  ?reiT  dT 
und  somit: 


Die  zweite  Q-leichung  (7)  gibt  entsprechend: 


Da  eiT  =  cosT+  zsin  T  ist,    konnen  wir  X  und  Y  in  je  zwei 
Teile  zerlegen.    Dies  gibt  fur  J  den  Wert: 

X  =  -  cos?  fr  cosT  rf^—  sin?7  frsin2T 
+  {  [sin!7  CrcwTdT-  cosT  Tr  sin  2 
und  fur  Jr  den  konjugierten  Wert,  so  da6  aus  (6)  schlieBlich  folgt: 

f   £  =  -  cosf  fr  cos  TdT—  sin  ^  fr  sin  7f^ 

(8)  -\  /»  r 

(   t,  =        sin  yj  r  cos  7'  <f  ?7  -  cos  Tj  r  sin  T  d  T. 

Hiermit  sind  die  allgemeinen  Losungen  der  Differentialgleichungen  (5) 
gefunden. 

Nach  (1)  sind  demnach: 

.Tasar-^cosy-  /  sin2r)  Crco*TdT--(asmT+  I  cosT)  fr  sinTdT, 

*/  «• 

y  =  ;/  -  (/?  cos  2T-  7/z  sin  T}  fr  cos  7r  rf?T-  (/S  sin  ^+  iw  cos  jf7)  [*r  sin  77  rf7r  , 
.5  =r  —  (/cos  Z7-  w  sin^)  frcos77*r/r-(rsin?'-}-  w  cos77)  fr  sin  77^2T 

die    Gleichungen    der  „  Planevolventen.     Sie    enthalten    die    beiden 
Integrate: 


(9) 


von  denen  jedea  eine  willktirliche  Konstante  hatt  so  daB  tatsachlieh 
oo2  Planevolventen  vorliegen.     Da  nach  (4) 

r  dT=  ds 
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ist,  konnen  wir  die  Grleichungen  (9)  auch  so  schreiben: 

/  _  C  '  C  • 

x  =  x—(a  cos  jfr—  /sin  T]  I  cos  T ds  —  (asm  /+  Zcos  /)  j  sm  I  ds  * 
J  j 

z  =  z  —  (y  cos  T—n  sin  T) [cos  Tds  —  (y  sin  ^4-7*  cos  7T)  f  sin  T^5, 
wobei  dann  7  die  durch 


definierte  Funktion  von  ,9  ist.  In  §  7  werden  wir  erkennen,  wie 
man  die  Planevolventen  einer  gegebenen  Kurve  auf  mechanischem 
Wege  erzengen  kann  (vgl.  S.  414). 

Die  oo2  Planevolventen  (10)  einer  Kurve  c  durchbohren  die 
Schmiegungsebenen  der  Kurve  c  senkrecht.  Daher  haben,  wie  schon 
oben  gesagt,  die  Planevolventen  samtlich  diese  Schmiegungsebenen 
zu  Normalebenen.  Man  erkennt  hieraus^  dafi  auch  ein  anderes 
Problem  zu  den  Planevolventen  einer  Kurve  fiihrt:  Es  sei  eine 
Kurve  C  gegeben;  gesucht  werden  die  orthogonalen  Tra- 
jektorien  ihrer  Normalebenen.  NachSatz22sindsie  zusammen 
mit  C  die  Planevolventen  des  Ortes  der  Mitten  der  Schmiegungs- 
kugeln  von  C,  und  alle  diese  Planevolventen  haben  dieselben 
Schmiegungskugelmittelpunkte. 

Wir  wollen  —  urn  dies  Problem  analytisch  zu  behandeln  —  jetzt 
unter  ar,  y,  z  die  Koordinaten  langs  der  gegebenen  Kurve  C  verstehen 
und  die  ublichen  ubrigen  Bezeichnungen  ebenfalls  bei  C  benutzen. 
Ferner  sollen  j,  t)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  desjenigen  Punktes 
(5,  y,  5)  oder  P  bedeuten,  in  dem  eine  gesuchte  Trajektorie  die 
Normalebene  des  Punktes  (ar,  y,  z)  oder  P  von  C  durchbohrt,  bezogen 
auf  die  Haupt-  und  Binormale  von  P  als  Achsen.  Dann  wird 
(11)  a?  =  ar  +  /£  +  A9,  y  =  y  +  m  j  +  ^  t;,  z^z+nj  +  v^, 

wie  sich  analog  (1)  ergibt.  Nun  sind  &  t)  so  als  Funktionen  der 
Bogenlange  s  von  C  zu  bestimmen,  da6  die  Kuvre  (11)  die  Normal- 
ebenen von  C  senkrecht  durchbohrt,  .d.  h.  da6: 


wird.    Nach  (11)  ist  aber  wegen 
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so  daB  nach  II  (A)  zu  fordern  1st: 


oder: 

/1 2\  ^  J_ 5_         ^  —   % 

^     '  ds   ~~°       Q  '       ds    ~~  Q 

Fiihren  wir  als  unabhangige  Veranderliche  statt  s  die  GroBe 

(13)  *. 
ein,  vgl.  (26),  S.  234,  so  wird: 

(14)  T&~~~*)'      TB  "  E' 

Diese  Differentialgleichungen  sind  noch  einfacher  als  die  Glei- 
chungen  (5)  und  lassen  sich  nach  derselben  Methode  integrieren. 
Sie  geben: 

(15)  j  =  a  cos  £  —  b  sin  B ,      l)  =  a  sin  B  +  b  cos  JB . 

Dabei  bedeuten  a  und  b  beliebige  Konstanten.  Nach  (11)  und  (13) 
sind  somit 

X  » 

ds 


(16) 


:v  =  x  +  (a  /  +  b  A)cos  J1—  «  (6  Z  -  a  i)  sin  J 

0         ^  0 

*  * 

y  =y  +  (am+  6jw)cos  r~-(6wi-  a^)sinj" 
o  o 

*  * 
5  =s  z  +  (a  ?z  +  b  if)  cos  f — i-  —  (b  w  —  a  t>)  sin  J  - 


die  Gleichungen  der  oo2  orthogonalen  Trajektorien  der  Normalebenen 
der  gegebenen  Kurve  CL 

In  entsprechenden  Punkten,  d.  h.  fur  denselben  Wert  von  s, 
haben  alle  oo2  Kurven  (16)  dieselbe  Tangentenrichtung,  n&mlich 
(cc:p:y}.  Alle  oo2  Kurven  sind  daher  als  die  Parallelkurven 
der  Kurve  C  zu  bezeichnen.  Nach  (11),  (16)  und  II  (A)  ist  noch: 


Entsprechende  Punkte  P  und  P  der  Kurve  C  und  einer  Kurve  (16) 
haben  hiernach  einen  konstanten  Abstand  voneinander. 

SCHHFPERS,  Dlff.  I.    3,  Aua,  26 
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Noch  mehr:  Der  Punkt  P  hat  in  der  Normalebene  von  P  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  y,  IK  bezogen  auf  das  Achsenkreuz  der 
Haupt-  und  Binorinalen  von  P.  Diese  Koordinaten  y,  tj  andern  sich 
in  GemaBheit  von  <15)  mit  s,  d.  h.  wenn  P  langs  cler  Kurve  C 
wandert.  Nach  (1),  S.  14,  stellen  die  Gleichungen  (15)  eine  Drehung 
um  den  Anfangspunkt  P  des  3*  ij-Systeins  dar.  Wachst  s  um  </s,  so 
wachsen  £  und  t)  nach  ,14)  um: 


Das  Differential  des  Drehwinkels  ist  dabei  also  gleich  dem  Torsions- 
winkel  dB  von  C  (vgl.  S.  235).     Mithin  gilt  der 

Satz  23:  Die  Parallelkurven  einer  gegebenen  Kurve  C 
konnen  dadurch  erzeugt  werden,  daB  man  eine  Ebene  E 
so  in  Bewegung  setzt,  daB  einer  ihrer  Punkte  P  die  Kurve  C 
beschreibt  und  sie  selbst  dabei  bestandig  die  Normal- 
ebene  dieses  Punktes  der  Kurve  bleibt,  aber  in  sich  im 
Sinne  der  Drehung  von  der  Hauptnormalen  zur  Binormalen 
so  um  P  gedreht  wird,  daB  der  Drehungswinkel  um  den 
Torsionswinkel  dB  wachst,  sobald  P  langs  der  Kurve  C 
um  das  Bogenelement  ds  fortschreitet.  Jeder  Punkt  der 
Ebene  E  bescbreibt  alsdann  eine  Parallelkurve  zu  C.  Alle 
Parallelkurven  haben  denselben  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Schmiegungskugeln  und  siud  zusammen  mit  6'  die  Plan- 
evolventen  dieses  Ortes. 

Ans  (16)  folgt  durch  Differentiation  nach  s  wegen  III  (6'): 


ds  _ 


*  s 

!        a          /  *  d  .<?     ,     6     .     r  d  s  1 
1  _      cos sin     — 

'"          J      V  r          J      Q   J 


Wenn    wir   mit   iiberstrichenen    Buchstaben    die    auf   die    Parallel- 
kurven  (16)    beziiglichen    GroBen    bezeichnen,    folgt    hieraus,    da 


I*  \2      h       a         rd*        b    .     Cds]* 

rr/^l1-— COSJ  — +  r  smj-y  • 

o      s  u 

Wir  konnen  nun  die  Parallellcurven  so  orientieren,  daB 

(17)  ^=1_JLCC 


wird.     Weil  sich  fur  a  «  b  ==  0  die   ursprungliche  Kurve  C  ergibt 
und  alle  Parallelkurven  eine  stetige  Schar  bilden,  richten  wir  also 
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die  Orientierung  so   ein,   wie  sie  von  der  Kurve  6'  naturgemaB  be- 
stimmt  wird.     Nun  kommt 

>_    (J*    —    d:>'   .   <l*    _  :3  _  p          ;;  _ 

^     '  "        rf  >          d  s  '  d  s         '  *      '         /   7      /        /  • 

Nach  III  (0  ist  ferner: 

.7  rf  /<;  c?  «       </  S  rf  r<       fl?  S  Id  N 

/•    ~~    ^/  s          (i x  '  ds          d  s  '  d  s         r  '  d  s 

oder,  wenn  man  zur  Abkiirzung 
(10)  p=l-~c< 


-    o  a 

setzt:  _ 

/  UTt          rn  it          n 


Quadrieren   und   Addieren    aller   drei   Gleichungen   gibt   r2  =  r2^2. 
Demnach  \vird 


(20)  r 

wobei  £  =  ±  1  und  zwar  im  reellen  Falle  gleich  +  1  oder  —  1  zu 
wahlen  ist,  je  nachdem  p  positiv  oder  negativ  wird,  well  r  ini 
reellen  Falle  positiv  sein  soil  (nach  S.  231).  AuBerdem  komint: 

(21)  /  =  c  /  ,      nt  =  s  m  ,      n  =  €  n  . 
Nach  (18)  und  (21)  ist  wegen  11(6'): 

(22)  A  =  €  A  ,      //  =  «  «  ,      7'  =  6i'. 
Nun  gibt  III  ((')  ferner 

"'  —  ^  —  —  -  iLL  —  _iL 

o  v—"   ^  N  ^/  x      d  s          y  ;> 

claher  f2I)  schlieBlich  noch: 

(23)  i'  =  p?- 

Hiermit  sind  die  auf  die  Parallelkurven  bezuglichen  Eleiucnte 
berechnet. 

Die  Formeln  (20)  und  (21)  zeigen,  daB 


ist,  also  zu  entsprechenden  Bogeneleinenten  abgesehen  voin  Vor- 
zeiohen  gleiche  Kontingenzwinkel  gehoren,  was  geometrisch  ein'- 
leuchtet.  Die  auf  die  Parallelkurven  bezuglichen  Fornaeln  sind  in 
Tafel  VIII  im  Anhange  zusammengestellt. 

26* 
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Liegt  eine  Schraubenlinie  C  vor,  d.  h.  1st  T:Q  nach  S.  302 
konstant,  so  1st  nach  (20)  und  (23)  auch  r:p  =  ±T\Q  konstant. 

Satz  24:  Die  Parallelkurven  einer  Schraubenlinie  sind 
ebenfalls  Schraubenlinien. 

Insgesamt  lehren  die  Formeln  (18),  (21)  und  (22): 

Satz  25:  Die  begleitenden  Dreikante  sind  bei  Parallel- 
kurven —  abgesehen  von  der  Orientierung  der  Haupt-  und 
Binormalen  —  immer  in  entsprechenden  Punkten  einander 
parallel. 

Mit  den  orthogonalen  Trajektorien  der  Normalebenen  einer 
Kurve  C,  d.  h.  also  mit  den  Parallelkurven  yon  C,  diirfen  gewisse 
andere  Kurven  nicht  verwechselt  werden,  von  denen  man  vielleicht 
'bei  fliichtiger  Uberlegung  glauben  mochte,  daB  sie  mit  jenen 
identisch  seien:  Bewegen  wir  namlich  eine  Ebene  E  entlang  C  so,  da6 
ein  in  ihr  gelegenes  Achsenkreuz  bestandig  das  Kreuz  der  Haupt- 
und  Binormalen  der  Kurve  C  bildet,  so  beschreibt  jeder  mit  dem 
Achsenkreuze  fest  verbundene  Punkt  der  Ebene  E  eine  Kurve.  Sie 
wird  durch  (11)  dargestellt,  wenn  darin  j  und  t)  Konstanten  be- 
deuten,  und  hat  also  die  Gleichungen: 

(24)    5:  =  ar-fa/+bA,     y  —  y+OTTZ  +  b/i,     r  —  z  +  aTZ  +  bj/., 

die  von  den  Gleichungen  (16)  der  Parallelkurven  wesentlich 
verschieden  sind. 

.Die  Parallelkurven  von  C  sind  nur  dann  Kurven  von  dieser 
Art,  wenn  auch  bei  ihnen  j  und  t)  konstant  sind,  was  nach  (12) 
nur  dann  eintritt,  wenn  1:^  =  0,  also  C  eben  ist  (nach  Satz  17, 
S.  244). 

§  7.    Die  Polarflache  einer  Kurve. 

Die  Normalebenen  einer  Kurve  c  bilden  eine  einfach  unendliche 
Schar.  Im  allgemeinen  werden  sie  nicht  samtlich  durch  einen  Punkt 
gehen  und  auch  nicht  samtlich  eine  Eichtung  gemein  haben,  sondern 
nach  Satz  12,  8,380,  von  der  Tangentenflache  einer  gewissen  Kurve  c 
eingehiillt  werden.  Sie  sind  dabei  die  Schmiegungsebenen  von  c.  Die 
Schnittgeraden  je  zweier  unendlich  benachbarter  Ebenen  der  Schar 
sind  die  Tangenten  von  c  und  die  Schnittpunkte  je  dreier  die 
Punkte  von  c  (vgl.  Satz  11,  S.  380).  Nach  Satz  47 ',  S.  320,  und 
Satz  49,  S.  322,  hat  daher  c  die  Kriimmungsachsen  oder  Polaren, 
von  c  zu  Tangenten  und  die  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln 
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von  c  zu  Punkten,  so  da8  c  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  SchmieguBgs- 
kugeln  YOU  c  1st,  der  schon  gelegentlich  in  §  6  vorkam  (vgl.  z.  B. 
Satz  22,  S.  396).     Da  die  Tangentenflache  von  c  von   den  Polaren 
von  c  erzeugt-  wird,  heiBt  sie  die  Polarflache  von  c.1 
Nach  Satz  44,  S.  317,  sind 

(1)     x  =  x  +  r  I  —  o  r  A ,      y  =  y  -f-  rm  —  QT  a ,      z  =  z  +  r  n  —  o  r  v 

die  Koordinaten  der  Mitte  (£,  y,  5)  der  Schmiegungskugel  des  Punktes 
(x,  y,  z)  der  Kurve  c.  Sie  sind.  hierdurch  als  Funktionen  von  .?,  der 
Bogenlange  von  c,  dargestellt.  Es  liegt  demnach  in  (1)  eine  Para- 
meter darstellung  der  Kurve  c  vor.  Die  auf  die  Kurve  c  beziiglichen 
GroBen  seien  wieder  durch  iiberstrichene  Buchstaben  bezeichnet  Die 
Ableitungen  von  .!-,  y,  z  nach  5  stehen  schon  in  (10),  S.  318,  wo 
£,  y,  r  mit  ^f,  5,  C  bezeichnet  worden  waren.  Es  ist  also: 

d  .7; 


usw,     Hieraus  folgt  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

\d7 
so  daB  wir 

P)  7T 

zu  setzen  haben,  wenn  wir  unter  e  eine  der  Zahlen  ±  1  verstehen. 
Wahlen  wir  s  =  +  1  oder  6  =  —  1  im'  reellen  Falle,  je  nachdem 

U  P       -          Q  *= 

ist,  so  hat  r  dieselbe  Orientierung  wie  c.     Es  wird  nun: 

Weiter  kommt  nach  III  (C): 

"f  ~~   <Ts      d  s   "~        (>  p          T-  (>  p          r  (>  p 

so  daB  die  Summe  der  Quadrate  gibt: 

t  i 


1  So  genannt  und  zuerst  untersucht  wurde  sie   von  MONOE  in   der   auf 
S\  210  erwahnten  Abhaudlung  von  1771. 
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Hiernuch  ist 

(5)  r  =  es  op  , 

wobei  «'  eine  der  Zahlen  ±  1  bedeutet.  Da  r  im  reellen  F.ille 
positiv  sein  soil  (nach  S.  231)  und  ep  Bach  der  oben  getroftenen 
Festsetzung  im  reellen  Falle  positiv  ist,  hat  man  dann  e  =  +  1 
oder  —  1  zu  wahlen,  je  nachdem  die  Torsion  1  ;  y  von  c  positiv 
oder  negativ  ist.  Weiterhin  kommt: 

(6)  /  =•  —  £  e  I  ,      ///  =  —  6  &  m  ,      y/  =  —  £  5'  ?/  . 
Nach  II  (6')  folgt  aus  (4)  und  (6): 

(7)  A  =  -«'«,      /7=-c'/9,      /;  =  —  «';'. 

Um  schlieBlich  noch  />  zu  berechnen,  differenzieren  wir  die  erste 
Formel  (7)  nach  ,v  und  erhalten  wegen  III  (C)\ 

L.  —  —  '  rf/*  .  _li  ~  __   c'  / 

o  d  s  '  ds  r  p 

oder  nach  (6): 

(8)  (7  =  rp. 

Zu  diesen  Formeln  ist  nun  zu  bemerken,  daB  sie  natiirlich  nur 
dann  einen  Sinn  haben,  wenn  die  Mittelpunkte  aller  Schmiegungs- 
kugela  von  c  tatsachlich  eine  Kurve  bilden.  Untersuchen  wir  daher, 
wann  dies  nicht  der  Fall  ist.  Dabei  wird  immer  vorausgesetzt,  daB 
der  Begriff  der  Schmiegungskugeln  vorhanden  sei,  die  Kurve  c  sei 
namlich  weder  eine  Gerade  noch  eine  Minimalkurve  erster  oder 
zweiter  Ordnung.  Nach  (1)  ist  l:p=|=0  anzunehmen,  d.  h.  die 
Kurve  c  darf  nicht  eben  sein  (vgl  Satz  14,  S.  2411  Wegen 


—  —       —  r   o 

ds  ^     -    ^ 


usw.  reduziert  sich  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln 
auf  einen  Punkt,  wenn  der  Ausdruek  (3)  uberall.  gleich  Null  ist 
d.  h.  nach  S.  318,  319,  wenn  c  eine  nicht  ebene  spharische  Kurve  ist. 
Ferner  ist  die  Kurve  r  eine  Gerade,  bei  der  der  Begriff  der  Torsion 
l:o  gar  nicht  existiert,  falls  r7,  {5  und  f  konstante  Werte  haben. 
Dies  tritt  nun  nach  (4)  nur  dann  ein,  wenn  A,  ^,,  v  konstante  Werte 
haben,  d.  h.  wenn  alle  Binormalen  der  Kurve  c  einander  parallel  sind. 
Da  I'  a*  /:  o  usw.  nach  III  (61)  ist,  mu6  dann  wieder  1  :  o  =  0  sein. 
Wir  schlieBen  daher  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  des  Ortes  ? 
der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  einer  Kurve  c  mehrere 
Fiille  aus:  Die  Kurve  c  soil  weder  eine  Minimalkurve.  erster  oder 
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zweiter  Ordaung  noch  spharisch  und  insbesondere  auch  nicht  eben 
imd  nicht  geradlinig  sein.  Infolge  von  (4),  (6)  und  (7)  konnen  wir 
nun  sagen: 

Satz  26:  Eine  Kurve  und  der  Ort  der  Mitten  ihrer  Schinie- 
gungskugeln  haben  parallels  Hauptnormalen,  wahrend  die 
Tangenten  einer  der  beiden  Kurven  zu  den  Binormalen  der 
anderen  in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind. 

Wegen  III  (7)}  und  III  (E)  ergibt  sich  aus  (5)  und  (8): 


so  daB  insbesondere  der  Satz  gilt: 

Satz  27:  Abgesehen  von  clen  Vorzeichen  ist  der  Kon- 
tingeuzwinkel  bzw.  Torsionswinkel  einer  Kurve  .gleich  dem 
Torsionswinkel  bzw.  Kontingenzwinkel  der  Kurve  der 
Mitten  ihrer  Schmiegungskugeln.1 

Hat  die  Kurve  c  konstante  Kriimmung,  so  fallt  der  Ort  (1) 
der  Mitten  ihrer  Schmiegungskugeln  mit  dem  Orte 

y  =  ar  +  r/,      t)  =  ?/  +  rm,      j  =  z  +  r  n 

der  Kriammungsmittelpunkte,  vgl.  (7),  S.  251,  zusammen,  da  dann 
r  «  0  ist.  Nach  (3)  ist  dabei  p  =  r  :  (>  und  also  nach  (5)  auch 
r  =  4-  r.  Die  Kurve  7:  hat  somit  in  diesem  Falle  dieselbe  konstante 
Kriimmung  wie  die  Kurve  c7  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

Uragekehrt:  Die  Mitten  der  Schmiegungskugelu  fallen  mit  den 
Mitten  der  Krlimmungskreise  nur  dann  zusammen,  wenn  or'  =  0 
ist.  Der  Fall  r'  =  0  liefert  die  Kurven  konstanter  Kriimmung,  der 
Fall  (;  =  G  kommt  dagegen  tiberliaupt  nicht  vcr.  Wir  haben  also  don 

Satz  28:  Die  Mitten  der  Schmiegungskugeln  einer  Kurve 
fallen  nur  dann  mit  den  Mitten  der  Krummungskreise  zu- 
sammen, wenri  die  Kurve  konstante  Kriimmung  hat.  Als- 
dann  hat  der  Ort  der  Mitten  dieselbe  konstante  Kriimmung, 
abgesehen  vorn  Vorzeichen. 

Die  Polartiache,  der  Ort  der  Krummungsachsen  von  c,  stellt 
sich  nach  f\%\,  S.  810,  in  den  laufouden  Koordinaten  X,  }',  Z  so  dan 

({))     .V  =a  ,r    |-  r  I  +  a  I  ,       Y  —  //  -|-  rm  +  <y  ft  ,      jf  =  z  +  rn  +  w  > 

ausgedrttckt  durc.h  die  Parameter  $  und  <r.  Insbesondere  gibt  die 
Annahme  <r«s  —  (/r'  die  Gratlinie  dieser  Flache,  namlich  den  Ort  (1) 
der  Mitten  der  Schmiegungskugeln  von  c. 


1  Hat/  von  LANTKKT  IHO^  (vgl.  die  Anmerkung  au  S,  20U), 


408 


Dritter  Abschnitt:    Kurven  und  abwickelbare  Slacken. 


Die  Polarflache  (9)  hat  nun  auch  fiir  die  Filarevoluten  eine 
Bedeutung.  Wir  wollen  namlich  die  auf  S.  395  aufgeworfene  Frage  be- 
antworten,  ob  eine  gegebene  Kurve  c  als  Filarevolvente  einer  anderen, 

gesuchten  Kurve  C  aufgefaBt 
werden  kann.  Nacb  S.  392  muB 
die  gesuchte  Kurve  C  zu  Tan- 
genten  solche  G-eraden  haben, 
die  die  gegebene  Kurve  c  senk- 
recht  schneiden,  also  Normalen 
yon  c  sind.  Sind  aber  P  und 
P'  zwei  benachbarte  Punkte 
yon  c,  so  scbneiden  sicb  zwei 
Normalen  von  P  und  P'7  wenn 
sie  nicht  iiberhaupt  windscbief 
sind,  nur  auf  der  Schnittlinie 
Fig.  101.  der  Normalebenen  von  P  und 

P,  d.  h.,  falls  P'  nacb  P  strebt, 

auf  einer  Kriimmungsachse  oder  Erzeugenden  der  Polarflache  (9) 
der  Kurve  c.  Die  gesuchte  Kurve  G  muB  also  auf  der  Polarflache 
von  c  liegen  (siehe  Fig.  101). 

Unsere  Aufgabe  ist  daher,  auf  der  Polarflache  von  c  eine 
Kurve  C  so  zu  bestimmen,  daB  ihre  Tangenten  die  Kurve  c  senk- 
recht  schneiden.  Wenn  aber  eine  Tangente  der  Polarflache  die 
Kurve  c  trifft,  ist  sie  ohne  weiteres  auch  eine  Normale  von  c.  Wir 
brauchen  also  nur  zu  verlangen,  daB  die  Tangenten  der  Kurve  C  die 
Kurve  c  schneiden. 

Die  GroBe  a  in  (9)  ist  nach  S.  319  die  Strecke  auf  der 
Kriimmungsachse  des  Punktes  (a-,  ?/,  z)  von  c,  gemessen  vom  Krum- 
mungsmittelpunkte  (x+rl,  y  +  rvn,  z  +  rn]  bis  zum  Punkte  (X,  Y,  Z). 
Wenn  also  der  Punkt  (1,  7,  K]  eine  Kurve  C  auf  der  Polarflache  be- 
schreiben  soil,  muB  diese  Strecke  cr  mit  fortschreitendem  Punkte 
(or,  ?/,  z]  oder  (s)  variieren,  also  eine  Funktion  von  s  sein.  Fassen 
wir  mithin  n  als  irgend  eine  Funktion  von  s  auf,  so  geben  die  Glei- 
chungen  (9)  irgend  eine  Kurve  C  auf  der  Polarflache,  dargestellt 
mittels  des  Parameters  s,  Wir  verlangen,  daB  die  Tangente  dieser 
Kurve  den  Punkt  (x,  y,  z]  von  c  enthalte,  d.  h.  daB  sich  die  voll- 
standigen  Ableitungen  von  X,  Y,  Z  nach  $,  die  ja  den  Richtungs- 
kosinus  der  Tangente  von  C  proportional  sind,  zu  einander  verhalten 
wie  JT-ar,  7-y,  Z-z.  Nun  aber  ist  nach  (9),  111(5)  und  III(O): 
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und  andererseits : 

JC-*  =  r/  +  r7JL 

Die  Bedingung  der  Proportionality  liefert  somit: 

rf  + 


£_ 


r 

-        +  </ 


oder 
(10) 


d(t         r     .     r'  1       o 

-T-  = tf  H <72. 

a  ,9         ^          r  r  Q 


Dies  ist  eine  spezielle  RicCATische  Differentialgleichung  fiir  a  (nach 
S.  291)  und  laBt  sich  integrieren,  wenn  man  statt  a  zunachst  die 
Grofie  u  =  (r  :  r  zu  bestimmen  versucht.  Wegen  cr  =  r  u  und 


a  irk        ,      , 
--—  .  ==  ?•  w  +  r 


% 
ds 


gibt  sie  namlich  fiir  u  die  Bedingung: 

e£  u  ds 


oder 


woraus  folgt: 


xmd  cltiher: 


1  +  u* 


.V 

arc  tg  w  =  I  — -  +  a       (a  =  konst.) , 


Dies  ist  die  allgemoino  Losung  a  der  RiocATisehen  Gleiclnuig  (10). 
Seteen  wir  sie  in  (0)  ein,  so  kommt: 


(12) 


=  y  -\-r m-\-r /utg 


'da 


W 

M  -j - 


Diese  Gleichungen  stellen  eine  Kurve  C  dar,  ausgedriickt  (lurch 
den   Parameter  a,   und   diese   Kurve   ist  eine   JTilare volute  der 
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giegebenen  Kurve  c  (vgl.  S.  408).  Da  die  Konstante  a  beliebig 
gewahlt  werdeu  kann,  folgt,  da8  die  Kurve  c  oc1  Filarevo- 
luten  hat.1 

Wir  batten  die  Filarevoluten  aucb  dadurch  ableiten  konnen, 
Ja8  wir  die  Strecken  r  bestimmten,  die  von  ihnen  auf  den  Tmi- 
genten  der  Gratlinie  (1.  der  Polarflache  abgeschnitten  werden.  Ruck- 
warts  konnen  wir  mit  Hilfe  von  (12)  die  Lange  dieser  Strecken  be- 
stimmen.  Da  namlicli  <Y,  3,  ;~  die  Richtungskosinus  der  Taiigente 
der  Kurve  (1)  sind,  muB 

(18)  T=7-;tfr,        J"  =  j/+.5r,       Z  =  z  +  f  r 

sein.  Setzen  wir  hierin  die  Werte  (12),  (1)  und  (4)  ein,  so  ergibt 
sich  leicht: 

(14)  T  =  _ 


Kine  deutliche  Vorstellung  von  der  Lage  der  Kurven  C  gewinnen 
wir,  wenn  wir  die  gegebene  Kurve  c  zunachst  durch  ein  Polygon 
PiPoPzP*  •  •  •  ersetzen,  das  verhiiltnismaBig  wenig  von  einer  stetigen 
Kurve  abweicht  (siehe  die  obere  Fig.  102).  Als  Normalebene  JVj 
von  pl  konnen  wir  dann  die  Ebene  auffassen,  die  in  pl  auf  plp2 
senkrecht  steht,  usw.  Die  Schnittlinie  von  JNl  und  A72  ist  die 
Kriimmungsachse  ^  von  pv  usw.  Die  Kriimmungsachsen  ^  und  43 
oder  also  die  drei  Normalebenen  Nv  JV2,  A73  treffen  sich  in  einem 
Punkte  pv  der  die  Rolle  des  Mittelpunktes  der  Schmiegungskugel 
fiir  pl  spielt.  Entsprechend  ergeben  sich  pv  py  ....  Das  Polygon' 
/"/1  pz  ji.j  .  .  .  ersetzt  uns  die  Gratlinie  £  der  Polarttftche.  Die  Polar- 
fliiche  selbst  ist  durch  das  Gebilde  dargestellt,  das  aus  den  spitzen 
Winkelfeldern  A\,  .\2,  JVg,  ./.  besteht  Wir  wlihlen  nun  auf  ^  irgend 
einen  Punkt  Pl  und  ziehen  Plpr  Diese  Gerade  ist  eine  Normale 
von  pl9  denn  sie  liegt  in  der  Ebene  Nr  Die  Gerade  Pl  p^  liegt  in 
der  Ebene  J\r3  und  ist  also  eine  Normale  von  pt>.  Sie  treffe  /<<,  in  jP0. 
Die  Gerade  P2p3  liegt  nun  in  der  Ebene  N3  und  ist  daher  eine 
Normale  von  pB.  Sie  moge  A3  etwa  in  P3  treffen,  usw.  So  kon- 
struieren  wir  ein  Polygon  Pl  P2  P3  .  .  „  auf  der  Polarflache,  dessen 
Seiten  Normalen  von  pv  p>,,  p3,  .  .  .  sind.  Gehen  wir  statt  von  P, 

1  Die  Filarevoluten  warden  von  LANCHET  1802  (siehe  Anm,  auf  S.  20;ij 
durch  Quadratur  bestimmt,  nachdem  MONGE  1785  ihre  Differentialgleichuxigeu 
a\ifgestellt  hatte,  ohne  sich  mit  ihrer  Integration  zu  beschaftigeri  (in  dwn 
Memoires  des  Savants  ctrangers  de  Tlnst.  T.  X). 
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von   einem   anderen  Punkte  (^  auf  kl  aus,   so  liefert  dieselbe  Kon- 
struktion    ein    anderes    derartiges    Polygon    QlQzQs'.-.     Mail    be- 

achte,  daB  die  Konstruktionen  nur  innerhalb  der  Ebenen  J\'lt  A\t.  N.^ 

ausgefiihrt  werden.  Die  verscliiedenen  Polygone  Pl  l\  P3 , . . ,  Ql  Q2  Q^ . . , 

ersetzen  uns  Kurven, 

ihre  Seiten  die  Tan- 

genten    der  Kurven, 

und    da    die    Seiten 

Normal  en  von  pl,  pv 

7'3 ...  sind,  wird  man 

die    Polygone  Pl  J\> 

als  Filarevoluten  des 
Polygons  pl  pt  7>3  .  .  . 
bezeichnen.  Sie  er- 
setzen uns  also  die 
Kurven  C\ 

Wirdenken  uns  r^ 
nun  />L  durch  das  \ 
Winkelfeld  l\plQl 
mit  der  Ebene  Nr 
starr  verbunden, 
ebenso  p»  durch  das 
Winkelfeld  Pzp2Q, 
mit  der  Ebene  A2 
usw.,  nicht  aber  pl 
mit  pa>  ft  mit  p§ 
usw.,  und  breiten  die 
Polar Hiiohe  J\\  N, 
JV3 . . .  auf  die  Ebene 
aus  (siehe  die  untere  Fig.  102),  Um  JVj  und  A;3  in  eine  Ebene  xu 
bringen,  miissen  wir  JV^  um  einen  kleinen  Winkel  um  A,  drelien, 
so  daB  pv  einen  kurzen  Kreisbogen  beschreibt,  der  in  pl  auf  J\\ 
senkrecht  steht.  Da  plp$  auch  auf  Ax  senkrecht  steht,  folgt,  daB 
pl  nach  ft  rlickt,  sobald  JS\  so  weit  nm  /^  gedreht  wird,  bis  ^ 
und  N%  eine  Ebene  bilden.  Derselbe  SchluB  wiederholt  sich:  Wir 
dreben  jetzt  die  Ebene  A\  JV2  um  A2  so  weit,  bis  sie  mit  ^V3  keine 
Kante  mehr  bildet;  dabei  riickt  der  Punkt  ft  (oder  pj)  nach  />3  usw, 
Man  erkennt,  daB  schlieBlich,  wenn  die  ganze  Polarflache  in  die 
Kbene  ausgebreitet  ist,  alle  Punkte  pv  p^  p3 .  .*  in  einem  Punkt  p 
xusammenliegen.  Auch  erkennt  man,  daB  pv  Pv  mit/^P,,,  p,A  P,y..* 
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zur  Deckung  kommt,  ebenso  pl  Qx  mit  pz  Q2 ,  pz  Q3,  .  .  . ,  so  daB  wir 
also  zwei  G-eraden  Px  P3P3  . .  .  und  Ql  Q2  Q3  .  .  .  durch  p  erhalten, 
Die  Filarevoluten  von  plpzp3  .  .  .  werden  mithin  bei  der  Abwicklung 
zu  Geraden,  so  daB  wir  nach  S.  364  zunaehst  durch  diese  geome- 
trische  Betrachtung  zu  dem  Satze  gefiihrt  werden: 

Satz  29:  Eine  Kurve,  die  weder  eine  Minimalkurve 
erster  od«r  zweiter  Ordnung  noch  spharisch,  also  auch 
nicht  eben  oder  geradlinig  1st,  hat  oo1  Filarevoluten.  Sie 
sind  von  einem  Punkte  ausgehende  geodatische  Linien 
auf  der  Polarflache  der  Kurve. 

Dies  soil  nun  auch  streng  analytisch  bewiesen  werden.  Nach 
(7),  S.  354,  geht  die  Gratlinie  c  oder  (1)  der  Polarflache  bei  der 
Abwicklung  iiber  in  die  ebene  Kurve: 


5  =  /  cos 


(   _v  d5,       t)  =    /  sin  f  ^ 


Die  Kurve  C  oder  (13)  geht  ferner  nach  (8),  S.  355,  in  die  ebene 
Kurve 

-V         T         C  dl*    ,™  ,  r  d^          ^         C  •      C  dx    7  .     C  d~x 

&  ^    /  cos  J  -=-  dx  +  T  cos  I  -^  ,      ?J  =  /  sm  I    _    rfg  +  T  sin  I  -==- 

iiber.    Dabei  darf  man  alle  Integrale  von  0  bis  s  erstrecken.    Da  T 
den  Wert  (14)  hat,  kommt  wegen  (2)  und  (5): 


2)  =  tt'psmf^ds-ee'^r'  +  rte  (f^-  +  «)]  sin  J^L. 

Mit  Rticksicht  auf  (3)  findet  man  hieraus  durch  Differentiation: 

4»:«   .a'otga. 

ff-s       ds  b 

Dies  ist  konstant;  die  Kurven  (X,  $)  also,  die  bei  der  Abwicklung 
der  Polarfiache  von  c  in  die  Ebene  aus  den  Filarevoluten  C  von 
c  hervorgehen,  sind  Geraden  ,  was  zu  beweisen  war.  Trifft  die 
Kurve  c  ihre  Polarflache  in  p,  so  gehen  alle  Filarevoluten  C  durch 
p,  und  dies  gilt  auch  nach  der  Abwicklung. 

Wenn  wir  vrie  in  Fig.  102  zwei  Filarevoluten  Pl  P2  P.3  .  .  .  und 
#1  $2  Qs  -  •  -  von  <?  betrachten,  so  sehen  wir,  daB  die  Winkel  ^  pl  1\  , 
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Q3jp2P2,  ...  einander  gleich  sind,  da  sie  bei  der  Abwicklung  mit- 
einander  zur  Deckung  kommen.     Hieraus  folgt: 

Satz  30:  Sind  C^  und  (72  zwei  Filarevoluten  einer 
Kurve  c,  so  bilden  diejenigen  beiden  Normalen  eines 
Punktes  p  von  c,  die  nach  C^  und  C2  gehen  und  Tangenten 
von  C^  und  C2  sind,  langs  der  ganzen  Kurve  c  einen  kon- 
stanten  Winkel  miteinander. 

Una  auch  dies  analytisch  zu  bestatigen,  suchen  wir  die  Rich- 
tungskosinus  J.,  B,  F  der  Tangente  der  Filarevolute  C.  Da  diese 
Tangente  eine  Normale  von  c  ist,  sind  die  Kosinus  proportional 
X-*,  7-y,  Z-x.  Nach  (12)  aber  ist: 


so  daft 


ist  und  also  kommt: 

A-±  [/cos  (J^-  +  «)  +  i  sin  (/  ^   -1-  a)]  . 

Entsprechende  Werte  gehen  fur  B  und  F  hervor.  Bei  alien  dreien 
gilt  entweder  durchweg  das  obere  oder  durchweg  das  untere  Vor- 
zeichen.  Die  Tangente  von  C  liegt  in  der  Normalebene  von  c 
und  bildet  init  der  Hauptnormalen  von  c  einen-  Winkel,  dessen 
Kosinus  ist: 

A 

cos  (o  «  S  A  I  =  ±  cos  (  f—  +  a)  - 

Gibt  man  also  der  Konstanten  a  zwei  Werte  a^  und  a2,  so  erhalt 
man  zwei  Winkel  o)}  und  o)21  deren  Difi'erenz  konstant  ist,  was  zu 
beweisen  war. 

Man  kann  das  Ergebnis  noch  etwas  anders  aussprechen:  Wir 
wahlen  eine  beliebige  Kurve  Cz  im  Kaume,  die  weder  eine  Gerade 
noch  eine  Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordming  ist,  und  kon- 
struieren  eine  orthogonale  Trajektorie  c  ihrer  Tangenten,  so  da8  C\ 
eine  Filarevolute  von  c  ist.  Diejenigen  Normalen  von  c  nun,  die  eine 
andere  Filarevolute  <?2  von  c  bertihren,  bilden  mit  denen,  die  Cl  um- 
hiillen,  nach  dem  letzten  Satze  einen  konstanten,  aber  beliebigen 
WinkeL  Daher: 
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Satz  31:  Konstruiert  man  auf  der  Tangentenflache 
einer  nicht  geradlinigen  Kurve,  die  keine  Minimalkurve 
erster  oder  zweiter  Ordnung  ist,  eine  orthogonale  Trajek- 
torie  c  iliFer  Erzeugenden  und  dreht  danach  alle  Er- 
zeugenden  um  denselben,  aber  beliebigen  Winkel  um  ihre 
Schnittpunkte  mit  c  so,  daB  sie  dabei  senkrecbt  zu  c 
bleiben,  so  bilden  sie  auch  nach  der  Drehung  die  Tan- 
gentenflache einer  Kurve.  Die  Gratlinien  aller  so  bervor- 
gehenden  Flachen  sind  die  ool  Filarevoluten  der  Kurve  c. 

Die  in  diesera  Satze  genannten  abwickelbaren  Flachen  sind, 
wenn  wir  zu  der  Annaherungsfigur  102  auf  S.  411  zuriickkehren, 
die  Flachen  der  Geraden  Plpl,  P2Pz9  PsP&  ••  •  bzw.  ^/;i?  QzPz* 
Qspz, . . .  Diese  Figur  lehrt  uns  noch  Einiges  liber  die  Abwicklung 
einer  abwickelbaren  Flache:  Wenn  wir  in  der  Ebene  der  Abwicklung, 
d.  h.  in  der  unteren  Figur,  irgend  einen  Punkt  p  markieren, 
konnen  wir  uns  vorstellen,  daB  er  einzeln  mit  den  aufeinander- 
folgenden  in  die  Ebene  zusammengeklappten  Schmiegungsebenen  der 
Gratlinie  c  starr  verbunden  sei.  Wickeln  wir  dann  die  Ebene  wieder 
zur  Fl^che  auf,  so  liefert  der  Punkt  p  eine  Kurve  P1p2ps  •  •  •  ini 
Raume.  Jeder  Punkt  p  der  Ebene  gibt  daher  eine  Kurve  c  im 
Raume.  So  ergeben  sich  oo2  Raumkurven  c,  deren  Normalebenen 
die  Schmiegungsebenen  von  c  sind,  so  daB  die  Mittelpunkte  ihrer 
Schmiegungskugeln  auf  der  Kurve  c  liegen.  Hiermit  ist  auf  mecha- 
nischem  Wege  die  Aufgabe  gelost,  zu  einer  gegebenen  Kurve  c 
im  Raume  alle  oo2  Kurven  zu  finden,  die  ihre  Schmiegungs- 
kugelmittelpunkte  auf  c  haben  oder  also  alle  oo2Kurven  zu 
finden,  die  eine  gegebene  Polarflache  haben.  Man  beachle, 
daB  wir  dieselbe  Aufgabe  schon  in  §  6  analytisch  erledigt  haben: 
Die  gesuchten  oo2  Kurven  sind  namlich  die  orthogonalen  Trajek- 
torien  der  Schmiegungsebenen  der  Kurve  c  und  daher  die  Plan- 
evolventen  von  c.  In  den  Formeln  (10),  S.  400,  sind  alle  Plan- 
evolventen  einer  gegebenen  Kurve  —  die  damals  mit  c  statt  mit  c 
bezeichnet  wurde  —  bestimmt 

Liegt  eine  ebene  Kurve  c  vor,  so  arten  ihre  Schmiegungs- 
kugeln allerdings  in  die  Ebene  aus.  Aber  trotzdem  gibt  es  eine 
Polarfl§che,  Denn  zunachst  wird  diejenige  ebene  Evolute  k  von  c, 
die  wir  auf  S.  64  betrachteten,  von  deri  Hauptnormalen  von  c  umhiillt, 
die  ja  in  der  Ebene  von  c  liegen,  und  ist  daher  eine  Filarevolute 
von  <?.  Die  Normalebenen  von  c  und  mithin  auQh  die  Krummungs- 
achsen  von  c  stehen  langs  k  auf  der  Ebene  von  k  senkrecht,  so  daB 
also  die  Polarflache  ein  Zylinder  ist  Nach  Satz  31  sind  die  iibrigen 
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Filarevoluten  der  ebenen  Kurve  c  solche  Kurven  auf  dem  Zylinder, 
deren  Tangenten  eine  konstante  Neigung  zur  Ebene  von  <•  haben. 
Sie  sind  daher  Schraubenlinien  oder  auch  nach  dem  Beispielc 
auf  S,  381,  382  die  Gratlinien  der  von  der  Kurve  c  auf- 
steigenden  Boschungsflachen. 

SehlieBlich  sei  noch  ausdriicklich  erwahnt,  da(S  bei  einer  nicht 
ebenen  Kurve  c  der  Ort  der  Kriimmungsmittelpunkte  nicht  zu  den 
Filarevoluten  gehort,  denn  die  Hauptnormalen  7  auf  denen  ja  die 
Krummungsmittelpunkte  liegen,  bilden  nach  dem  ersten  Beispiele, 
S.  373,  keine  abwickelbare  Flache.1 

Die  Tafel  IX  cles  Auhanges  enthalt  einige  Formeln  aus  diesem 
Paragraph  en. 
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Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  die  Polarflache 
einer  Kurve  c  als  die  Einhiillende  ihrer  Normalebenen  untersucht 
haben,  betrachten  wir  jetzt  schlieBlich  noch  die  Einhiillende  der 
Ebenen,  die  von  den  Tangenten  und  Binormalen  einer  Kurve  c  ge- 
bildtit  werden. 

Die  Kbene  der  Tangente  und  Binormalen  eines  Pimktes  (ar,  //,  c) 
einer  Kurve  c  heiBt  aus  einem  nachher  ersichtlichen  Grunde  die 
rektifizierende  Ebene  des  Kurvenpunktes.  Nach  Satz  20, 
S.  394,  ist  sie  eine  Normalebene  aller  Filarevolventen  von  c  Des- 
halb  inuB  die  Einhiillende  aller  rektifizierenclen  Ebenen  von  c 
identisch  mit  der  Polarfiiiche  der  Filarevolventen  von  c  sein.  Alle 
diese  Evolventen  haben  ja  dieselbe  Polarflache.  Somit  gilt  der 

Satz  32:  Die  Einhiillende  aller  rektifizierenden  Ebenen 
einer  Kurve  c  ist  die  gemeinsame  Polarflache  alier  Filar- 
evolventen von  e,  d.  h.  ihre  Grutlinie  der  Ort  der  Mittel- 
punkte  der  Schmieguugskugeln  aller  Filarevolventen  von  c- 

Hieraus  folgt  sofort,  da8  der  Tangente  der  Gratlinie,  d.  h,  der 
Kurve,  dio  die  rektifizierenden  Ebenen  von  c  zu  Schmiegungsebenen 
hut  (vgL  Sate  12,  8-880),  die'  in  den  Formeln  (11),  S.  394,  bestimmten 
Bichtungskosinus  zukommen.  Dies  erkennt  man  auch  direkt,  denn 
die  rektifizierende  Kbene  des  Punktes  (ar,  y,  z)  der  Kurve  c  hat,  da 


1  Dies  wurde   ausdrlicklich   von  JACOBI   bewiescn   (,,Zur  Thcorie  der 
Kurven",  Journ,  £  die  reine  u.  aiagew.  Math,  H.  Bd,,  1BS5). 
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sie  auf  der  Hauptnormalen  (I  :  m  :  n]  von  c  senkrecht  steht,  in  den 
laufenden  Koordinaten  x,  y,  z  die  Gleichung: 

(I)  l(z  -x]  +  m(y-  y)  +  n(z  -  z]  =  0  , 

die,  nach  der  Bogenlange  s  von  c  differenziert,    wegen  11  (A)  und 
III(£)  ergibt: 

(2) 


Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bestimmen  zusammen  nach  Satz  11, 
S,  380,  die  Tangente  derjenigen  Gratlime,  von  der  die  Rede  ist, 
namlich  die  mittels  eines  Parameters  t  so  darstellbare  Gerade: 

(3)     5»or  +  (A/J  —  ar)f,       y  =y  +  (JJLO  -  fir)t,       z  =  z  +  (<?>o  ~  yr)t. 

Ihre  Richtungskosinus  haben  wirklich  die  unter  (11),  S.  394,  an- 
gegebenen  Werte.  Nach  Satz  19  ebenda  ist  diese  Tangente  zur 
Achse  derjenigen  gemeinen  Schraubenlinie  parallel,  von  der  die 
Kurve  c  an  der  Stelle  (ar,  y,  z}  mit  iibereinstimmender  Torsion  osku- 
liert  wird. 

Nochmalige  Differentiation  von  (2)  nach  s  gibt  wegen  III  (C): 


Alle  drei  Gleichungen  (1),  (2)  -und  (4)  zusammen  bestimmen  nach 
Satz  11,  S.  380,  den  zum  Punkte  (x,.y9  z}  von  c  gehorigen  Punkt 
(£,  y,  z)  der  Gratlinie.  Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  wegen  (1) 
und  II  (  A)  so  : 


Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  werden  in  allgemeinster  Weise 
durch  die  Werte  (3)  von  5,  y,  2  erfullt,  Diese  Werte  erfullen  auch 
(5),  wenn  t  so  gewahlt  wird;  daB  —  wie  aus  II  (A]  folgt  — 


oder 


ist  Setzen  wir  diesen  Wert  in  (3)  ein,  so  ergeben  sich  far  die 
Gratlinie  c  der  die  rektifizierenden  Ebenen  von  c  einhiillenden 
Flache  diese  Gleichungqn: 
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ausgedriickt  mittels  der  Bogenlange  5  der  gegebenen  Kurve  c.    Man 
kann  hierfiir  auch  schreiben: 


.  r  .  r 

a  --  >.  p  --  / 


(7) —  (7)' 


Die  auf  diese  Gratlinie  c  beziiglichen  Elemente  mogen  wieder 
mit  uberstrichenen  Buchstaben  bezeichnet  sein.  Zu-ihrer  Berechnung 
bilden  wir  nach  III  (C)  zunachst  die  Ableitungen  von  x9  y,  z  nach  s. 
Es  kommt 

fo\  d  J'  I      T         i  \    ^          1 

(8)  -3  —  ==  —  {a-  --  A   -  --  ;  —  TT- 

^    '  <t  s  \      «  /  (is         r  \ 

*  u/ 

usw.,  so  daB  die  Summe  der  Quadrate  nacli  II  (A)  gibt: 


Im  reellcn  Falle  wiihlen  wir  das  Vorzeichen  der  Wurzel  so,  daB 
dH  :  ds  positiv  wird;  audernfalls  nehmea  wir  einen  der  beiden 
Wurzelwerte.  Aus  (8)  und  (9)  folgt  durcli  Division: 


(10) 


Kntsprcchende  Werte  ergeben  sich  filr  (i  und  «/.    Differentiation  von 
(10)  nach  s  gibt  wegen  (9)  und  III  (C): 


und  dalier 


rV      -1*    d 


7    "(TV 
UJ 


Entsprechende  Werte  gelten   ftir  »/:?  und  w:r.     Quadrieren  und 

Atldieren    aller  drei  Ausdrlicke   sowie  das   Ausziehen   der  Wurzel 
liefert: 

SCUKFFBKS,  Dill'.  I,     51  Aufl.  ,         *  * 
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(12; 


"6  A 

ds 


wobei  €  =  ±  1  1st.    1m  reellen  Falle  hat  man  t  so  zu  wahlen,  daB 
r  positiv  wird  (riach  S.  231).     Aus  (11)  und  (12)  ergibt  sich  i'erner 


a  -f  I  — 
" 


1/ 

r   v 


2 

4-  1 


uud  xyklische  Vertauschung  liefert  ebenso  ///  und  n.  Nach  JI(^)  ist 
nun  /,  aus  den  Werten  von  /?,  f,  w  und  ?7/  zu  uerechnen.  Ks  komint, 
da  py  —  v ft  gleich  /  ist,  einfach: 

(14)  £=-*/. 

Ebenso  wird  // =  —  8m  und  ?  «  —  £7^.  Uni  schlieBIich  nocih  die 
Torsion  der  Gratlinie  zu  bestimmen,  differenzieren  wir  (1 4)  mit  Ruck- 
sicht  auf  (9)  nach  s]  wegen  111(6')  kommt  clann 


,<? 

und  daher  mit  Riicksicht  auf  (13): 
(15)  !  = T1 


Dieser  Wert  der  Torsion  1st,  wie  es  sein  muB,  von  der  willkiir- 
liclien  Orientierung  der  Gratlinie  c  und  ihrer  Hauptnormalen  unab- 
hangig. 

Bei  der  Berechnung  dieser  Formeln  ist,  wie  das  Vorkommen 
der  Bogenlange  5  und  der  Torsion  1  :  £>  zeigt,  vorausgesetzt  wordeu, 
daB  die  gegebene  Kurve  c  weder  geradlinig  noch  eine  Minimal kurve 
erster  oder  zweiter  Ordnung  sei.  Aber  es  ist  fraglich,  ob  nicht  fur 
die  Gratlinie  c  der  Einhtillenden  der  rektifizierenden  Ebenen  einer 
dieser  Ausnahmefalle  eintreten  kaun;  ja  es  ist  denkbar,  daB  gar 
keine  Gratlinie  vorhanden  ist  oder  daB  sie  sich  auf  einen  Punkt 
reduzjert.  Die  Umst&nde,  unter  denen  solche  Ausnahmeu  vorkommen, 
sollen  jetzt  erortert  warden. 
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DaB  die  Kurve  c  nicht  nur  eine  einzige  rektifizierende  Ebene 
hat,  erkennt  man  leicht.  Da  also  wirklich  oc1  derartige  Ebenen 
vorhanden  sind,  ist  es  zunachst  denkbar,  claB  sie  von  einem  Zylinder 
eingehiillt  werden  (vgl.  S.  377);  dies  tritt  em,  wenn  sie  eine  Rich- 
tang  (a:l\c)  gemein  haben,  also  nach  (1) 

a  I  +  b  m  -|-  c  n  =  0  , 

<1.  h.  die  Kurve  c  nach  Satz  35,  S.  304,  eine  Schraubenliuie  ist. 
Der  Zylinder  ist  alsdann  identisch  mit  dem  der  Schraubenliuie. 
(Hierzu  gehort  auch  die  besondere  Annahme,  da8  c  eben  sei,  indem 
dann  der  Zylinder  auf  der  Kurvenebene  senkrecht  steht.)  Man  kann 
auch  so  schlieBen:  Die  Werte  x,  y,  z  in  (7)  werden  unbrauchbar, 
wenn  die  Ableitung  von  r:o  verschwindet,  daher  r:g  konstant  ist, 
so  daB  man  wieder  zu  den  Schraubenlinien  gelangt,  vgL  Satz  34, 
S.  304.  Hierbei  sei  bemerkt,  daB  wir  ini  nachsten  Paragraphen  auf 
die  Schraubenlinien  und  den  in  jenem  Satze  angegebenen  Aus- 
nahrnefall  zuruckkominen  werden. 

Die  Gratlinie  c  reduziert  sich  auf  ehien  Punkt,  falls  x,  y,  z 
konstant  und  also  ihre  Ableitungen  gleich  Null  werden.  Nach  (8) 
tritt  dies  ein?  wenn  die  Ableitung  zweiter  Ordnung  von  r;g  ver- 
schwindet, d.  h. 

(16)  r    =  .-/.v  -j-  B      (//,  B  =  koust) 

ist.     Dabei  muB  A  =^  0  angenommen  werden,  weil  sonst  der  schou 

erlcdigte  Ausnahmefall  vorlage.     Den  Punkt,  durch  den  j.etzt  alle 

rektifizierenden  Ebenen  gehen,  konnen  wir  als  Anfangspimkt  0 
wilhlen,  so  daB  nach  (7) 


winl.  Durch  Multiplikation  mit  «,  /S,  /  bzw.  /,  m,  n  bzw.  I,  ^c/,  v 
und  jcdesmaligo  Addition  erhalten  wir  statt  dieser  drei  Gleichungen 
nach  II(//)  die  ihnen  aquivalenten : 


oder  wegen  (16): 

(17)  $(t,r  -,*+  J  ,        S/.'--  0,       SA.r  *  -   J  • 

Aus  der  xweiteu  Gleichung  (174  folgt,  daB  alle  Taugenten  der 
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Kurve   c    von    dem    Anfangspunkte    0    denselben    Abstand 
haben.    Denn  die  Tangente 


bat  von  0  den  Abstand  k,  dessen  Quadrat  1st: 


wie  man  leicht  berechnet;  da  nun  hiernach  und  nach  III(7yj  und  III(6'j 

ft2,  JL  Si 

r 

ist,  wird  die  Ableitung  von  A2  wegen  S«2  =  1  und  der  zweiten 
Gleichung  (17)  gleich  Null,  so  daB  (die  Behauptung  bewiesen  ist.  Da 
die  rektifizierenden  Ebenen  von  einem  Kegel  mit  der  Spitze  0  ein- 
gehiillt  werden,  geht  aus  c  bei  der  Abwicklung  des  Kegels  auf  der 
Ebene  eine  Kurve  hervor,  deren  Tangenten  ebenfalls  von  0  einen 
konstanten  Abstand  haben.  Nun  aber  gibt  es  von  solchen  Kurven 
in  der  Ebene  nur  zwei  Arten,  namlich  die  Geraden  mit  dem  vor- 
geschriebenen  Abstande  und  ihre  Einhiillende,  d.  h.  einen  Kreis  mit 
dem  Mittelpunkte  0.  Der  Fall,  daB  c  bei  der  Abwicklung  des  Kegels 
zum  Kreise  wird,  ist  jedoch  ausgeschlossen,  denn  sonst  mtiBte 
S#2  =  konst.,  also  S##  =  0  sein,  was  der  ersten  Gleichung  (17) 
widerspricht.  Die  Kurve  c  geht  demnach  bei  der  Abwicklung 
des  Kegels  in  eine  Gerade  iiber.  Umgekehrt:  Nimmt  man  in 
der  Ebene  eine  Gerade  an,  die  keihe  Minimalgerade  ist,  und  ver- 
biegt  man  die  Ebene  zu  einem  Kegel  mit  der  Spitze  0,  so  geht  die 
Gerade  in  eine  Kurve  c  auf  diesem  Kegel  iiber,  bei  der  k2  konstant, 
also  Six  nach  (18)  gleich  Null  ist,  was  nach  (1)  besagt,  daB  alle 
rektifizierenden  Ebenen  durch  0  gehen.  Nach  S.  364  ha't  sich  also 
ergeben,  daB  sich  die  Gratlinie  c  dann  und  nur  dann  auf 
einen  Punkt  reduziert,  wenn  die  gegebene  Kurve  c  eine 
geodatische  Linie  auf  einem  Kegel  ist,  der  den  Punkt  zur 
Spitze  hat. 

Wir  kommen  zu  dem  Falle,  wo  die  Gratlinie  c  eine  Gerade  ist, 
d.  h.  wo  die  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  s  drei  nicht  samtlich  ver- 
schwindenden  Konstanten  a,  b,  c  proportional  sind.  Nach  (8)  karm 
dies  nur  dann  eintreten,  wenn  drei  Formeln  mit  einem  Faktor  r/> 
bestehen : 

T  1*  T 

C/  —  /   r=r   CO  tl  y          h           —   U,   =w   6)  b  .          V           —  V  =   fi)  C  . 

£•  f      (^  ^ 

woraus  jedoch  durch  Multiplikation  mit  /,  w,  n  und  Addition  S^/=0 


§  8.    Die  rektifizierende  Fldehe  einer  Kurve. 


421 


folgt.  Wir  kommea  somit  zum  ersten  Ausnahmefalle,  dem  der 
Schraubenlinie  c,  zurtick.  Die  Gratlinie  7:  wird  also  niemals  eine 
Gerade  sein  konnen. 

Sie  ist  eine  Minimalkurve  erster  Ordnung,  falls  S£/2  =  0  ist, 
d.  h.  nach  (8),  falls 


verschwindet,  aber  doch  (7)  wirklich  eine  Kurve  darstellt.  Nun  ist 
S  x'  3  =  0,  wenn  entweder  r  :  y  =  ±  i  oder  r  :  (>  =  A  s  +  B  wird,  Dies 
sind  jedoch  solche  Annahmeii,  wie  sie  im  ersten  und  zweiten  Aus- 
nahmefalle  auftreten.  Demnach  ergibt  sich  nie  eine  Minimalkurve 
erster  Ordnung. 

SchlieBlich  ist  nur  noch  zu  untersucheu,  ob  die  Gratlinie  c  eine 
Minimalkurve  zweiter  Ordnung  sein  kann.  Nach  S.  230  und  S.  242 
muB  dann  der  Nenner  des  Wertes  (11)  von  l.:r  verschwinden,  und 
dies  fiihrt  wie  die  vorhergehende  Annahme  zu  den  beiden  ersten 
Ausnahmefallen.  Die  Gratlinie  wird  demnach  niemals  ein'e  Minimal- 
kurve zweiter  Ordnung. 

Zum  Uberflusse  sei  nochm&ls  daran  erinnert,  daB  wir  stets  von 
der  gegebenen  Kurve  c  voraussetzten,  daB  sie  nicht  geradlinig  und 
auch  keine  Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung  sei. 

Nachdem  wir  die  Ausnahmefalle  erledigt  haben,  betrachten  wir 
nunmehr  den  allgemeinen  Fall,  d.  h.  wir  setzen  voraus,  daB  ^die 
gegebene  Kurve  c  weder  eine  Schraubenlinie  (insbesondere 
ebene  Kurve)  noch  eine  getulatische  Linie  auf  einem  Kegel 
sei.  Alsdann  werclen  ihre  rektitizierenden  Ebenen  von  der  Tangenteu- 
fiache  einer  solchen  Kurve  7?  eingehiillt,  die  weder  geradlinig  noch 
eine  Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnuug  ist.  Diese  Tangenten- 
iiftche  wickek  wir  auf  die  Ebene  z  =  0  ab.  Hierbei  geht  die  auf  der 
Tangentenfl&che  von  5  gelegene  Kurve  c  nach  (8),  S.  355,  in  eine 
Kurve  c  liber,  deren  laufende  Koordinaten  sind: 


(10) 


00  0 

Dabei  bedeutet  r  die  Strecke  vom  Punfcte  (S,  y,  z)  der  Gratlinie  c  bis 


0  0 


*  9 
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zum  2ugehorigen  Punkte  (z,  y,  z)  von  c,  gemessen  im  positiven  Sinne 
der  Tapgente  der  Gratlinie,  so  daB 

ar  =  !•  +  ?«,      y=y  +  T[i9      z  =  z  +  fy 
ist,  woraus  nach  (7)  und  (10)  folgt: 


' 

Wir  behaupten  nun,  da6  die  Kurve  c  eine  Gerade  sei.  Zum 
Beweise  ruuB  gezeigt  werden,  daB  dty\d%  konstaut  wird.  Aber  aus 
(19)  folgt 

S  3  S 

d?  C  d3     .     di    ds  C  d*          r     .      f  d* 

—t-  =  cos     -=-  +  -r—  —  ~  cos  I  -=  --  -=-  sin  I  -=r- 

dx  J      r  ds    d*          J     r  r          J      r 

0  00 

oder  also  mit  Riicksicht  auf  (20),  (9)  und  (12): 

;  ; 

\  r        r  d#          .    r  d*  1 
/  —  r^r       cos    —  =  --  «  sm  /  -=-  ' 

''  "' 


Entsprechend  ergibt  sich  aus  (19): 


so  daB  kommt: 

3  "8 

r     .     /  *  d  S  r  d  * 

—  sm  I  -=-  +  e  cos  /  — =r- 
?        J     ?'  J      >' 


_ 

r          fd,s  ,      /'^N 

cos  I  — = esui  I  — 

9        J     r  J     '>' 

o  o 

Nun  aber  wird  nach  (9)  uud  (12) 
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wo  h  eine  Konstante  bedeutet.    Setzt  man  also  arc  tg  (r :  $}  =  o>,  so 
hat  man: 

d  I)    __      siii  (t)  sin  (w  +  h)  +  cos  o>  cos  (&>  +  h)   __  ,     , 

«0;  sin  GJ  cos  (o>  +  A)  —  cos  w  sin  (o>  4-  A)   ""  °     ' 

und  dieser  Wert  ist  in  der  Tat  konstant.     Folglich  gilt  der 

Satz  33:  Wickelt  man  die  einhiillende  Flache  der  rekti- 
fizierenden  Ebenen  einer  Kurve  auf  die  #y-Ebene  ab,  so 
geht  die  Kurve  selbst  in  eine  Gerade  liber. 

Da8  namlich  dieser  Satz  ohne  Einschrankung  gilt,  sobald  liber- 
huupt  eine  Einhiillende  vorhanden  ist,  zeigte  sich  oben  bei  der  Be- 
sprechung  der  Ausnahmefalle,  in  denen  die  Einhiillende  ein  Zylinder 
oder  ein  Kegel  war.  Den  Satx  konnen  wir  nach  S.  364  auch  so 
anssprechen: 

Satz  34:  Auf  der  einhiillenden  Flache  der  rektifizieren- 
den  Ebenen  einer  Kurve  ist  die  Kurve  selbst  geodatisch. 

Da  die  Kurve  bei  der  Abwicklung  der  Einhiillenden  aaf  die 
#?/-Ebene  geradlinig,  d.  h.  rektifiziert  wird,  heiBt  die  Einhiillende 
die  rektifizierende  Fl&che  der  Kurve,  und  aus  demselben 
Grande  werden  die  Ebenen  der  Tangenten  und  Binormalen,  wie 
schon  auf  S.  415  gesagt  wurde,  die  rektifizierenden  Ebenen  genannt1 

Die  wichtigsten  Formeln  dieses  Paragraphen  sind  im  Anhange 
in  der  Tafel  X.  angegeben. 

Wiihrend  wir  von  einer  Kurve  c  ausgingen  and  die  rektifizierende 
Flache  mit  ihrer  Gratlinie  T:  aus  c  ableiteten,  kann  man  auch  den 
umgekehrten  Weg  einschlagen:  Es  liege  eine  Kurve  c  als  Gratlinie 
einer  Tangentenflache  vor;  dann  fragt  es  sich,  welche  Kurven  c  auf 
dieser  Flache  so  beschaffen  sind,  daB  sie  eben  diese  Flache  zur 
rektifizierenden  Flache  haben.  Nach  Satz  34  konnen  es  nur  geoda- 
tische  Kurven,  d,  h.  solche  sein,  die  bei  der  Abwicklung  der  Tan- 
gentenflache  Geraden  werden.  Wir  wollen  zeigen,  daB  man  jede 
beliebige  geoda»tische  Kurve  c  wahlen  darf,  d.  h.  daB  die 
Tangentenflftche  von  7:  die  rektifizierende  Flache  flir  jede 
geod&tische  Kurve  c  der  Tangentenflache  ist  Dabei  sehen 
wir  wie  immer  von  den  Minimalkurven  ab.,,  Auch  sind  die  Geraden 
beiseite  zu  lassen. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  die  Kurve  c  sei  gegeben,  d.  h. 
ihre  laufenden  Koordinaten  5?,  y,  z  seien  gegebene  Funktionen  ihrer 

1  Diese  Bezel clmungen  und  Sate  ftS  rilbren  von  LANCRET  her,  vgl.  seine 
in  der  Anmcrkung  zu  S,  203  genaimte  Abliaudlung, 
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Bogenlange  3.  Eine  Kurve  c  auf  ibrer  Tangentenflache  wird  als- 
dann  durch 

(21)  *«!•  +  «?,     y^y  +  ^r9     z^z  +  yr, 

dargestellt,  wenn  dabei  r  irgend  eine  Funktion  von  s  bedeutet,  und 
zwar  ist  dies  eine  Darstellung  mittels  des  Parameters  S,  Im 
folgenden  soil  sich  der  Differentiationsstrich  immer  auf 
diese  Bogenlange  s  von  c  beziehen.  Bei  der  Abwicklung  der 
Tangentenflaehe  yon  c  auf  die  Ebene  z  =  0  mit  den  rechtwinkligen 
Koordinaten  j,  tj  geht  die  Kurve  c  oder  (21)  in  diejenige  Kurve 
liber,  die  durcb  die  friiheren  Gleichungen  (19)  gegeben  wird.  Soil  c 
eine  geodatische  Kurve  sein,  so  mufi  nun  die  Kurve  (19)  eine  Gerade, 
d.  h.  dty:di  konstant  sein.  Aber  nach  (19)  ist,  well  darin  r  eine 
Funktion  von  $  bedeutet: 


*  a  s 

/dx        1         C  d 5      .,  .     C  d 5 
— • h  -=r-  cos   — =r-  +  r   sin  I  — =- 
r          r        J      r  J     r 


r*dx        F         /'  dx      _          C  rfx 

cos  I  — = —  sin  I  — ==—  4-  r'  cos  I    -= 

o  u  o 

Setzt  man 


(22) 


so  kann  man  hierfiir  schreiben: 


Damit  also  c  eine  geodatische  Kurve  auf  der  Tangentenflache 
werde,  ist 

(23)  <p  = 

zu  wahlen.  Bezeichnen  wir  wieder  die  Elemente  der  Kurve  c  mit 
iiberstrichenen  Buchstaben  und  die  der  Kurve  c  mit  nicht  liber- 
strichenen,  so  ergibt  sich  ferner  aus  (21)  durch  Differentiation 
nach-5  infolge  von  III  (C): 

ds         _    ,     i  r     .    _  -, 


(24) 


-  t 
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Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Eeibe  nach  mit  «,  ft,  ;7 
oder  mit  /,  M,  n  oder  mit  /,,  ft,  7'  und  addieren  sie  jedesmal,  so 
kommt  nach  II  (A): 

(25)  Sa*"jf  =  l  +  r,      S*/.-^f==I>      SaJ.^Q. 

Die  letzte  Formel'war  vorherzusehen,  derm  die  Kurve  c  liegt  ja  auf 
der  Tangentenflache  von  c,  und  diese  Flache  hat  die  Binormalen 
von  c  zu  Normalen.  Quadrieren  und  Addieren  aller  drei  Glei- 
chmigen  (24)  gibt  ferner: 


Deshalb  folgt  aus  (25): 


Die  Vergleichung  mit  (22)  zeigt,  da6  die  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  mit  cos  y  und  sin  qo  bezeichnet  werden  diirfen.  Wir 
haben  also: 

(26)  S  a  <1  —  cos  ff  ,      S  <t  1  =  sin  y  . 

Mithin  bedeutet  -J-  SK  —  y  den  Winkel,  unter  dem  die  Tangente  von  c 
die  zugehorige  Tangente  von  r,  also  die  zugehorige  Erzeugende  der 
Tangentenfl&che  von  c  schneidet.  Differentiation  von  (26)  nach  5 
gibt  nun  infolge  von  III  (C): 


oder  wegen  (26)  und  der  letzten  Gleichung  (25): 


Aber  nach  (23)  ist  der  Inhalt  der  Klammer  gleich  Null    Folglich 
kommt  i 
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Dies  besagt;  Die  Hauptnormalen  der  geodatischen  Linie  c 
sind  zugleich  Norraalen  der  Tangentenflache  von  e,  oder: 
Die  Tangentenebenen  der  Tangentenflache  von  c,  d.  h.  die  Schmiegungs- 
ebenen  von  c,  sind  identisch  mit  den  rektifizierenden  Ebenen  von.  c, 
Mit  anderen  Worten:  Die  Tangentenflache  von  c  1st  in  der  Tat 
die  rektitizierende  Flache  von  c.  Somit  gilt  der 

Satz  35:  Jede  geodatische  Kurve  c  auf  der  Tangenten- 
flache einer  Kurve  c  hat  diese  Tangentenflache  von  c  zur 
rektifizierenden  Flache.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dafi  c 
und  c  weder  Miniinalkurven  noch  geradlinig  seien. 

Ferner  hat  sich  ergeben  der 

Satz  36:  Die  geodatischen  Kurven  c  auf  der  Tangenten- 
flache einer  Kurve  T;  konnen  auch  definiert  werden  als  die- 
jenigen  Kurven  auf  der  Flache,  deren  Hauptnormalen 
Flachennormalen  sind.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dali  c 
und  c  weder  Minimalkurven  noch  geradlinig  seien. 

Wir  werden  im  zweiten  Bande  sehen,  da8  diese  Eigenschaft 
auch  fiir  die  geodatischen  Kurven  auf  beliebigen  Flachen  charakte- 
ristisch  ist. 

§  9.    Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  Schraubenlinien. 

In  diesem  Paragraphen,  der  eine  Einschaltung  darstellt,  wen  den 
wir  uns  zur  Ausfiillung  der  auf  S.  303  erwahnten  Liicke  betreffs  der 
Kurven,  bei  denen  das  Verhaltnis  aus  der  Kriimmung  und  Torsion 
gleich  i  oder  —  i  ist. 

Als  Schraubenlinien  wurden  auf  S.  301  diejenigen  Kurven 
definiert,  die  alle  Mantellinien  eines  Zjlinders  unter  einem  konstanten 
Winkel  schneiden  und  daher  bei  der  Abwicklung  des  Zylinders  auf 
die  Ebene  in  Geraden  ubergehen.  Diese  Kurven  sind  also  nach 
S.  864  geodatische  Kurven  auf  Zylinderflachen.  Nun  fragt 
es  sich,  ob  jede  geodatische  Kurve  auf  einem  Zylinder  als  Schrauben- 
linie  zu  bezeichnen  ist. 

In  dem  Falle,  wo  die  Mantellinien  des  Zylinders  keine 
Minimalgeraden  sind,  gibt  es  in  der  Tat  noch  andere  geodatische 
Kurven  auf  dem  Zylinder,  die  keine  Schraubenlinien  sind.  Denn 
wenn  man  den  Mantel  des  Zylinders  auf  die  Ebene  ausbreitet,  kann 
man  als  Gerade  eine  Minimalgerade  der  Ebene  wahlen.  Sie  liefert, 
wenn  die  Ebene  wieder  in  den  Zylindermantel  iibergefiihrt  wird, 
eine  geodatische  Kurve,  die  eine  Minimalkurve  erster  Ordnung 
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1st.  Denn  bei  der  Abwicklung  auf  die  Kbene  bleiben  alle  Langen 
ungeanclert,  und  auf  jener  Geraden  ist  die  Bogenlange  gleich  Null. 

Umgekehrt:  Liegt  im  Raume  irgend  eiae  Minimalkurve  erster 
Ordnung  vor  und  zieht  man  durch  alle  ihre  Punkte  Geraden  von  ein 
und  derselben  Richtung,  so  entsteht  ein  Zylinder,  auf  dem  die 
Kurve  geodatisch  ist.  Da  es  aber  keinen  Winkel  gibt,  unter  deni 
die  Tangenten  dieser  Minimalkurve  die  Mantellinien  schneideu,  weil 
ja  diese  Tangenten  Minimalgeraden  sind,  kann  man  aber  doch  nicht 
die  urspriingliche  Definition  der  Schraubenlinien  auf  die  Minimal- 
kurve anwenden. 

Wir  betrachten  nun  einen  Zylinder,  dessen  Mantellinien 
Minimalgeraden  sind.  Bei  ihm  versagt  die  Definition  der 
Schraubenlinien  durchaus.  Aber  der  Zylinder  hat  geodatische 
Kurven,  die  nicht  samtlich  Minimalkurven  erster  Ordnung  sind. 
Denn  der  Zylinder  laBt  sich  nach  S.  389  langentreu  auf  die  #y-Ebene 
abbilden,  und  jeder  Geraden  dieser  Ebene  entspricht  demnach  eine 
geodatische  Kurve  des  Zylinders.  Zu  diesen  Kurven  gehort,  belnupten 
wir,  die  auf  S.  303  unter  (7)  gefundene,  deren  Gleichungen  sind: 


X  = 


i  ri  r  dsV  , 

»- -JU -)•'•• 


r  r  AS  ^ 

2  =    —    I     I (i  s  . 

J  J     r          ' 

wobei  ,9  die  Bogenlange  und  r  den  Kriimmungsradius  bedeutet,  der 
irgendwie  als  Funktion  von  s  gewahlt  werden  kann.  Nach  S.  303 
sind  alle  Kurven,  bei  denen  das  Verhaltnis  aus  der  Krilmmung  und 
Torsion  gleich  z  ist,  mit  Kurven  von  der  Art  (1)  kongruent.  Das- 
selbe  gilt  von  alien,  bei  denen  jenes  Verhaltnis  gleich  —  t  ist,  denn 
wenn  man  /  durch  —  i  und  zugleich  r  durch  —  r  ersetzt  und  aufier- 
dem  die  Kurve  um  die  z-Achsa  um  einen  Winkel  von  zwei  Rechten 
dreht,  so  da8  y  und  z  in  — ;/  und  —  z  ubergehen,  ergeben  sich 
wieder  die  Gleichungen  (1).  DaB  nun  die  Kurven  (1)  geodatische 
Kurven  auf  Zylindern  von  Minimalgeraden  sind,  erkennt  man  so: 
Die  Richtung  (1:  — sf:0)  ist  die  einer  Minimalgeraden.  Legen 
wir  (lurch  alle  Punkte  der  Kurve  (1)  Geraden  von  dieser  Richtung, 
so  entsteht  ein  Zylinder  von  Minimalgeraden  mit  den  Gleichungen: 


;; 


els    , 
-    a  . 
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ausgedriickt  mittels  der  beiden  Parameter  ,9  und  t.  Setzen  wir 
nun  noch 

(3)  ?  =  *-*,       9  =  2'*> 

so  gehort  zu  jedem  Wertepaare  s,  t  einerseits  ein  Punkt  (ar,  y,  z) 
des  Zylinders  (2)  und  andererseits  ein  Punkt  (j,  t})  der  Ebene  z  =  0, 
so  daB  der  Zylinder  auf  dieser  Ebene  abgebildet  wird.  Diese  Ab- 
bildung  ist  langentreu.  Eine  beliebige  Kurve  auf  dem  Zylinder 
ergibt  sich  namlich,  wenn  wir  in  (2)  fur  t  irgend  eine  Funktion  von 
s  setzen.  Tun  wir  dasselbe  in  (3),  so  liegt  die  zugehorige  Bildkurve 
in  der  Ebene  z  =  0  vor.  Es  muB  nun  gezeigt  werden,  daB  die 
Bogenelement-Quadrate  bei  beiden  Kurven  dieselben  sind.  Nach 
(2)  ist: 

S    2-2  d*  +.dt,       dy=-  - 


1  j         r*s  j 

\  dz~  -J    r    ds 

und  nach  (3): 

d  j  =  ds  —  dt,       d$  =  idt, 

und  hieraus  folgt  sowohl 

dx*  +  dy2  +  dz2  =  d  s2  -  2ds  dt 
als  auch 


Welche  Funktion  von  $  also  auch  unter  t  verstanden  sein  moge, 
stets  hat  die  Kurve  auf  der  Zylinderflache  dasselbe  Bogenelement- 
Quadrat  wie  die  zugehorige  Kurve  in  der  Ebene  z  =  0,  so  daB  die 
Abbildung  tatsachlich  langentreu  ist.  Wahlt  man  insbesondere 
t  =  0,  so  stellen  die  Gleichungen  (2)  die  Kurve  (1)  selbst  dar,  und 
aus  (3)  ergibt  sich,  daB  diese  Kurve  als  die  Kurve  j  =  $,  t)  »  0, 
d.  h.  als  die  #-Achse  in  der  Ebene  2  =  0  abgebildet  wird,  somit  als 
eine  Gerade.  Folglich  ist  die  Kurve  (1)  eine  geodatische  Kurve 
auf  dem  konstruierten  Zylinder,  d.  h. 

Satz  37:  Diejenigen  Kurven,  bei  denen  das  Verh&ltnis 
aus  der  Krummung  und  Torsion  gleich  i  oder  —  f  ist,  sind 
geodatische  Kurven  auf  Zylindern  von  Minimalgeraden. 

Wir  untersuchen  nun  die  Umkehrung  dieses  Satzes.  Zu  diesem 
Zwecke  gehen  wir  von  eiuer  Raumkurve  aus,  die  keine  Gerade  und 
keine  Minftnalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung  sei.  Ist  s  ihre 
Bogenlange,  so  mogen: 

(5)  * 
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die  Gleichungen  der  Kurve  sein.  Durch  die  Kurve  legen  wir  einen 
Zylinder  von  Minimalgeraden;  alsdann  wollen  wir  feststelien,  unter 
welcher  Bedingung  die  Kurve  (5)  eine  geodatische  Kurve  des 
Zylinders  ist.  Es  mogen  also  a,  I,  c  drei  nicht  samtlich  ver- 
schwindende  Konstanten  sein  derart,  da8 

(6)  '  «2  +  62  +  c2  =  0 

ist,  so  dafJ  (a  :  b  :  c)  die,  Kichtung  einer  Minimalgeraden  bedeutet. 
Ziehen  wir  durch  alle  Punkte  der  Kurve  (5)  die  Minimalgeraden  von 
dieser  Richturig,  so  entsteht  der  Zylinder: 

(7)  x  **<?(*)  +  at,       y  =%($)  +  bt,       z=y(s)  +  ct, 

ausgedriickt  mittels  zweier  Parameter  s  und  t.  Wir  behaupten,  daB 
dieser  Zylinder  vermoge  der  Annahme 


liingentreu   auf  die  Ebene  z  =  0   mit   den   rechtwinkligen  Koordi- 
naten  5  und  \)  abgebildet  wird,     Dabei  soil  sein: 

S  a  (p  =  a  ff  +  b  x  +  c,y  ,       S  a  y  =  a  (//  +  b/  +  c  -i//'  . 

In  der  Tat  gehort  wieder  zu  jedem  Wertepaare  5,  t  infolge  von  (7) 
ein  Punkt  des  Zylinders  und  infolge  von  (8)  ein  Punkt  der  Ebene 
z  **  0,  und  wenn  man  unter  t  irgend  eine  Funktion  von  s  versteht, 
stellen  (7)  und  (8)  eine  Kurve  auf  dem  Zylinder  und  die  ihr  bei  der 
Abbildung  entsprechende  Kurve  in  der  Ebene  2  =  0  dar,  ausgedriickt 
mittels  des  Parameters  s,  so  daB  also  nur  noch  zu  beweisen  ist, 
claB  die  Quadrate  der  Bogenelemente  beider  Kurven  iibereinstimmen, 
Da  j?  die  Bogenlange  der  Kurve  (5)  sein  sollte,  ist  S<jr/a=  1 
Satz  3,  S,  209,  so  daB  aus  (7)  oder 

<tx  »  (p'ds  +  adt,      dy  **%'&*  +  bdt,      dz  =  y'ds  +  cd 

mit  Rlicksicht  auf  (6)  folgt: 

(9)  rf*a  +  rf//2  +  d'Z***d**  +  2$a<p'd*  dt. 

Dabei  hat  man,  wie  gesagt,  unter  t  irgend  eine  Funktion  von 
versteheu.    Andererseits  ergibt  sich  bei  (8): 


also  fttr  rfs2  +  rf^2  genau  derselbe  Wert  (9),  und   hiermit  ist  die 
Langentreue  der  Abbildung  bewiesen. 
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Setzt  man  insbesondere  t  =  0,  so  kommen  die  Gleichungen  (7) 
auf  die  der  gegebenen  Kurve  (5)  zuriick.  Soil  sie  eine  geodatische 
Kurve  des  Zyliuders  sein,  so  muB  ihre  Bildkurve  in  der  Ebene 
z  =  0,  also  diejenige  Kurve,  die  sich  aus  (8)  fur  £=  0  ergibt: 

i 
*£ 


Sa  <f' 

eine  Gerade  sein,  d.  h.  es  muB  hier  d tj'.dr.  eine  Konstante  werden. 
Es  komnit  aber: 

S  a  <f'  -  ~=r^~,  *       .  „       , 

d  1)                .                    S  a  ff)  .  (S  a  (p  )-  —  \ 

'        _—       __       f                                                                  *  ._•           _._r     y             .-     ..                    

7       .                                             *                                                                      1  ~~                       *       /  *N                      /  ,  •»        .           .        * 


S  a  <f, 

Mithin     ist     die    Kurve    (5)     eine    geodatische    Kurve     de.s 
Zyiinders  (7),  sobald  S«^/  =  koiist.  ist. 
Zunachst  also  liaben  wir  den 

Satz  38:     Eiiie  nicht  geradlinige  Kurve 


mit  der  Bogenlange  s,  die  keine  Minimalkurve  zweiter 
Ordnung  ist,  stellt  eine  geodatische  Kurve  auf  einem 
Cylinder  von  Minimalgeraden  dann  und  nur  dann  dar, 
wenn  es  drei  nicht  samtlich  verschwindende  Konstanten 
a,  b,  c  derart  gibt,  daB  erstens 


und  zweitens  fur  alle  Werte  von  .< 

a  (t'  (*]  ~f  b%r  (s)  +  c  \p'  ($)  =  konst. 

ist.     Dabei  gibt  (a:b:v\  die  Eichtung  der  Erzeugenden  des 
Zylinders  an. 

liezeiclmen  wir  die  Elemcnte  der  Kurve  in  der  gewohnten  Weise, 
so  ist  die  letzte  Bedingung  des  Satzes  nichts  ancleres  als  S"«  =  konst, 
also  dieselbe  wie  die  Bedingung  (4)  auf  S'.  M2,  und  wie  dort  ergibt 
sich,  claB  erstens  S  a  I  =  0,  zweitens 

(10)  ,'L  =  «  li'> 

^  r      .         Sr/« 

nnd    clrittens  Sa'/.  —  konst.  wird,    so    da8    das   Verhaltnis    aus   der 
Krumtnung  und  Torsion  konstant  ist.     Da  aber  nach-der  Voraus- 
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setzung   (6)   auch   S<za  =  0  1st,    ergibt  sich  hier  iioch  ein  weiteres: 
Bezeicbnen  wir  nSmlich  die  Konstanten  Sact  und  S«  A  mit  h  und  A: 

(11)  S  a  <:/  =  //,       $<z/.  =  A, 

so  folgt  aus  deu  drei  in  ay  b>  c  linearen  Gleichungeii  : 

Sacc  =  A  ,       S  «  /  =  0  ,       S  a  A  =  A  , 
dercu  Peterminante  nach  H(/>)  den  Wert  Eins  hat: 
a  =  /t  TW  /' 


oder  nach  II  (<7j: 

a  =  //  (v  +  A  A  . 

Ebciiso  wird  h  =  A/v*  +  A/*  und  c  =  A  y  -)-  A  *».     Daher  gibt  (6) 

A2  S  rr  +  2  A  A  S  "  A  -|   A2  S  A-  =  0 
oder  nacli   Il^    einfach 


A2+  A2  =  0. 

Aber  hieraus  und  aus  (10)  und  (  1  1)  schlielien  wir: 

a  _ 


Dem  nach  gilt  der 

Satz  39;  Riejenigen  Kurven?  bei  denen  das  Verhaltnis 
aus  der  Kriunmung  und  Torsion  konstant  ist,  sind  iden- 
tisch  mit  denjenigen  nicht  geradlinigen  geodatischen 
Kurvcn  auf  Zylindern  von  Minirnalgeraden,  die  keine 
Minimalkurven  erstcr  oder  zweiter  Ordnung  sind. 

Da  Sacf  =  konsl  ihre  charakteristische  Eigenschaft  ist  und 
aus  ihv  (lurch  Differentiation  nach  *  wegen  III  (C) 

1  S  a  /  ~  0 
r 

folgt,  kOunen  wir  sie  auch  durch  die  Eigenschaft  Sal  ~  0  charakte- 
risieren,  wobei  a2  +  As  -|-  <?2  verschwindet  Dies  aber  bedeutet,  clali 
die  Hauptnormalen  (/:???:  w;  der  in  Rede  stehenden  Kurveu  samtlicli 

einor  Kbene 

//.^  +  by  -\-  c z  =  konst. 

parallel  sind,  und  das  ist -eine  Minimalebene,  weil  a*  -\-  I-  +  c- 
verschwindet  (vgl  S.  231). 

Folglich  haben  wir  den 

Satz  40:  Sieht  man  von  den  geraden  Linien  und  deu 
Minimalkurven  erster  ocler  z\veiter  Ordnung  ab,  so  kanu 
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man  sagen:  Diejenigen  Kurven,  deren  Hauptnormalen 
samtlich  zu  einer  Minimalebene  parallel  laufen,  sind 
identisch  init  den  Kurven,  bei  denen  das  Verhaltnis  aus 
der  Krummung  und  Torsion  gleich  i  oder  —  z  ist 

Indem  wir  uns  an  Satz  35,  S.  304,  und  Satz  34 ,  S.  303, 
erinnern,  konnen  wir  sie  mit  den  neuen  Satzen  so  zusammenfassen: 

Satz  41:  Sieht  man  von  den  geraden  Linien  und  den 
Minimalkurven  erster  oder  zweiter  Ordnung  ab,  so  sind 
alle  Kurven,  bei  denen  das  Verhaltnis  aus  der  Krlimmung 
und  Torsion  konstant  ist,  identisch  mit  alien  Kurven, 
deren  Hauptnormalen  einer  Ebene  parallel  sind,  und  auch 
identisch  mit  alien  geodatischen  Kurven  auf  Zylindern. 
Dann  und  nur  dann,  wenn  jenes  Verhaltnis  gleich  i  oder 
—  i  ist,  sind  alle  Hauptnormalen  einer  Minimalebene 
parallel,  und  dann  und  nur  dann  sind  die  Kurven  die 
geodatischen  Kurven  auf  Zylindern  von  Minimalgeraden. 

Hiernach  erscheint  es  gerechtfertigt,  die  Definition  der  Schrauben- 
linien  zu  verallgemeinern.  Kunftig  heiBe  so  jede  Kurve,  bei 
der  das  Verhaltnis  aus  der  Krummung  und  Torsion  kon- 
stant ist.  Bei  dieser  Definition  sind  von  selbst  alle  Geraden,  sowie 
alle  Minimalkurven  erster  und  zweiter  Ordnung  ausgeschlossen. 

§  10.    Kurven  mit  denselben  Hauptnormalen. 

In  der  Kurventheorie  gibt  es  ein  Fiille  vori  Problemen,  deren 
Losung  zu  besonders  bemerkenswerten  Kurven  oder  Kurvenarten 
fuhrt.  Aber  die  Riicksicht  auf  den  Umfang  dieses  Buches  notigt 
uns,  sie  beiseite  zu  lassen.  Nur  eine  einzige  Frage  soil  hier  be- 
antwortet  werden,  weil  sich  gerade  an  sie  eine  ausgedehnte  Literatur1 
angekntipft  hat,  namlich  die  Frage  nach  denjenigen  Paaren  von  Kurven, 
die  alle  Hauptnormalen  miteinander  gemein  haben.  DaB  die  Haupt- 
normalen eine  ganz  andere  Rolle  als  die  Tangenten  und  Binormalen 
spielen,  wurde  schon  auf  S.  338  betont  und  geht  aus  vielen  fruheren 
Betrachtungen  deutlich  hervor.  Es  wird  deshalb  nicht  uberrasehen, 
daB  die  Fragen  nach  den  Kurvenpaaren  mit  lauter  gemeinsamen 
Tangenten  oder  mit  lauter  gemeinsamen  Binormalen  nur  triviale 
Antworten  haben,  w&hrend  die  Frage  nach  den  Kurvenpaaren  mit 

1  Man  findet  viele  Literaturnachweise  hiemi  in  des  Verfasaers  Artikel 
,,Besoudere  transzendente  Kurven"  in  der  Enzyklopadie  der  math. 
Wiss.  Ill,  3  (1903). 
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lauter  gemeinsamen  Hauptnormalen  zu  wichtigen  Ergebnissen  fiihrt, 
Der  GleichmSJJigkeit  halber  wollen  wir  alle  drei  Probleme  be- 
sprechen. 

Wir  nehmen  eine  Kurve  c  an,  die  keine  Gerade  und  keine 
Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung  sei,  und  bezeichnen  ihre 
Elemente  in  der  gewohnten  Weise.  Dann  soil  untersucht  werden, 
ob  es  eine  zweite  Kurve  c  mit  denselben  Tangenten  oder  Haupt- 
oder  Binormalen  wie  c  gibt.  Ihre  Elemente  bezeichnen  wir  mit 
iiberstrichenen  Buchstaben. 

Wenn  c  dieselben  Tangenten  wie  c  hat,  schneidet  c  auf 
den  Tangenten  von  c  Strecken  u  ab,  die  im  allgemeinen  veranderlich 
und  also  von  der  Bogenlange  s  von  c  abhangig  sind.  Dabei  ist 

(1)  x  =  x  +  au,       y=y  +  fiu,       z*=z  +  yu. 

Es  fragt  sich  daher,  wie  man  u  als  Funktion  von  5  zu  bestimmen 
hat,  damit  die  Kurve  (1),  die  mittels  des  Parameters  s  dargestellt 
wird,  dieselben  Tangenten  wie  c  hat  Dazu  ist  notwendig  und  hin- 
reichend7  daB  a,  (},  y  entweder  gleich  a,  /?,  /  oder  gleich  —  a, 
—  (2,  —•?  werden  oder,  was  dasselbe  besagt,  da8  8/^  =  0  und 
S  A  u  =  0  wird  ,  denn  dann  ist  die  Richtung  (&:jt:  /)  xur  Kichtung 
der  Haupt-  und  Binormalen  von  c  senkrecht  Nun  aber  geht  aus  (1) 
durch  Differentiation  nach  der  Bogenlange  6-  von  c  infolge  von  IIl(jB) 

und  III  (C)  hervor: 

-  d#  ,     / 

cc         a=^-|  --  u  +  ecu  ; 

€tt  S  F 

dazu  treten  zwei  entsprechende  Formeln.  Multipliziert  man  sie  »mit 
/,  m,  n  bzw.  Z,  ^w,  ^  und  addiert  sie  daun?  so  geben  die  Forderungen 
S  /£  =  0  und  S  A  a  =  0  mit  Kiicksicht  auf  II  (A): 


Da  1  :  r  4=  0  ist,  weil  die  Kurve  c  keine  Gerade  sein  soil  (vgl.  Satz  26, 
S.  278),  mu6  also  u  =  0  sein,  Aber  dann  ist  die  Kurve  e  mit  der 
Kurve  c  identisch.  Es  gibt  demnach  keine  von  c  verschiedene 
Kurve,  die  mit  c  alle  Tangenten  gemein  hatte/ 

Wenn  o  dieselben  Binormalen  wie  c  hat  und  u  die  langs  c 
im  allgexneinen  verilnderliche  Strecke  bedeutet,  die  c  auf  den  Bi- 
normalen von  c  abschneidet,  sind 

(2)  KSS*X*\*KU,     J/^y  +  pUi     z*=*z  +  vu 

die  Gleichungen  von  c,  ausgedrlickt  mittels  des  Parameters  &  Es 
handelt  sich  jetzt  darum,  u  so  als  Funktion  dieser  Bogenlange  * 

»  PIC  I,    0,  AuflL  28 
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von  c  zu  bestimmen,  daB  '/.,  jl,  v  gleich  A,  p,  v  oder  —A,  — /u,  —  r 
werden/  Zunachst  ergibt  sich  nun  aus  (2)  durch  Differentiation 
nach  ,?  infolge  von  III  (If}  und  III  (6') 

«  -7^-  =  cc -\ u  \~  iu  . 

a  s  y 

Dazu  treten  zwei  entsprechende  Formeln.  Multiplizieren  wir  sie 
mit  A,  /*,  i/  und  addieren  sie  dann,  so  wird  die  links  vorkommende 
Summe  $/,#  gleich  Null,  weil  sie  gleich  $I#  oder  —  Ska  sein 
soil,  vgl.  II  (A).  Somit  kommt  einfach  u  =  0.  Mithin  ist  der  Ab- 
sehnitt ?/  konstant.  Aus  der  Formel 

-j*!—    4-  _L 

ds  $» 

ergibt  sich  durch  abermalige  Differentiation  nach  s  infolge  von  Hl(C'): 

1   I  d~s\-  .    -  <P*          I  u  u  «  /  I  Y  j 

—    3 —    + a  ~r~?  —       —         #—     „/— w  /. 

r   V  d  s  ]  ds-         r         r  o  9*  \  9  / 

und  hierzu  treten  wieder  zwei  entsprechende  Formeln,  Multiplizieren 
wir  sie  mit  A,  p,  v  und  addieren  sie  dann,  so  kommen  links  die 
Summen  S  i  ~l  und  S  A  a  vor,  die  sich  nur  durchs  Vorzeichen  von  S  A  / 
und  S I  ct  unterscheiden  konnen  und  daher  nach  II  (A]  verschwinden. 
Demnach  bleibt 

?  -  ° 

uJbrig.  1st  1:04:0,  d.  h.  c  nicht  eben  (vgl.  Satz  17,  S.  244),  So 
wird  w  =  0,  d.  h.  c  ist  dann  mit  c  identisch.  Wenn  dagegen  1  :/>  =  (), 
also  c  eine  ebene  Kurve  ist,  folgt  daraus,  daB  der  Absehnitt  //,  auf 
den  Binormalen  von  c  konstant  sein  muB,  nach  S.  239  (vgL  die 
Fig.  71  daselbst)  sofort,  daB  c  eine  der  unendlich  vielen  Kurven 
ist,  in  denen  der  Zyiinder  der  Binormalen  von  c  durch  alle  zur 
Ebene  M  von  c  parallelen  Ebenen  geschnitten  wird.  Augenscheinlich 
haben  diese  mit  c  kongruenten  Kurven  c  in  der  Tat  dieselben  Bi- 
normalen. Demnach  gibt  es  nur  zu  den  ebenen  Kurven  c 
von  ihnen  verschiedene  Kurven  c  mit  denselben  Binormalen, 
aber  die  Kurven  r  sind  mit  den  Kurven  c  kongruent 

Diese  Ergebnisse  sind  trivial,  und  man  hatte  sie  leicht  auf 
geometrischem  Wege  finden  konnen.  Erst  das  Problem  aller 
Kurvenpaare  c?  '(-  mit  gemeinsamen  Hauptnormalen1  fiihrt 
zu  nicht  trivialen  Kurven,  wie  die  folgenden  Kntwicklungen  zeigen. 

1  DE  SAINT- VKKANT  warf  1844  (vgl.  die  Anmerkung  zu  S.  203)  die  Frage 
auf,  ob  es  auf  der  Flftche,  die  von  den  Hauptnormaleia  einer  Kurve  gebildet 
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Hat  die  Kurve  c  dieselben  Hauptnormalen  wie  die  Kurve  c  und 
schneidet  sie  auf  den  Hauptnormalen  von  c  eine  als  Funktion  von  s 
anzunehmende  Strecke  u  ab,  so  sind 

(3)  .7-  =  .?•  +  /  ?i ,      T/  —  //  +  m  u  ,      r  =  z  +•  TZ  M 

die  Gleiclmngen  von  c,  ausgedriickt  mittels  des  Parameters  s.  Dainit 
die  Kurve  c  dieselben  Hauptnormalen  wie  die  Kurve  c  habe,  ist 
nun  notwendig  und  hinreichend,,  daB  die  Summen  Sal  und 
SA/  verse  hwinden,  denn  dann  sind  /,  m,  n  entweder  gleich  Z,  mt  n 
oder  gleich  —  /,  —  m,  —  n.  Infolge  davon  wird  alsdann  auch  S  / « 
gleich  ±  S/cr  und  mithin  nach  II  (-4)  gleich  Null.  Hiervon  machen 
wir  sogleich  Gebrauch.  Indem  wir  namlich  (3). nach  5  differenzieren, 
erhalten  wir  infolge  von  III  (£)  und  I  IT  (C)  drei  Formeln,  von  denen 
die  erste  so  'lautet: 

ds    ~~ 

und  durch  Multiplikation  mit  /,  m,  n  und  Addition  ergibt  sich  einfach 
u  ==  0,  d.  h.  die  Kurve  a  schneidet  auf  den  Hauptnormalen 
von  c  Strecken  von  konstanter  Lange  ab.  Diese  Lange  sei 
von  jetzt  Jin  mit  h  bezeichnet,  so  daB  wir  statt  (3)  haben: 

(4)  .r  =  ;*:  +  /  A,      //  ~  ;/  +  w  A  ,      r  =  z  f  ;/  A 


und  infolge  hiervon: 


-  /  /    . 

=ss       1   — .  «  —  X,  , 

' 


wossu  zwei  entsprechende  Formeln  treten.    Quadrieren  und  Addiereu 
aller  drei  Gleichungen  liefert  nach  II  (A] 


(6;  ,„ 

Winl  nun  mit  i/»  derjenige  Winkel  bezeichnet,  fur  den 


(7) 


sn 


wird,  eine  /weite  Kurve  geben  kaan,  deren  Hauptnormalen  dieselben  Ueraden 
$ind.  Die  «rste  Antwort  gab  BBRTRAND  1850  in  seinem  ,,M6moire  sur  la 
tWiorie  dos  coiirbeB  a  double  eourbure",  Gomptes  Reudus  T.  XXXVI 
uwrl  Journ.  dc  Mathdm.  1*  Serie,  T,  XV.  Nach  ihm  heiBen  die  Kurvenpaare 
rntt  gemeinsamen  Hauptnormalen  BERTaAW»Heh<*  Kurvenpafire, 
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ist,  so  folgt  aus  (5)  und  (6): 

Demnach  wird  cost/;  gleich  Seta,  so  daB  T//  den  Winkel  der 
Tangen.ten  in  entsprechenden  Punkten  von  c  und  c  bedeutet. 
Nochmalige  Differentiation  von  (8)  nach  s  gibt  infolge  von  III  (C) 
drei  neue  Formeln,  von  denen  die  erste  so  lautet: 

7    ds  _ 
7    d  s 

Sie  dienen  zur  Berechnung  von  ~i:m:n.  Da  wir  nur  S#/=  0  und 
S  h  1  ~  0  zu  fordern  haben,  multiplizieren  wir  die  drei  Formeln  mit 
a,  fi, ;'  bzw.  i,  /*, «/  und  addieren  sie  jedesmal,  wodurch  sich  wegen 
II  (A)  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafilr,  daB  c 
dieselben  Hauptnormalen  wie  c  hat,  diese  beiden  ergeben: 

sin  i/.'  •  i//  =  0 ,      cos  \p .  t//  =  0 . 

Mit  anderen  Worten:  Der  Winkelt/'  muft  konstant  sein.  Weil 
aber  ?/»  nach  (7)  durch 

1 1  —    M  sin  i/;  —    ''  cos  w  —  0 
\         r  i         '        3 
ocler 

/Q,  sin  ^         cos  ifj        sinifi 

V  y  — ~         I         ~        =  — ^ 

definiert  wird  (denn  A  ist  von  Null  verschieden  anzunehmen),  so  be- 
deutet dies,  daB  zwischen  der  Kriimmung  1 :  r  und  der  Torsion 
!:{>  v.on  c  eine  lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten  bestehen  muB.1 

Nun  kehren  wir  die  Betrachtung  urn ;  Wir  gehen  aus  von  einer 
Kurve  c,  bei  der  zwischen  der  Kriimmung  und  Torsion  eine  lineare 
Gleichung 


besteht,  in  der  A,  £<  C  konstaut  sind  und  A  und  13  natiirlich  nicht 
beide  verschwinden  sollen.  Es  gibt  dann  zu  c  eine  Kurve  c  mit 
denselben  Hauptnormalen .  falls  man  zwei  Konstanten  A  und  y  so 
bestimmen  kann,  daB  die  Gleichung  (10)  die  Form  (9)  annimint.  Aber 
es  ist  moglich,  daB  bei  der  Kurve  c  zwei  verschiedene  Gleichungen 
von  der  Form  (10)  bestehen,  d.  h.  daB  bei  c  die  Kriimmung  und  die 

1  Dies  Kennzeichen  wurde  von  BERTRAND  a.  a.  0.  aufgestellt. 
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Torsion  einzeln  konstant  sind.  Diesen  Fall  schlieBen  wir  zu- 
nachst  aus. 

Dann  sieht  man:  1st  C  =  0,  aber  A  =|=  0,  so  gibt  die  Vergleichung 
von  (9)  und  (10),  dafi  ft  ™  QO  sein  inuB.  Von  dieser  Annahme  ist 
natiirlich  abzusehen.  Dieser  Fall  Hegt  vor,  wenn  das  Verhaltnis 
von  1  :  r  und  1  :  o  konstant  ist.  Weil  S  von  Null  verschieden  sein 
muB,  da  sonst  1  :r  =  0,  also  die  Kurve  c  gegen  die  Voraussetzung 
eine  Grerade  ware  (nach  Satz  26,  8,278),  ist  dann  gewiB  1  :/>={=  0, 
d.  h.  die  Kurve  c  nicht  eben  (nach  Satz  17,  S.  244).  D'er  Fall  C=0? 
A^pO  liegt  also  vor,  falls  c  eine  allgemeine  und  nicht  ebene 
Schraubenlinie  ist  (vgl.  S.  432). 

Ist  C  =  0  und  A  =  0,  so  gibt  (10)  die  Torsion  Null,  d.  h,  c 
ist  eine  ebene  Kurve.  Die  Vergleichung  von  (9)  mit  (10)  liefert 
dann  sini//  =  0,  wahrend  die  Konstante  h  beliebig  bleibt.  Deshalb 
gibt  es  zu  einer  ebenen  Kurve  c  unendlich  viele  Kurven  c  mit  den- 
selben Hauptnormalen;  in  der  Tat  sind  es  diejenigen  Kurven;  die 
auf  S.  62  als  die  Parallelkurven  von  c  bezeichnet  wurden.  Immer- 
hin  ist  dieser  Fall  trivial. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Annahme  C'^O,  A  —  0.  Hier  ist  c 
nach  (10)  eine  uicht  ebene  Kurve  von  konstanter  Torsion. 
Die  Grleichung  (9)  oder 

;=(;-;-)« 

ware  jedoch  nur  dann  mit  1  :  (>  =  konst.  vereinbar,  wenn  tg  ifj  ~  0 
und  h  «  0  ware,  weil  ja  jetzt  l:r  nicht  konstant  ist  (denn  sonst 
l&ge  der  zun&chst  ausdriicklich  ausgeschlossene  Fall  1  :  r  =  konst., 
1  :  Q  =  konst.  vor).  Aber  die  Strecke  h  darf  nicht  gleich  Null  sein,  weil 
sonst  c  mit  c  identisch  ware, 

Ist  schlieBlich  C  =|=  0  und  A  =j=  0,  so  gibt  die  Vergleichung  voa 
(9)  und  (10): 


Hier  also  ergibt  sich  ftir  h  ein  und  nur  em  bestimmter  und  von 
Null  verschiedener  Wert,  d.  h.  es  gibt  gerade  eine  von  c  verschiedene 
Kurve  c  mit  denselben  Hauptnormalen.  Insbesoudere  wird 
tgi/j^oo7  wenn  £  »  0  ist.  Dieser  spezielle  Fall  tritt  nach  (10) 
ein,  wenn  die  Krtimmung  von  c  konstant  ist.  Wir  komtneu  auf 
diesen  Fall  auf  S.  444  zuriick. 

Jetzt   gehen    wir    zu    der  Annahme    liber,    daB    l&ngs    der 
Kurve  c  sowohl  die  Kriimmuug  als  auch  die  Torsion  kon- 
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stant  sei.  Die  Kurve  c  ist  alsdann  entweder  eine  gemeine 
Schraubenlinie,  oder  eine  gewisse  imaginare  Kurve  drifter 
Ordnung,  bei  der  die  Kriimmung  und  die  Torsion  kon- 
stant  sind  und  ihr  Verhaltnis  gleich  i  oder  —i  ist  (vgl. 
S.  305).  Man  kann  dann  der  Gleichung  (9),  weil  1  :  r  und  1  :  o  darin 
Koijstanten  bedeuten,  auf  unendlich  viele  Arten  geniigen,  indera 
man  die  Konstante  h  beliebig  wahlt  und  auf  Grund  von  (9)  den 
zugehorigen  konstanten  Winkel  ifj  bestimmt.  Mithin  hat  hier  jede 
Kurve,  die  auf  den  Hauptnormalen  von  c  eine  konstante  Strecke 
abschneidet,  dieselben  Hauptuorrnalen  wie  c. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  zusamraen  in  dem 

Satz  42:  Zu  einer  Kurve  c,  die  keine  Gerade  und  keine 
Minimalkurve  erster  oder  zweiter  Ordnung  ist,  kann  es  nur 
dann  eine  andere  Kurve  c  mit  denselben  Hauptnormalen 
geben,  wenn  zwischen  der  Kriimmung  1  \r  und  der  Torsion 
1  :  n  von  c  wenigstens  eine  lineare  Gleichung  mit  konstanten 
Koeffizienten  besteht: 


wobei  A  und  B  nicht  beide  verschwinden.  Wenn  aber  nur 
eine  seiche  Gleichung  besteht,  sind  die  Falle  (7=0,  ,4  =}=  0 
und  C^0t  y^  =  0  auszuschlieBen,  d.  h.  die  Kurve  c  darf 
weder  eine  allgemeine  und  nicht  eberie  Schraubenlinie, 
noch  eine  nicht  ebene  Kurve  konstanter  Torsion  sein.1 
Mehr  als  eine  Kurve  c,  der  dieselben  Hauptnormalen  wie  c 
zukommen,  und  zwar  unendlich  viele  Kurven  c  sind  nur  dann 
vorhanden,  wenn  c  eine  eberie  Kurve  oder  eine  gemeine 
Schraubenlinie  oder  eine  Kurve  konstanter  Krummung  und 
konstanter  Torsion  ist,  bei  der  die  Krummung  und  Torsion 
das  Verhaltnis  i  oder  —  i  haben. 

AiuBerdem  hat  sich  ergeben 

Satz  43:  Haben  zwei  verschiedene  Kurven  c  und  c  die- 
selben Hauptnormalen,  so  sehneiden  sie  auf  alien  Haupt- 
normalen eine  konstante  Strecke  ab;  aufierdem  ist  der 


1  Nach  den  vorhergehenden  Entwicklungen  kann  man  auch  sagen;  1st  <? 
eine  nicht  ebene  allgemeine  Schraubenlinie,  so  liegt  c  uneudlich  fern ;  i.st  c  eiuc 
nicht  ebene  Kurve  konstanter  Torsion,  so  fallt  7"*  mit  c  zusammen.  Diese  Falle 
sind  also  gewissermaBen  die  GrenzfalK 
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Winkel,    den    die   Tangenten    in    entsprechenden   Punkten 
von  c  und  r  miteinander  bilden.  konstant1 

Wir  nehmen  jetzt  an,  da8  es  erne  Kurve  r  gebe,  der  dieselben 
Hauptnormalen  wie  c  zukommen,  d.  h.  daB  es  zwei  Konstanten  k 
und  i//  gebe,  die  der  Gleichung  (9)  geniigen,  wobei  A  ±  0  sei.  Als- 
dann  folgt  aus  (8)  durcli  Differentiation  nach  .*  wegen  III  (C}: 

t    ds    ^_   /cos  /r"         sin  yj  \  , 
r    d  s    ~~  \     r  t>     / 

also  nacb  (6)  und  (7): 

7    _    o  sin  i/y    /  corf  ?//         sin  i//  \  , 

r    **        h        \     r       ~~   "r' 

Entsprechende  Formeln  gelten  fur  w.r  und  //  :r.     Demnach  ist 


/•  //        \     r  v 

wobei  «  gleich  +  1  oder  —  1   i?t,  uud  iiberdies: 


Weil   A  «  |&w  -    XTW  nach  II  (6')  ist,  folgt  aus  (8)  und  (12): 
A  —  ^  f«  sin  i/'  -)»  A  cos  '!/•),     p.~e(ii  sin  i/>  4  j/  cos  ?/;)  , 


(13)  , 

/'  —  €(/  sin  i/,'  4- 

Aus  den  Formeln  (8),  (12),  (13)  erkennt  man,  daB  das  begleitende 
Dreikant  eines  Punktey  von  c  gegeniiber  dem  begleitenden  Drei- 
kant  de«  zugehorigen  Punktes  von  c  konstante  Richtungen  haty 
•weil  y  konstant  ist.  Da  auch  die  Entfernung  h  zwischen  beiden 
Punkten  konstant  ist,  kann  man  sagen: 

Satz  44:  Haben  i5wei  Kurven  c  und  c  dieselben  Haupt- 
normalen, HO  haben  die  5iu  zwei  einander  entsprechenden 
Punkten  beider  Kurven  gehorigen  begleitenden  Dreikante 
tiberall  lungs  dos  Kurvenpaares  dieselbe  gegenseitige  Lage. 

Man  kann  sioh  also  bcide  Dreikante  starr  verbunclen  denken. 

Von  den  Elementen   der  Kurve  7:   ist  nun   nur  der  Torsions- 

radius  o  noch  nicht  berechnet  werden,    Um  ihn  xu  linden,  diil'eren- 

zieren  wir  /,  nach  .v,  so  da6  Rich  aus  (13)  infolge  YOU  111(6')  ergibt: 

/     f/j?  / 


,  » 

~—  .         •         —  j—       •-•••••'.    j  i 
ds  \    r  g    j 


1  Die  Konstarw  dea-  Winkels  y  wurde  nicht  von  BEETEAND  ,  sondern  erst 
von  OtiKTift  bemerkt  Vgl  seine  Abhandlung:  ,,Sur  la  surface  engendr^e 
par  les  normales  principales  d'unc  courbe  a  double  courbure'S 
Jmirn,  de  MaMrn.  S.  Serie,  T,  I  (1850), 


440  Dritter  Abscknitt:    Kurven  und  abtoickelbare  Flachen. 

oder  wegen  (12)  und  (9): 

1     dS    __   sin^ 
Q     ds    ~~      h 
d.  h.  nach  (6)  und  (7): 

(14)  JL.!  «  «^E. 

^     '  ^     (j  A8 

Die  rechte  Seite  1st  konstant,  daher  kommt  der 

Satz  45:  Haben  zwei  Kurven  c  und  c  dieselben  Haupt- 
normalen,  so  ist  das  Produkt  ihrer  Torsionen  in  einauder 
entsprechenden  Punkten  konstant.1 

Insbesondere  zeigt  (14):  Wenn  c  und  c  reell  sind,  haben  beide 
Kurren  in  einander  entsprechenden  Punkten  Torsion  en  mit  dem- 
selben  Vorzeichen;  sie  sind  also  an  zusammengehorigen  Punkten 
beide  rechtsgewunden  oder  beide  linksgewunden. 

Nach  III(C)  folgt  aus  (13)  auch: 

d}.   _     j  (  sin  y/ 

^--£/l-7- 

oder  wegen  (9): 

(1^\  ^  /-    _ 

I10j  ds    ^~~h~' 

Dazu  treten  zwei  entsprechende  Formeln.*  Die  Summe  ihrer  Quadrate 
liefert: 


ds* 


also  einen  konstanten  Wert.  Nun  sind  aber  I,  ft,  J>  nach  S.  335  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  der  spharischen  Indikatrix  der 
Binormalen  der  Kurve  c.  Also  besagt  die  Pormel:  Das  Quadrat 
des  Bogenelements  da  dieser  Indikatrix  steht  zum  Quadrate  des 
Bogenelements  ds  von  c  in  einem  konstanten  Verhaltnisse: 


ds 
Daher  gilt  der 

Satz  46:  Haben  zwei  Kurven  dieselben  Hauptnornialen, 
so  stehen  entsprechende  Bogenlangen  der  einen  Kurve 
und  der  spharischen  Indikatrix  der  Binormalen  der 
anderen  Kurve  in  einein  konstanten  Verhaltnisse, 

Dieser  Satz  gibt  uns  nun  das  Mittel,  alle  Kurven  c  zu  berechnen, 
zu  denen  es  Kurven  d  mit  denselbeii  Hauptnormalen  gibt  Wir 

1  Dies  tand  zuetst  SCHELL  1859  in  dem  auf  S,  223  genannten  Werke. 
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gehen  dabei  aus  von  einer  als  gegeben  betrachteten  spharischen 
Indikatrix  der  Binormalen  von  c.  Wenn  &  ibre  Bogenlange  be- 
deutet,  sollen  also  I,  //,  v  solche  gegebene  Funktionen  von  a  sein, 
die  den  beiden  Bedingungen 

(17)  £2  +  S2  +  v*  -  1  ,       I'2  +  /T2  +  £'3  =  1 

genugeri,  wobei  sich  der  Differentiationsstrich  wie  im 
folgenden  iiberhaupt  auf  die  Bogenlange  a  der  Indikatrix 
beziehen  soil.  Aus  (17)  folgt  nocb  die  nachber  zu  verwendende 
Form  el: 

(18)  m  II'  +  fifi  +  7>7>'  «  0. 

AuBer  den  Funktionen  I,  /if,  */  von  <j  seien  noch  die  beiden  Kon- 
stanten  h  und  i//  gegeben.  Nun  sucben  wir  auf  Grund  der  ent- 
wickeltcn  B^ormeln  die  Koordinaten  x,  y,  z  der  Kurve  c  als  Funk- 
tionen von  cr  zu  ermitteln.  Alle  Elemente  von  c  sind  dabei  als 
vorlautig  noch  unbekannte  Funktionen  von  <r  zu  betrachten. 
Nacb  (16)  kommt  zunacbst: 

(19)  4*. 

^      J 


wo  W  eine  der  beiden  Zahlen  ±  1  bedeutet.    Da  nun  nach  (15) 

.  _       h         d  /,       ds 
t  sin  ?/»     d  er      da 
1st,  kommt  weiter: 

(20)  l  =  *6l' 

Entsprecheud  ergeben  sich  m  und  n  als  Funktionen  von  <?.  Urn 
«,  /?,  y  zu  berechnen,  benutzen  wir  die  Gleichung  Slcc**Q,  die 
nach  f20)  die  Form 

8?/««  0 

annimmt,  so  wie  die  aus  (13)  folgende  Gleichung 

S  I  u  «a  a  sin  i//  . 
Bequemer  ist  es  dabei,  zunachst  die  GroBen 

rt  ^.  5  2  gin  ^/  ^  —  g  ^  sin  ^  y  —  a 


cos  -y/  cos  ^ 

jsu  berechnen,  die  fiir  den  Augenblick  mit  u,  v>  w  bezeichnet  selen, 
Denn  fiir  sie  ergibt  sich  aus  den  beiden  angegebenen  Gleichungen 

S  X  u  **  -  «  tg  v  S  i'  I  ,      S  A  w  »  0 
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oder  nach  (18): 

S  A'  w  =  0  ,       S  A  u  =  0  , 

so  daB  &,  v,  w?  proportional  den  aus  den  beiden  Beihen  A,  /7,  ~v  und 
A',  /I',  t>'  zu  bildenden  zweireihigen  Determinanten  werden.  Daraus 
schlieBt  man  dann,  wenn  77  ein  vorlaufig  noch  unbekannter  Faktor 
1st,  daB  a  die  Form  hat: 

(21)  a  =  a  A  sin  y  +  q  cos  i/;  (£  7''  —  i>  /I') 


und  daB  fiir  /9  und  ;'  entsprechende  Werte  hervorgehen.    Nun  aber 
niu8  S#2  =  1  sein.    Hieraus  folgt  wegen  (17): 


sin2^  +  r/2  cos2  ifj  S  (jl  v'  —  vfi)2  =  1  . 

Es  ist  aber  nach  der  Identitat  (11),  S.  194,  und  wegen  (17)  und  (18) 
(22)  S  (ju  V  -  U/Z7)2  «.S  ia  S  A'2  -  (S  A  ;/)2  »  1  , 


so  daB  einfach  r?  =  1  hervorgeht.  Also  ist  7;  eine  der  beiden 
Zahlen  ±  1.  Ferner  ergibt  sich  aus  (13)  infolge  von  (21) 

(23)  A  =  €  /.  cos  iv  —  i]  sin  ip  {Jl  7*'  —  "fifi'}, 

und  entsprechende  Werte  gehen  fiir  ta  und  v  hervor.  Nach  (20), 
(21)  uud  (23)  sind  nun  alle  neun  Richtungskosinus  bekannt  Aber 
ihre  Determinante  muB  nach  11(7}}  gleich  Eins  sein,,  woraus  mit 
Kiicksicht  auf  (22)  folgt,  daB  h  =  —  ?/  wird.  Wir  haben  also  ge- 
funclen  : 


f  «  ==  «    sin  ^  +  ;y  cos 

j 

I  A  =  «  /.  cos  itt  —  t]  sin  u>  (//  «''  —  5?  /w')  , 

und  entsprechende  Formeln  gelten  fiir  die  iibrigen  sechs  Richtungs- 
kosinus. 

Nun  ist  nach  III  (£} 

dx    ^    dx     ds    _        ds 

da    ""    ds      d<?  d  & 

daher  nach  der  ersten  Formel  (24)  und  nach  (19),  worm  1}  =  —  // 
zu  setzen  ist: 


Bezeichnet   man   die  GroBe    —  «?;,    die   gleich   +1    oder  —1    ist, 
mit  <#,  so  konamt  durch  Integration: 
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z  =  A  f  [#?>  -  ctg  y(X  $  —  jl  A') 


(25) 


Dies  also  mlissen  die  Gleichungen  der  Kurve  c  sein,  ausgedriickt 
mittels  des  Parameters  c-,  namlich  der  Bogenlange  der  Indikatrix 
der  Binormalen  von  c.  Indem  man  riickwarts  von  diesen  Kurven- 
gleichungen  (25)  ausgeht  und  auf  Gruud  der  Formeln  der  Tafel  III 
die  Richtungskosinus  des  begleitenden  Dreikants  und  die  Kriimmung 
und  Torsion  berechnet,  erkennt  man  leicht,  dafi  tatsachlich  bei  der 
Kurve  (25)  die  Gleichung  (9)  zwischen  der  Kriimmung  und  Torsion 
bestebt.  Hiernach  gilt,  wenn  man  #/,  ft  ft  und  &v  mit  u,  v,  w  be- 
zeichnet,  der 

Satz  47:1  Diejenigen  Kurven,  die  weder  Geraden  uoch 
Minimalkurveri  erster  oder  zweiter  Ordnung  sind,  aber  die 
Eigenschaft  haben,  da8  es  von  ihnen  verschiedene  Kurven 
mit  denselben  Hauptnormalen  gibt,  lassen  sich  so  dar- 
stellen: 


.r  =  //  I  [?£  —  ctg  \jj  (v  w'  —  ?/-  ?/)]  rf  o* , 
i/  =  k  I  [?;  —  ctgijj(wn'  —  uwf)]  dv, 
z  «  h  I  [?/;  —  ctg  ip  (u  v'  —  v  u'}]  d  v , 


wenn  clabei  unter  it,  u,  w  solche  drei  Funktionen  des  Para- 
meters cr  verstanden   werden.  die  den  beiden  Gleichungen 

u*  -|-  u  a  -f  ?r-  ™  1  ;       w'2  _[_  v'~  ^  w/2  ......  \  ^ 


genttgen,  und  k  und  ^  ^wei  Konstanten  bedeuten. 

Es  diirfte  nicht  liberflilssig  sein,  ausdrizcklich  darauf  hinzu- 
weisen,  daB  die  Beziebung  zwischen  zwei  Kurven  c  und  & 
mit  gemeinsamen  Hauptuormalen  durchaus  wechselseitig 
1st.  Analytisch  tritt  dies  so  hervor:  Setzt  man 

(26)  A**  -  e/i, 


1  Die  liier  cntwickelte  Bestiiumung  der  BEHTRANDScheu  Kurven  riibrt  vou 
DABUOUX  her.  Siehe  seine  ,,Le90ns  sur  la  theorie  g^n^rale  des  sur- 
faces*', 1.  partie,  Paris  1887,  S.  45. 


444  Drifter  Abschniti:    Kurven  und  abwickelbare  Fl&cJien. 

so  ist  nach  (4)  und  (12): 

x  =  x  +  2k,       y  —  y  +  M/t,       z  a=  z  +  n  A, 

und  diese  Formeln  sind  den  *  Formeln  (4)  durchaus  analog,  indem  die 
iiberstrichenen  Buchstaben  mit  den  nicht  iiberstrichenen  vertauscht 
sind.  Setzt  man  auBerdem 

(27)  7p  SB  —  €?//, 

so  folgt  au&  (8)  und  (13)  durch  Auflosung  nach  cc,  fi,  y  und  ^  p,  '*/, 
daB  die  Formeln  (8)  und  (13)  auch  dann  gelten,  wenn  man  hierin 
dieselben  Vertauschungen  vornimmt.  Uberhaupt  gibt  jede  Gleichung 
von  (4)  bis  (16)  durch.  Vertauschung  der  iiberstrichenen  mit  den  nicht 
iiberstrichenen  Buchstaben  immer  wieder  eine  richtige  Gleichung. 
So  gilt  z.  B.  entsprechend  (9)  bei  c  die  Formel 

sin  ip        cos  tf  __   sin  iff 
r  "~|       "~       Ti 

oder  also  nach  (26)  und  (27)  diese: 

XQQ\  sint//        cos  ^         sin  ip 

[«o)  —  €  —  -._.  —  -+-  —  ~  —  —   —  -  -  . 

^      '  r        {        Q  k 

Zum  Schlusse  gehen  \^ir  noch  auf  einen  besonders  interessanten 
speziellen  Fall  ein:  Wenn  eine  nicht  ebene  Kurve  c  von  kon- 
stacter  Kriimmung  l:r  vorliegt,  gibt  es  nach  S.  437  eine  zweite 
Kurve  c  mit  denselben  Hauptnormalen.  Dabei  ist  tgifj  —  oo.  d.  h. 
die  Tangenten  von  einander  entsprechenden  Punkten  von  c  und  5 
sind  zueinander  senJfrecht  AuUerdem  wird  nach  (9)  oder 

_i  __  .  ctg  t//       i 


die  Konstante  /^  gerade  gleich  r.  Dies  aber  bedeutet:.  DieKurvec 
ist  der  Ort  der  Kriimmungsmittelpunkte  von  c.  Nach  (8) 
und  (13)  sind  ihre  Tangenten  bzw.  Binormalen  parallel  zu  den 
Bihormalen  bzw.  Tangenten  der  Kurve  c  in  den  entsprechenden 
Punkten.  Aus  (11)  folgt  ferner  r  =«  —  er,  so  da6  e  im  reellen  Falle 
gleich  -  1  zu  wahlen  ist.  Vgl.  Satz  28.  S.  407.  Wir  sagen  daher; 

Satz  48:  Der  Ort  der  Kriimmungsmiitelpunkte  einer 
nicht  ebenen  Kurve  von  konstanter  Kriimnaung  ist  eben- 
falls  eine  KuTve  von  konstanter  Kriimmung,  und  zwar  siud 
die  absoluten  Betrage  der  Krummungen  beider  Kurven 
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gleich  groB.1  Die  Hauptnormalen  beiderKurven  sind  die- 
selben,  dagegen  sind  die  Tangenten  der  einen  den  Bi- 
normalen  der  anderen  parallel  und  umgekehrt. 

§  11.    Das  Doppelverhaltnis. 

Die  Minimalkurven  erster  und  zweiter  Ordnung  muBten  wir  bei 
alien  denjenigen  Betrachtungen,  bei  denen  die  Bogenlange,  Kriim- 
mung  und  Torsion  eine  Rolle  spielten,  bestandig  ausschlieBen.  Sie 
verlangen  daher  eine  besondere  Besprechung.  Dabei  bediirfen  wir 
einiger  'Begrifi'e  aus  der  projektiven  Geometrie,2  Da  sie  auch 
spater,  in  der  Flachentheorie,  hier  und  da  gebraucht  werden,  wolten 
wir  den  gegenwartigen  Paragraphen  nur  zu  ihrer  Erlauterung  be- 
nutzen.  In  §  12  kommen  wir  alsdann  zu  den  Minimalgeraden  ,  in 
§  13  zu  den  Minimalkurven. 

Schon  gelegentlich  (auf  S.  291  und  S.  294)  wurde  das  Doppel- 
verhaltnis von  vier  GroBen  a,  &,  c,  d  erwahnt.  Man  dtfiniert 
als  dies  Doppelverhaltnis  (abed]  den  Ausdruck: 

n\  f    i     j\        c  —  a      d  —  a 

(1)  (a 

\  J  \ 


Es  seien  u  und  v  zwei  Veranclerliche,  zwischen  denen  eine 
sowohl  in  u  als  auch  in  v  lineare  Gleichung,  also  eine  sogenannte 
bilineare  Relation  mit  konstant'en  Koeffizienten  a,  /?,  /,  S  besteht: 

(2)  y  «  v  —  &u+  dv  -~  /9  =  0, 

anders  ausgeclriickt  :   v  sei  eine  linear  gebrochene  Funktion  von  «* 


1  Dies  findet  sich  schon  bei  MONOE  in  seiner  Abhandlung:  ,,SuppH- 
meut,  oni  Ton  fait  voir  que  les  Equations  aux  differences  ordi- 
naires,  pour  lesquelles  les  conditions  d'int^grabiiit^  ne  sont  pas 
satisfaiteB,  sont  susceptible*  d'une  veritable  integration  et  que 
c'est  de  cette  integration  que  depend  celle  dea  Equations  aux 
d^riv^cs  partielles  61ev6es,"  Mto.  de  TAcad.  des  Sciences  pour  Tanned  1784. 
r  *  Die  projektive  Geometrie  beschaftigt  sich  mit  deujenigen  Eigenschaften 
d«r  Figuren,  die  bei  beliebigen  Parallel-  und  Zentralprojektionen  ungeSndert 
bleiben,  Ihr  erater  Begriinder  ist  PONOEI.ET  in  aeinem  ,,Trait4  des  pro- 
priet<Se  projectives  de$  figures",  1822.  MCsnifs  flibrte  in  seinem  Werke 
t,Der  barycentrische  Calcul^  Leipzig  1827,  den  Begriff  des  Doppeiver- 
haltnisaes,  allerdings  mit  dem  umstandlicberen  Kamen  :  Doppelschnittsverhaltnis, 
ein,  Femer  sind  noch  beeonders  STJEIKEK,  PiitJcKBit  und  VON  STAXTDT  als  Mit- 
begrlinder  der  projektiven  Geometrie  zu  erw&hnen. 
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Sie  soil  keine  Konstante  sein,  d.  h.  a  u  +  ft  soil  sich  nicht  fur  alle 
Werte  YOU  u  nur  um  einen  konstanten  Faktor  von  */u  +  d  unter- 
schfciden.  Deshalb  1st 

ati  -  fiy  z}zO 

vorauszusetzen.  Geben  wir  der  Veranderlichen  n  irgend  welche 
vier  Werte  w1?  u.v  u^,  u4,  so  uimmt  die  Veranderliche  v  entsprechend 
vier  Werte  z^,  v2,  v$,  r?t  an,  und  zwar  ist  dann: 

re  ?<«  +  H         ft  n.  -f  rf 

j»    __  .-    — « ^ ^..^        *       » 

3          z         ^  ws  -f  0         7  w,  4-  d' 
oder: 


und   entsprechende   Werte    ergeben   sich   fur   vs  —  v0 ,    v^  —  vl   und 
Vj  —  >/v     Wenn  wir  nun  nach  (1)  das  Doppelverhaltnis 


V*  -  PI    .    VA  —  *>i 


P,  —  ^o       Z?i  —  ' 


bilden  und  hierin  die  berechneten  Wrerte  der  Differenzen  eintragen, 
kommt  sofort: 

/  \        u»  —  it,     u,  —  u*        ,  . 

(V.  V^  Vq  r  )  =   -2  -  L  :  ._*  -  »  —  (u    u    u    u\  t 
^   l     -     3     4;  Z/s  -  Wj      M4  —  ^,          l-    1     2     3     4V 

Es  gilt  daher  der 

Satz  49:     Besteht  zwischen  zwei  Veranderlichen  u  und 
v  eine  bilineare  Relation: 

;'  v.  v  —  cc  u  +  S  v  —  @  =  0       (a  ^*  —  /?  y  =j=  0)  ? 

mit  anderen  Worten":  ist  v  eine  nicht  konstante  linear  ge- 
brochene  Funktion  von  u: 

au  +|? 

V    =  -  ;  -  =-   J 

ffU  +  t> 

so  haben  irgend  vier  bestimmte  Werte  w1,  w2,  «3,  w4  von  « 
dasselbe  Doppelverhaltnis  wie  die  zugehorigen  vier  Werte 


Man    spricht    ferner    vom    Doppelverhaltnisse     von     vier 
JB      C     $        Pnnkten  einer  Geraden  g  (siehe  Fig.  103), 
Legen  wir  der  Geraden  und  deingemaB  auch 


Fig.  103.  den  Strecken  zwischen  ihren  Punkten  A,  B  ... 

einen  bestimmten  Fortschreitungssinn  bei,  so  daB  alle  diese  Strecken 
//  B  usw.,  mit  der  MaBeinheit  gemessen,  bestimmte  MaiJzahlen  haben, 
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so  wird  das  Doppelverhaltnis  von  vier  Punkten  A,  B,  6',  I)  der 
Greraden  durch  die  Formal 

(4) 

definiert,  Andern  wir  den  Sinu  der  Geraden  iu  den  entgegen- 
gesetzten  um,  so  andern  alle  Strecken  ihr  Vorzeiehen,  so  daB  der 
Wert  des  Doppelverhaltnisses  ungeandert  bleibt.  Das  Doppel- 
verhaltnis ist  also  von  dem  Fortschreitungssinne  der  Ge- 
raden unabhangig. 

Noch  mehr:  Teilt  man  die  vier  Punkte  in  zwei  Paare  und 
vertauscht  man  alsdanu  gleichxeitig  jedes  Paar  in  sich,  so  bleibt 
das  Doppelverhaltnis  ebenfalls  ungeandert.  Z.  B.,  wenn  man  jedes 
der  Paare  //,  D  und  J??  6'  in  sich  vertauscht  ,  also  A  mit  I)  und 
zugleich  B  mit  C  vertauscht,  kommt: 

-AD 


Diese  Operation:  Teilung  in  Paare  und  Vertauschung  liifit  sich 
auf  drei  Arten  vornehmen.  [nsgesamt  aber  kann  man  die  Punkte 
.7,  By  6',  D  auf  vierundzwanzig  Arten  in  eine  Reihe  bringen.  Von 
den  zugehorigen  vierundzwanzig  Doppelverhaltnissen  sind  deshalb 
je  vier  einander  gleich,  so  da8  nur  sechs  verschiedeue  Werte 
vorhanden  sind.  Zwischen  diesen  bestehen  einfache  Beziehangen* 
Wircl  mimlich 

(5)  (A  B  C  I)}  «  J 

gesetzt,  so  ist 

(«)  (ACB.D}=  1  -  J,      (BAUD)-  ]  , 

wie  m&u  solbrt  nuchweisen  kann,  wenn  man  beachtet,  da8  z.  B. 
A  C  =£=  A  $  H-  B  C  usw,  ist.  Vertauschen  des  zweiten  Punktes  mit 
dem  dritten  gibt  also  die  Erganzung  des  Doppelvcrhiiltnisses  211 
Kins,  Vertauschen  des  ersten  Punktes  mit  dem  zweiten  dagegen 
den  reziproken  Wert  des  Doppelverhaltnisses,  Weuden  wir  das 
erste  Verfahreii  tm£(/fAC/J)  und  das  zweite  m£(ACRl)}  an,  so 
kommt: 


oder  nach  (6) 
(7) 
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Wenn    wir    das    zweite    Verfahren    auf   (B  C  A  I)}    anwenden,    so 
kommt  noch: 

(CBA1*- 

daher  nach  (7): 
(8) 

In  den  Formeln  (5),  (6),  (7),  (8)  liegen  jetzt  sechs  verschiedene 
Werte  der  vierundzwanzig  Doppelverhaltnisse  vor.  Somit  folgt  der 

Satz  50:  Aus  Tier  Punkten  A,  £,  C,  D  einer  Geraden 
kann  man  vierundzwanzig  Doppelverhaltnisse  bilden,  von 
denen  aber  je  vier  einander  gleich  sind,  so  daB  sie  ins- 
gesamt  hochstens  seclis  verschiedene  Werte  haben  konnen. 
Wird  irgend  einer  der  sechs  Werte  mit  A  bezeichnet, 
so  sind 


alle  diese  sechs  Werte. 

Insbesondere  kann  es  eintreten,  da8  die  vier  Punkte  A,  JB,  C,  D 
der  Geraden  eine  spezielle  Lagerung  haben,  so  da6  unter  diesen 
sechs  Werten  einander  gleiche  vorkommen.  Urn  alle  Moglichkeiten 
zn  iibersehen,  brauchen  wir  nur  A  je  einem  der  fiicf  anderen  Werte 
gleich  zu  setzen.  Z.  B.  ^  =  1  —  A  gibt  die  Falle  A  —  \  und  A  =  oo. 
So  kommen  die  folgenden  Zahlenwerte  fiir  A: 

-1       0       -1  ,      1       2        oo        1+i^        l  ~  *'  Vl  . 

1?  \J  ^  ,  1    9  £  f  QQ?  -  -  ,  - 


1st  A  «  0  oder  A  =  1  oder  A  =  oo,  so  fallen  zwei  der  vier 
Punkte  A,  £,  C,  D  zusammenj  wie  man  sofort  sieht. 

1st  A  =  (1  +  i  ]/3)  :  2  oder  A  =  (1  -  i  ]/3)  :  2  ,  so  haben  alle  sechs 
im  Satze  genannten  Ausdriicke  eben  diese  beiden  Werte.  Dann 
also  haben  die  vierundzwanzig  Doppelverhaltnisse  nur  zwei  ver- 
schiedene Werte.  Dieser  Fall  kann  nur  bei  imaginaren  Punkten 
auftreten,  weshalb  wir  hierauf  nicht  naher  eingehen.  Man  iiennt 
diese  besonderen  Doppelverhaltnisse  aquianharmonisch. 

1st  J  =  —  1  oder  A**\  oder  A  «  2,  so  erkennt  man  jedes- 
mal,  daB  sich  alle  sechs  im  Satze  genannten  Ausdriicke  auf  die 
drei  Zahlen  —  1,  -J-,  2  reduzieren.  Es  liegt  hier  also  der  Fall  vor, 
wo  alle  vierundzwanzig  Doppelverhaltnisse  nur  drei  voneinander 
verschiedene  Werte  haben;  und  indem  wir  den  Fall  A  =  —  I  oder 
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allein   betrachten,  umfassen   wir  zugleich   auch  die   beiden   anderen 

Falle  A  =  \  und  A  =  2.    Hier  konnen  wir  infolge  der  Definition  (4) 

schreiben: 

(V  AC    ___   AD 

{  >  BC  ~        BD  ' 

Die  Strecke  A  B  wird  daher  von  C  und  D   innerlich  und  auBerlich 

oder  auBerlich  und  innerlich  in  demselben   Verhaltnisse  geteilt,  wie 

es  in  Fig.  104  durch  eine  bekannte  Konstruk- 

tion   angedeutet  1st,     Man   muft   namlich  be-  ,    •        ^v 

denken,  daB  das  rechts  stehende  Minuszeichen        t/        '£>  /     *'  >j?_ 

zum  Ausdrucke  bringt,  daB,  wenn  der  eine  der     -^          i,  ^ 

Punkte  C  und  D  z^ischen  A  und  ,B  liegt,  als-  Fig.  104. 

dann  der  andere  auBerhalb  A  £  liegen   muB. 

Man   sagt  in  diesem  Falle    bekanntlich:     Das  Punktepaar  A,  .8 

wird  von  dem  Punktepaare   C,  D    harinonisch   geteilt    oder 

getrennt.     Da  wir  die  Formel  (9)  auch  so  schreiben  konnen: 

CA  __  en 

JJ~A   "~         UB' 

wird  auch  das  Paar  C,  'D  von  dem  Paare  A,  Jf  harmonisch  ge- 
teilt oder  getrennt.  Das  Doppelverhaltnis  (A  BCD)=  —  l  heiBt  wegen 
dieser  geometrischen  Eigenscbaft  harmonisch.  Wir  baben  iiun  den 

Satz  51:  Die  vierundzwanzig  Doppclverhaltnisse  von 
vier  solchen  Punkten  einer  Geraden,  von  deneu  keine  zu- 
sammonfallen,  baben  nur  dann  gerade  drei  voneiuauder 
verachiedene  Zahlenwerte  —  und  xwar  die  Werte  —  1,  -J- 
und  2  —  ,  wenn  von  den  vier  Punkten  »wei  die  Strecke  der 
beideu  anderen  innerlich  und  iluBerlich  in  demselben  Ver- 
haltnisse, also  harmonisch  teilen. 

Das  Doppelverhaltnis  von  vier  Punkten  einer  Geraden  kann 
leicht  als  Doppelverhaltnis  von  vier  GroBen  darges^ellt  werdeu. 
Wilhlen  wir  niimlich  auf  der  Geraden  einen  Puukt  als  Anfangs- 
punkt,  und  sind  «,  b,  c,  d  die  Abszissen  der  vier  Punkte  auf  der 
Geraden,  so  ist  A  C  =  c  —  a  usw.,  also 


daher  nach  (1): 

(ABVD)**(abcd). 

Satz  52:    Das  Doppelverh'altuis  von  vier  Punkten  einer 
Geraden   ist  gleich   dem   Doppelverhaltnisse   der    auf   der 

S,   Pill*,  i,   &  Aufl.  ^ 
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Geraden   von   irgend   einem   Punkte    aus    gemessenen    Ab- 
szissen  der  vier  Punkte. 

Das  Doppelverh'altnis  (abed)  ist  hiernach  auch  harmonisch  zu 
nennen3  wenn 

c  —  a  ^  d  —  a  _        - 
«-&  :  d-b 

1st,  und  man  sagt  danc,  daB  das  GroBenpaar  #,  b  und  das  GroBen- 
paar  c,  d  einander  harmonisch  teilen  oder  trennen  (vgl.  S.  294). 

Die  Gerade  g  der  Tier  Punkte  A,  B,  C,  D  liege  jetzt  irgend- 
wie  im  Eaume.  Es  seien  xl9  x^  x3,  #4  die  #~Koordinaten  der  vier 
Punkte.  Die  Projektionen  A',  £',  C',  V  der  vier  Punkte  A,  S,  C,  D 
auf  die  x-Achse  haben  die  Abszissen  xv  x2,  x3,  x^.  Ferner  ist  das 
Verhaltnis  einer  beliebigen  Strecke  der  Geraden,  z.  B.  A  _Z?:  zu  ihrer 
Projektion  auf  die  ar-Achse,  also  A'  £',  ftir  alle  Strecken  das  gleiche. 
Da  im  Doppelverhaltnisse  (A  BCD]  nur  die  Verhaltnisse  der  Strecken 
auftreten,  folgt  also: 

(ABCD]  =  (Af  B'C'  V'} 
oder  nach  Satz  52: 


Demnach  gilt  der 

Satz  53:  Das  Doppelverhaltnis  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  im  Raume  ist  gleich  dem  Doppelverhaltnisse  der 
vier  jr-Koordinaten  oder  y-Koordinaten  oder  z-Koordinateu 
der  Punkte. 

Sind: 
(10)  x  =  a  +  cet,      ;/«*  +  /?#,      z^c  +  rt 

die  Gleichungen  der  Geraden  g,  ausgedriickt  durch  einen  Para- 
meter t,  und  sind  tv  t#  t3,  t±  die  zu  den  vier  Punkten  geh5rigen 
Werte  des  Parameters,  so  ist: 

*,«*+**,     («'=  1,  2,  37  4), 
d.  h.  nach  Satz  49,  weil  x  «  a  +  cc  t  eine  lineare  Funktion  von  t  ist; 

^XiXtXA^OiWi}' 

Daner  gilt  auch  der 

Satz  54:    Vier  Punkte  der  Geraden 


haben  dasselhe  Doppelverhaltnis  wie  die  zugehorigen  vier 
Werte  des  Parameters  t. 
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Es  sei  M  irgend  ein  Punkt  im  Raurae  mit  den  Koordinaten 
a,  1),  c.  Die  Gerade,  die  M  mit  einem  beliebigen  Punkte  (£}  der 
Geraden  (10)  verbindet,  hat  die  Gleichungen: 

£  =  a  +  (a  -  a  +  a  t)rt     t)  = 


-  u  -r  fj  1 1 1 ,     Q  —  (.  -r 

ausgedriickt  mittels  eines  Parameters  T.  Denn  zunaehst  sind  dies 
die  Gleichungen  einer  Geraden,  da  T  linear  auftritt.  AuBerdem 
gibt  T  =  0  den  Punkt  M  und  r  =  1  den  Punkt  (or,  //,  z]  oder  (10). 
Diese  Gerade  schneidet  die  jij-Ebene  in  einem  Punkte,  fur  den 
5  «  0,  also 

—   L" 


daher 


=r  n  ~  c  • 


a  —  a  -f-  «  t 


c  -  c  +  r  t 

ist  Wenn  wir  so  Jff  mit  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  1}  oder  (t}>, 
(*$)>  W>  (0  ^er  Greraden  (10)  verbinden  und  die  Schnittpunkte 
$1,  $8,  ©,  ®  von  MA,  MB,  MC,  MJ) 
mit  der  £  t)-Ebene  feststellen,  d.  h.  wenn 
wir  A,  ./y.  C,  D  vom  Punkte  3f  aus  auf 
die  jty-Ebene  projizieren  wie  in  Fig.  105, 
so  haben  %  S5,  K,  2)  die  £-Koordinaten 
?'i'  ^'  ^3?  &>  ^^e  aus  (11)  hervorgehen, 


Pig.  105. 


wenn  dariii  fiir  jf  die  vier  Werte  tv  /2, 
*3,  j^    gesetzt    werden.     Da    aber    der 
Wert  (11)  von  y  eine  linear  gebrochene  ^ 
Funktion  von  ^  ist,  folgt  aus  Satz  4^: 


oder  nach  Satz  53  und  54; 

(9189<£'3>)  ==  (ABC  D}. 
la  Worteu: 

Satz  55;1  Proji^iert  man  vier  Punkte  einer  Geraden 
von  irgend  einem  Punkte  aus  auf  irgend  eine  Ebene,  so 
haben  die  Projektionen  dasSelbe  Doppelverhliltnis  wie 
die  Punkte  selbst. 

Dasselbe  laBt  sich  so  aussprechen: 

Satz  56:  Vier  von  einem  Punkte  ausgehen<le  Geraden, 
die  in  einer  Ebene  liegen,  werden  von  irgend  einer  Bbene 


1  Dieser  gruncllegende  Sata  Rtammt  nua  dem  Altertumo.  Er  fitxdet  aieh 
bei  PAPPUS  in  seinen  ,,Collecticmes  mathematicae£S  VII,  «nd  htjii.it  daher  oft 
der  SatK  deB 
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in  solchen  vier  Punkten  geschnitten,  deren  Doppelver- 
haltnis von  der  Lage  der  schneidenden  Ebene  ganz  unab- 
hangig  1st. 

Dies  fur  alle  schneidenden  Ebenen  konstante  Doppelverhaltnis 
1st  also  den  vier  Geraden  allein  eigentiimlich  und  heiBt  daher  das 
Doppelverhaltnis  der  vier  von  einem  Punkte  ausgehenden 
und  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden. 
Nun  folgt  welter  der 

Satz  57:  Das  Doppelverhaltnis  der  Punkte,  in  denen 
vier  Ebenen  mit  einer  gemeinsamen  Geraden  von  irgend 
einer  Geraden  getroffen  werden,  ist  ftir  alle  schneidenden 
Geraden  dasselbe. 

Man  beweist  dies  zuerst  fur  zwei  solche  scbneidende  Geraden, 
die  einander  treffen,  durch  die  also  eine  gemeinsame  Ebene  geht, 
wie  in  Fig.  106,  denn  auf  die  vier  Schnittgeraden  dieser  gemein- 
samen Ebene  mit  den  vier  gegebenen 
Ebenen  kann  man  Satz  55  oder  5G  an- 
wenden.  Darauf  wird  der  Satz  fur  zwei 
zueinander  windschiefe  Geraden  nach- 
gewiesen,  indem  man  eine  Gerade  ein- 
schaltet,  die  beide  Geraden  trifft 

Nach  dem  letzten  Satze  durfen  \vir 
das  Doppelverhaltnis  der  vier  Punkte? 
in  denen  eine  beliebige  Gerade  jene  vier 
Ebenen  schneidet,  schlechtweg  das 
Doppelverhaltnis  der  vier  Ebenen  mit  einer  gemeinsamen 
Geraden  nennen. 

Man  nennt  den  Inbegriff  aller  Punkte  einer  Geraden  eine 
Punktreihe,  den  Inbegriff  aller  Geraden,  die  durch  einen  Punkt 
gehen  und  dabei  in  einer  Ebeue  liegen,  ein  Strahlenbiischel, 
endlich  den  Inbegriff  aller  Ebenen  durch  eine  Gerade  ein  Ebenen- 
biischel.  Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnungen  lassen  sich  die 
letzten  Satze  so  zusammenfassen: 

Satz  58:  Liegen  von  den  drei  Gebilden:  Punktreihe, 
Strahlenbiischel  und  Ebenenbiischel  zwei  vor  und  zwar  so,, 
daB  jedes  Element  des  einen  (Punkt7  Gerade  oder  Ebene) 
durch  ein  Element  des  anderen  geht  oder  ein  Element  des 
anderen  enthalt,  so  haben  vier  Elemente  des  einen  das- 
selbe Doppelverhaltnis  wie  die  zugehorigen  Elemente  des 
anderen. 


Fig.  106. 
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Man  sagt  dann  auch,  daB  sich  die  beiden  Gebilde  in  per- 
spektiver  Lage  zueinander  befinden,  so  daB  der  Satz  kiirzer  so 
ausgesprochen  werden  kann: 

Satz  59:  Sind  zwei  der  drei  Gebilde:  Punktreihe, 
Strahlenbtischel  und  Ebenenbtischel  in  perspektiver  Lage 
zueinander,  so  haben  vier  Elemente  des  einen  dasselbe 
Doppelverhaltnis  wie  die  entsprechenden  Elemente  des 
anderen. 

Es  sei  angemerkt,  daB  sich  insbesondere  der  Begriff  des 
harmonischen  Doppelverhaltnisses  sinngemaB  auf  vier  Strahlen 
eines  Strahlenbiiscbels  oder  vier  Ebenen  eines  Ebenenbiischels  iiber- 
tragen  laBt:  Z.  B.  vier  Ebenen  mit  einer  gemeinsamen  Geraden 
balden  zwei  harmonisch  getrennte  Paarer  wenn  eine  Gerade  sie  in 
vier  harmoniscb  gelegenen  Punkten  trifft.  Alsdann  wird  jede  be- 
liebige  Gerade  sie  ebenfalls  in  vier  harmoniscb  gelegenen  Punkten 
schneiden. 

Von  den  Ergebnissen  dieses  Paragraphen  machen  wir  zum  Teil 
im  nachsten  Paragraphen,  zum  Teil  aber  erst  im  zweiten  Bande 
Gebrauch. 

§  12.    Die  Minimalgeraden. 

Die  Gerade: 

(1)  x**a  +  At,       y  **&  +  £*,       z^c+Ct 

clurch  den  Punkt  (a,  b,  c)  und  mit  dem  Parameter  t  ist  nach  S,  191 
eine  Minimalgerade,  wenu 

(2)  •  A*  +  B*  +  C*  **  0 

ist  Dies  ist  nur  eine  Bedingung  fur  die  drei  GroBen  A>  By  C. 
Aber  fiir  die  Bestimmung  der  Geraden  (1)  kommen  auBer  a,  b,  c 
nur  die  Verhaltnisse  von  A,  £,  C  in  Betracht.  Nach  (2)  bleibt  nur 
eines  von  ihnea  willkDrlich.  Durch  den  Punkt  (a,  b,  c}  gehen  folglich 
oox  Minimalgeraden.  Um  ihren  Ort  zu  bestimmen,  setzen  wir  die 
aus  (1)  folgenden  Werte 

t       #  —  a          T>        y  —  b         n       %  —  c 
A-—J-,      B^^-j-,      C~—j- 

in  (2)  ein,  wodurch  die  von  t  freie  Gleichung  hervorgeht: 

(3)  (x-a)*  +  (y-b?  +  (z-c)*-0. 

Sie  stellt  in  den  laufendeu  Koordinaten  x,  y,  z  eine  Flache  zweiten 
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Grades  dar,  die  den  Punkt  (a,  b,  c)  enthalt.  Man  kann  sie  als  die 
Gleichung  einer  Kugel  vom  Radius  Null,  einer  sogenannten  Null- 
kugelj  auffassen,  die  auBer  dem  eventuell  reell  angenommenen 
Punkte  (a,  b,  c)  keinen  reellen  Punkt  enthalt  Man  kann  sich  diese 
imaginare  -Flache  wenigstens  in  gewissem  Mafie  plausibel  machen, 
wenn  man  bedenkt,  daB  jede  Flache  zweiten  Grades  iiberhaupt  un- 
endlich  viele  Geraden  enthalt,  die  allerdings  nur  beim  einschaligen 
Hyperboloid,  beim  hyperbolischen  Paraboloid,  beim  reellen  Kegel 
und  beim  reellen  Zylinder  reell  sind.  Hier  sind  nun  die  Geraden 
imagin§,r?  die  Flache  enthalt  ja  die  oo1  vom  Punkte  (a,  b,  c)  aus- 
gehenden  Minimalgeraden.  Man  kann  die  Flache  auch  als  einen 
imaginaren  Kegel  zweiten  Grades  mit  der  Spitze  (a,  b,  c]  be- 
zeichnen. 

Verschieben  wir  den  ganzen  Raum,  bis  der  Punkt  (a,  b,  c}  der 
Anfangspunkt  wird,  so  werden  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c  die  neuen  Ko- 
ordinaten,  so  daB  statt  (3)  insbesondere  die  Gleichung 

(4)  *2  +  ya+-a-0 

der  Nullkugel  des  Anfangspunktes  hervorgeht.  Daher  diirfen 
wir  sagen;  Der  Kegel,  der  yon  den  Minimalgeraden  eines  be- 
liebigen  Punktes  gebildet  wird,  geht  durch  Schiebung  aus  dern 

Kegel  ftir  den  Anfangspunkt  her- 
vor.  Alle  diese  Kegel  sind  also 
miteinander  kongruent  und  gleich 
gestellt, 

Es   seien   ccv  pv  ;-x    und    a21 
die  Richtungskosinus  zweier 
Geraden  im  Raume.  Den  Winkel  co, 
den  die  Geraden  miteinander  bil- 
fiir  den 


Pig.107.  ®-«i«s  .riys 

ist;  konstruieren  wir,  indem  wir  zu 

den  Geraden  die  Parallelen  ^gfl  und  g^  durch  den  Anfangspunkt  0 
legen.  Die  Ebene  von  gl  und  </2  (siehe  die  schematische  Fig.  107)  1 
schneidet  den  Kegel  (4)  in  zwei  Minimalgeraden  m^  und  mr  Wir 
wollen  das  Doppelverhaltnis  (glg^mlm^}  der  vier  Strahlen  gv  g^ 
mv  m2  bestimmen.  Es  ist  nach  Satz  58,  S.  452,  gleich  dem  der 

1  Fig,  107  nennen  wir  nur  schematised,  well  wir  uns  darin  erlaubt  habeu, 
statt  des  in  Wahrheit  imaginfiren  Kegels  (4)  einen  reellen  Kegel  darssustellen. 
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vier  Punkte  Gir  G2,  M19  M2,  in  denen  eine  Gerade  h  die  vier  Ge- 
raden  g^  y2?  mlt  m^  trifft.  Als  diese  Gerade  k  wahlen  wir  die 
Gerade  durch  diejenigen  Punkte  auf  gl  und  y2,  die  von  O  den  Ab- 
stand  Eins  haben  und  deren  Koordinaten  also  die  Richtungskosinus 
€tv  /?p  /,  und  cez,  J32  y2  sind.  Die  laufenden  Koordinaten  der  Ge- 
raden  h  lassen  sich  mittels  eines  Parameters  t  so  darstellen: 


(5)      x  =  *«!  +  (1  -  t)az,      y  «  *ft  +(1  _  *)&,      z  =  t7l  +  (1  -  t)y^ 

denn  diese  Werte  sind  in  t  linear  und  geben  fur  t  =  I   den  Punkt 

("v  /^p  /i)  und  ftir  *  ^  °  den  Punkt  K)  ^s>  ya)-  Die  Gerade  (5) 
oder  A  trifft  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Nullkugel  (4)  die 
Minimalgeraden  m1  und  m2  in  denjenigen  Punfcten  (t),  fur  die  nach 

(5)  und  (4): 

so*!  +  (i  -  o«2]2:===0 

ist.    Da  S  tfj2  a=s  1,  8  Wj  #3  =  cos  w,  S  «32  =  1  ist,  kommt  hierfiir: 

t*+2  t(l  —  *)cos  w  +  (1  —  t)2  =  0 
oder: 

(6)  ,     jf2  —  #  +  .-..  -1       -  =  0, 

v  J  '     2(1  -  coso>) 

Es  mogen  /x  und  t%  die  beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen 
Gleichung  fiir  t  sein.  Nun  ist  das  Doppelverhaltnis  (fflffzim1mz) 
oder  (0i  £2  Ji/i  Jfe^)  nach  Satz  54,  S.  450,  gleich  dein  der  vier 
Parameterwerte  tf  die,  in  (5)  eingesetzt,  die  Punkte  Gv  G^  Mr  Mz 
liefern.  Diese  Werte  sind  aber: 

1?      0,      fl,     /3. 
Daher  ist: 

(9\  ffz  mi  ^2)  =  I1?  °»  ^?  *«)> 
d.  h.  nach  (1),  S.  445: 


Nach  (6)  aber  ist 

s-  i  —  cos  ot>.  +  z  sin  a?  ,       :    —  1  —  cos  &  —  2  sin  o>  . 
A  ^ 

uud  somit  wird 


cos  fa  *~  J  sin  &         1  -^  i  tg 

cose.  -{-.  sin  o.   ""  TT7% 


Hiermit  haben  wir  gefunden: 

Satz  60:    Sind   yl    und   g%    zwei    Geraden    durch    einen 
Punkt  0  und  sind  m1  und  iwa   diejenigen   beiden  Minimal- 


456  Dritier  Abschnitt:    Kurven  und  abwickelbare  Fiachen. 

geraden  durch  0,  die  mit  gl  und  y2  in  einer  Ebene  liegen, 
so  drtickt  sich  das  Doppelverhaltnis  aller  vier  Geraden 
mittels  des  Winkels  co  von  ffl  und  y2  so  aus: 


(7) 


Wird  das  Doppelverhaltnis  mit  A  bezeichnet,  so  folgt  hieraus: 


Vermoge  dieser  Formel  also  laBt  sich  der  Tangens  des 
Winkels  zweier  Geraden  durch  ein  Doppelverhaltnis  aus- 
drticken.1 

"Wenn  insbesondere  die  beiden  Geraden  gl  und  g%  aufeinander 
senkrecht  stehen,  ist  tgo>  =  oo,  also  jenes  Doppelverhaltnis  gleich 
—  1.  Ist  umgekehrt  A  =  —  •  1,  so  folgt  aus  (7),  daB  tga>  ^  oo  ist. 
Daher  kommt  mit  Riicksicht  auf  S*  449: 

Satz  61:  Zwei  Geraden  gl  und  g%  durch  einen  Punkt 
stehen  dann  und  nur  dann  aufeinander  senkrecht,  wenn 
sie  von  denjenigen  beiden  Minimalgeraden,  die  durch  ihren 
gemeinsamen  Punkt  gehen  und  in  ihrer  gemeinsamen  Ebene 
liegen,  harmonisch  getrennt  werden. 

In  der  Geometrie  der  Fiachen  zweiten  Grades  lernt  man  den 
Begriff  der  Polarebene  kennen:  Liegt  eine  Flache  zweiten  Grades 
und  ein,  Punkt  P  vor,  so  beriihren  die  von  P  ausgehenden  Tan- 
genten  die  Flache  in  den  Punkten  einer  ebenen  Kurve,  also  eines 
Kegelschnittes,  dessen  Ebene  die  Polarebene  des  Punktes  P  heiBt 
Ist  die  Fl^che  insbesondere  ein  Kegel  zweiten  Grades,  so  geht  die 
Polarebene  von  P  stets  durch  die  Kegelspitze.  Ziehen  wir  eine 
Gerade  g  durch  die  Kegelspitze,  so  haben  alle  Punkte  von  g  die- 
selbe  Polarebene. 

Suchen  wir  jetzt  die  Polarebene  der  Geraden  gl  durch  0 
mit  den  Eichtungskosinus  o£l9  pl9  ^  hinsichtlich  des  Kegels  (4). 
Die  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes  (j,  t|,  j)  hinsichtlich  des 
Kegels  (4)  hat  nach  den  Eegeln  der  analytischen  Geometrie  die 
Gleich  ung 

y*  +  9y  +  4*~o 

in  den  laufenden  Koordinaten  x}  y,  z.  Daher  hat  der  Punkt 
(«!,/?!,;'!,)  von  gl  die  Polarebene: 

___  *i  *  +  $i  y  +  7  1  *  **  0  . 

1  Diese  prqjektive  Deutung  des  Winkelbegriffes  fand  LAOUEURB,  ,,Kofco 
sur  la  theorie  des  foyers",  Nouv,  Annales  T.  XII  (1853). 
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Dies  aber  ist  die  Ebene  durch  0,  die  auf  der  Richtung  (of1 :  /3X :  /x) 
senkrecbt  steht.    Mithin  gilt  der 

Satz  62:  Eine  Ebene  steht  auf  einer  G-eraden  senk- 
recht,  wenn  sie  die  Polarebene  der  Punkte  der  Geraden 
hinsichtlich  desjenigen  Kegels  von  Minimalgeraden  ist, 
dessen  Spitze  der  gemeinsame  Punkt  von  Gerade  und 
Ebene  ist. 

Und  weiter  folgt  der 

Satz  63:   Zwei  einander  schneidende  Geraden  stehen  auf- 
einander  senkrecht,  wenn  die  eine  in  der  Polarebene  der 
Punkte  der  anderen  hinsichtlich  des  Kegels  der  Minimal- 
geraden durch  den  gemeinsamen  Punkt  liegt. 
Oben  sahen  wir,  da6  atle  Nullkugeln 

(ff_a)*  +  (y  ~Z>)2  +  (r-c)2-0, 

aufgefaBt  als  Kegel  mit  den  Spitzen  (a,  b,  c),  einander  kongruent 
und  gleichgestellt  sind.  Liegen  zwei  solche  Kegel  vor,  so  ist  also 
jede  Mantellinie  des  einen  einer  Mantellinie  des  anderen  parallel. 
Man  sagt  hierfur  auch:  Jede  Mantellinie  des  einen  schneidet  eine 
Mantellinie  des  anderen  im  Unendlichfernen.  Alle  diese  Kegel  oder 
Nullkugeln  haben  also  das  Unendlichferne  gemein.  Stellen  wir  uns, 
wie  man  dies  in  der  projektiven  Geometrie  zu  tun  pflegt,  fiir  den 
Augenbliok  vor?  das  Unendlichferne  des  Raumes  bilde  eine  Ebene, 
so  schneidet  diese  Ebene  alle  Nullkugeln,  da  diese  das  Unendlich- 
ferne gemeiu  haben,  in  ein  und  demselben  Kreise,  dem  sogenannten 
unendlich  fernea  imagin&ren  Kugel-kreise.  Es  ist  leicht  zu 
sehen,  daB  tiberhaupt  alle  Kugeln  des  Raumes  die  unendlich  feme 
Ebene  in  eben  diesem  Kreise  treffen.  Die  Minimalgeraden  erscheinen 
bei  dieser  Auffassung  als  diejenigen  Geraden,  die  den  Kugelkreis 
treffen.  Doch  gehen  wir  auf  diese  Er6rterungen  hier  nicht  naher 
ein,  Unser  Zweck  ist  nur,  dem  Leser  die  Auffassungen  anzudeuten, 
mit  denen  man  in  der  projektiven  Geometrie  operiert. 

§  13*    Die  Minlmalkurven. 
Eiuc  Kurve 

(1)  x**cp(t}}     y-x(t}>     z^\i)(t] 

ist  nach  S.  242  eine  Minimalkurve  erster  Ordnung1,  wenn  fur 
joden  Wert  von  t; 

(2)  a'*  +y  2  +  ^2  «  <p'2  +  /2  +  i//*  -  0 

1  TatsJichlich  hat  MONGE  achon  1705  (vgl  die  Aum.  auf  S,  203)  die  end- 
lichen  Gleichungen  der  Miriimalkutven  erater  Ordnung,  mit  Integralzeichen  be- 
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ist.     Statt  (2)  kann  man  sehreiben: 

X>*  +  1J  *=_;'* 

oder: 

(*'  +  2y)(*'-2y)  =  -*'2. 

Fuhren  wir  eine  unbekannte  Funktion  K  von  t  ein.  indem  wir 


setzen,  sa  kommt  also: 

x'  -  iyr 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 


Bedeuten  A  und  r  irgend  welche  Fanktionen  von  tt  und  setzen 
wir  diese  Gleichungen  an,  so  folgt  aus  ihnen  riickwarts  durch 
Quadrieren  und  Addieren  die  Bedingung  (2)  fur  Minimalkurven  erster 
Ordnung.  Also  sind,  wenn  wir  z  =  (i(f)  annehmen: 


die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Minimalkurve  erster  Ordnung. 
Dahei  bedeuten  I  und  p  zwei  beliebige  Funktionen  des  Parameters  t. 
Urn  die  Gleichungen  auf  eine  elegantere  Form  zu  bringen, 
machen  wir  davon  Gebrauch,  daB  wir  nach  S.  204  eine  Funktion 
von  t  als  neuen  Parameter  r  einfiihren  konnen.  Wir  setzen  namlich: 

(4)  r  =  l(t). 

Vermoge  dieser  Gleichung  ist  t  eine  gewisse  Funktion  von  r.    Diese 
haben  wir  tiberall  in  (3)  fur  t  einzusetzen.     AuBerdem  ist  nach  (4): 


dt 


haftet,  aufgestellt.  LEQENJ>RE,  ENNEPEB  und  WEIERSTBASS  brachten  sie  alsdana 
auf  die  in  Satz  65,  S.  460,  jangegebene  einfache  und  von  Integralen  befreite 
Form.  Aber  bei  alien  diesen  treten  die  Minimalfcurven  nicht  als  solche,  viel- 
mebr  die  Formeln  ftir  die  Minimalkurven  nur  als  ein  analytisches  Hilfsmittel 
auf.  Erst  LIE  fiihrte  den  Nam  en:  Minimalkurven  ein  und  operierte  mit 
diesen  Kurven  geometrisch.  Vgl.  seine  Arbeit:  ,,Beitrage  zur  Theorie 
der  Minimalfla*chen?  I,"  Math.  Annalen,  Bd.  XIV  1879,  der  die  Abhand- 
lung:  7,Syntheti&ch-analytische  Untersuchungen  fiber  Minimal- 
fla'chen,  I"y  Archiv  for  Math,  og  Naturv.,  Bd.  II.  1877,  vorherging. 
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in  die  Integrate  einzufiihren,     Tun  wir  zuerst  nur  dies,  so  kommt: 


Hierin  bedeutet  nun  t  die  durch  (4)  bestimmte  Funktion  YOU  r. 
Deshalb  ist  auch  ^'  :  A  /I'  als  eine  Funktion  vori  r  aufzufassen.  Be- 
zeichnen  wir  sie  mit  F(r\  so  kommt,  da  I  nach  (4)  durch  r  zu-er- 
setzen  ist: 


und 


Jetzt  sind  *,  y,  2  mittels  einer  Funktion  f  (T)  durch  den 
Parameter  T  dargestellt,  Wie  auch  die  Funktion  ^(T)  gewahlt 
sein  mag,  steta  ist: 


Die  Fuuktion  jfrT(T)  ist  also  Sanz  beliebig  wahlbar.  Nur  die  An- 
nahme  f  **  0  liefert  keine  Kurve,  sondern  nur  Punkte  (x,  y,  *). 

Die  Einfuhrung  der  Gr56e  A(/)-als  neuen  Parameters  r  ist 
nur  dann  erlaubt,  wenn  A  nicht  konstant  ist.  Ist  I  =  konst,  so  ist 
each  (3)  auch  x':zf  —  koast.  und  y  :  z  «  konst.  Dann  liegt  folg- 
lich  eine  Minimalgerade  vor.  Umgekehrt:  bei  jeder  Parameter- 
darstellung  einer  Minimalgeraden  ist  x  :z—  konst.  und  y':z'~  konst; 
claher  stellen  die  Gleichungen  (3)  auch  nur  dann  eine  Minimalgerade 
dar,  wenn  A  »  konst,  ist 

Ea  hat  sich  mithin  ergeben: 

Satz  64:  Alle  nicht  geradlinigen  Minimalkurven  erster 
Ordnung  lassen  sich  mittels  eines  Parameters  r  so  dar- 
stellen; 


Dabei  bedeatet  JP(T)  eine  von  Null  verschiedene  Funktion 
des  Parameters  T. 

Wir  k5nnen  diese  Formeln  von  den  Integralzeichen   befreien, 
indem  wir  die  Methode  der  teilweisen  Integration  nach  der  Formel 


luv'dr  =  uv~-  I 


ufvdr 
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anwenden.  Wenn  wir  namlich  jedesmal  den  ersten  Faktor  unter 
dem  Integralzeichen  als  u,  den  zweiten  als  v  auffassen,  kommt 
hiernach: 


Dasselbe  Verfahren  gibt  aber 


Wird  nun 

(5) 

gesetzt,  so  kommt  folglich: 


Jetzt  1st  f(r)  an  die  Stelle  von  F(r)  als  willkiirliche  Funktion 
getreten.  Da  oben  der  Fall  ^=0  auszuschlieBen  war  und  F^f"(T] 
nach  (5)  ist,  haben  wir  anzdnehmen,  daB  f'ty^Q  sei.  Die  An- 
nahme 

f(r)  =  konst.  r2  +  konst.  r  +  konst. 

liefert  eben  keine  Minimalkurven,  sondern  nur  Punkte.    Daher  er- 
gibt  sich  der 

Satz65:  Alle  nicht  geradlinigen  Minimalkurven  erster 
Ordnung  lassen  sich  mittels  eines  Parameters  r  so  dar- 
stellen: 

x  =  |(l-TV"(r)+  Tf'(T)-f(r), 

II  -  \V  +  T*)f"(T)  -  irf(T)  +  if(T), 

rf"(r}-f(r). 
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Dabei  bedeutet  /(r)  eine  Funktion  von  r,  deren  Ableitung 
dritter  Ordnung  nicht  verschwindet. 
Nach  (2),  S.  220,  sind 


die  Gleichungen  der  Tangente  der  Minim  alkurve  (6)  im  Punkte  (T), 
ausgedriickt  mittels  eines  Parameters  <r.  Natiirlich  ist  diese  Tangente 
eine  Minimalgerade,  da  x*  +  ?/2  +  z'2  =  0  ist.  Nach  (3),  S.  222, 
hat  die  Schmiegungsebene  der  Minimalkurve  (6)  in  ihrem 
Punkte  (r)  in  den  laufenden  Koordinaten  £,  t),  j  die  Gleichung: 


=  0. 


In  der  letzten  Reihe  sind  die  zweiten  Summanden  den  Gliedern  der 
mittleren  Reihe  proportional.  Sie  konnen  also  gestrichen  werden, 
Alsdann  sondert  sich  noch  der  von  Null  verschiedene  Faktor  f" 
zweimal  ab.  Daher  bleibt; 


5  -  x 


1  - 


2r 


-  T 
it 


oder: 

(8)  (1  -  r2)  fe  -  *)  +  i(l  +  r2)  fe  -y)  +  2r(j  -  *)  =  0. 

Da  die  Tangenten  Minimalgeraden  sind  und  unendlich  benach- 
barte  Tangenten  einander  nach  S.  222  schneiden,  folgt,  daB  ihre 
Ebene,  also  die  Schmiegungsebene  der  betrachteten  Stelle  der 
Minimalkurve  zwei  unendlich  benachbarte  Mantellinien  desjenigen 
Kegels  von  Minimalgeraden  enthalt,  der  die  betrachtete  Stelle  zur 
Spit^e  hat,  Urn  dies  auch  analytisch  darzutun,  betrachten  wir  ver- 
schiedene  Minimalkurven  durch  denselben  festgedachten  Punkt  (a?,y,z) 
un,d  ihre  Schmiegungsebenen  an  dieser  Stelle.  Die  verschiedenen 
Schmiegungsebenen  hUngen  nach  (8)  nur  von  dem  Parameter  T  ab. 
Sie  bilden  also  eine  Schar  von  oo1  Ebenen  durch  den  Punkb  (ar,  y,  *) 
und  umhUllen  folglich  einen  KegeL  Nach  S,  378  aber  erhalten 
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\vir  diesen  Kegel,  indem  wir  zu  der  Grleichung  (8)  diejenige  Grlei- 
chung  hinzufugen,  die  aus  ibr  durch  Differentiation  nach  T  hervor- 
geht,  also  die  6-leicbung: 


und  alsdann  *c  aus  beiden  Gleichungen  eliminieren.     Dadurcb  geht 
in  der  Tat  die  Gleichung 


der  Nullkugel  des  Punktes  (x,  y,  z)  hervor,  siehe  (3),  S.  453. 

In  (8)  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Koeffizienten  von  j, 
und  j: 


d.  b.  die  Schmiegungsebenen  der  Minimalkurven  erster 
Ordnung  sind  Minimalebenen,  nacb  S.  231.  Liegt  umgekehrt 
die  Gleicbung  einer  Minimalebene  in  den  laufenden  Koordinaten 
2,  9,  »  ^or: 

(9)  Ai  +  Bi)+Cs  =  D, 
worm  also 

(10)  A2  +  B2  +  C'2  =  0 

ist,  so  werde  eine  GrdBe  r  vermoge 

A  _  l  -  r* 
C   ~      2r 

eingefiihrt     Dann  wird  nach  (10): 


B 

C   = 

Deshalb  kann  man 

B  ^     ijh^ 

CO  f 
&  T 

setzen,  so  daB  (9)  die  Form  annimmt: 

(1  -  r2)£  +  z(l  +  T2)t)  +  2r  j  =  konst 

Ist  (x;y,  z)  ein  bestimmter  Punkt  im  Raume,  so  lafit  sich  daher 
jede  Minimalebene  durch  ihn  in  der  Form 


<l  h.  in  der^Form  (8)  daratellen. 

Die   Miniraalebenen    sind   folglich   nach   dera   Vorhergehenden 
identisch  mit  alien  Tangentenebenen  aller  Nullkugelu,    In 
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der  Auffassung  der  projektiven  Geometrie  sind  sie  deshalb  die- 
jenigen  Ebenen,  die  den  unendlich  fernen  imaginaren 
Kugelkreis  (vgl.  S.  457)  beriihren,  wahrend  die-  Minimal- 
geraden  alle  Geraden  sind,  die  ihn  treffen. 

Da  bei  einer  Bewegung  jede  Minimalebene  nach  Satz  18,  S.  245, 
wieder  in  eine  Minimalebene  tibergeht,  bleibt  bei  der  Bewegung  init- 
hin  der  Kugelkreis  unverandert,  weil  er  von  alien  Minim  alebenen 
beriihrt  wird.  In  der  Auffassung  der  projektiven  Geometric,  in  der 
man,  wie  gesagt  (vgl.  S.  457),  das  Unendlichferne  als  eine  unendlich 
feme  Ebene  bezeichnet,  ergibt  sich  uberhaupt,  dafi  die  einzigen 
Kurven  und  Flachen,  die  bei  alien  Bewegungen  des  Kaumes 
ihre  Lage  behalten,  der  Kugelkreis  und  die  ihn  enthaltende 
unendlich  feme  Ebene  sind. 

Die  Minimalkurven  erster  Ordnung  sind  als  Kurven  von  der 
Lange  Null  geo-datische  Kurven  auf  alien  Zylindern,  die  sie 
enthalten,  Auch  die  Rchraubenlinien  auf  Zylindern  sind  geoda- 
tische  Kurven  (vgL  S.  426).  In  dem  Beispiele  auf  S.381,  382  ergab 
sich,  daB  die  Projektion  einer  Schraubenlinie  auf  eine  zu  ihrem 
Zylinder  senkrechte  Ebene  die  Evolute  derjenigen  Kurve  ist,  in 
der  die  Tangentenflache  der  Schraubenlinie  dieselbe  Ebene  schneidet 
Dies  gilt  auch,  wenn  man  statt  der  Schraubenlinie  eine  Minimal- 
kurve  erster  Ordnung  und  als  Ebene  eine  beliebige  Ebene  w&hlt, 
die  keine  Minimalebene  ist,  z*  B.  die  Ebene  z  =  0.  In  der  Tat: 
Die  Tangenten  (7)  der  Minimalkurve  erster  Ordnung  (6)  trefien  diese 
Ebene  in  denjenigen  Punkten  (7),  ftir  die  5  =  0  ist  Man  hat  also, 
um  den  Schnitt  der  Tangentenfl&che  mit  der  Ebene  zu  bekommen, 
in  den  l>eiden  ersten  G-leichungen  (7) 


ssu  setzea.  Dann  ergibt  sich  fur  die  rechtwinkligen  Koordinateu 
j;  und  t>  in  der  Ebene  z  ^  0; 

(11)  X»*- 

DabeJ  sind  %9  //?  r  die  Funktionen  (f$)  von  rs  also  auch  %  und  t) 
Funlrtionen  von  r.  DurcWEuft  r  alle  Werte,  so  atellen  die  Glei- 
chungen  (11)  die  Schnittkurve  d^r  TangentenAaohe  mit  der  Kbene 
z  «t  0  dar,  ausgedriickt  m  den  laufenden  Koordinateu  j  und  9  *un<l 
mittels  ties  Parameters  r,  Deutet  der  Strich  die  vollsttodige  Diffe- 
rentiation nach  t  an,  ao  folgt  aus  (11)  immer  mit  Rttcksicht  auf  die 
Werte  ((>)  von  *?:,  ,  zi 


4G4  Dritter  Abschnitt:    Kurven  und  abtviekelbare  Flachen. 


,„ %  „_  it  i_l w  \  fftt^_  i* 

r3  '  "    ~     2     (  z2  /  '  T* 

Nach  Satz  17,  S.  39,  lassen  sich  mittels  dieser  Formeln  sofort  die 
Koordinaten  des  Kriimmungsniittelpunktes  des  Punktes  (r)  der 
Kurve  (11)  berechnen,  und  dabei  findet  man  einfach  x  und  y,  d.  h. 
der  Krummungsmittelpunkt  ist  der  FuBpunkt  (ar,  y,  0)  des  Lotes, 
das  man  vom  Punkte  (x,  y,  z)  der  Minimalkurve  erster  Ordnung  (6) 
auf  die  Ebene  z  =  0  fallen  kann.  Mithin  haben  wir  den 

Satz  66:  Die  Projektion  einer  Minimalkurve  erster 
Ordnung  auf  die  Ebene  z  =  0  ist  die  Evolute  derjenigen 
Kurve,  in  der  die  Tangentenflache  der  Minimalkurve  die 
Ebene  schneidet. 

Die  Minimalkurven  zweiter  Ordnung  sind  nach  Satz  15, 
S.  248,  alle  nicht  geradlinigen  Kurven  in  den  Minimalebenen.  Was 
die  Geraden  in  einer  Minimalebene  anbetrifft,  so  zerfallen  sie  in 
zwei  Arten,  in  Geraden,  deren  Bogenlange  nicht  gleich  Null  ist, 
und  in  Minimalger^den.  Die  Minimalgeraden  in  einer  Minimalebene 
sind  samtlich  einander  parallel,  indem  sie  als  unendlich  fernen  Punkt 
diejenige  Stelle  haben,  wo  die  Minimalebene  den  Kugelkreis  beriihrt 
Jede  andere  Gerade  in  einer  Minimalebene  bietet  dagegen  keine 
Besonderheiten.  In  der  Tat  kann  man  durch  jede  beliebige  Gerade, 
die  keine  Minimalgerade  ist,  sogar  zwei  Minimalebenen  legen.  Den 
Beweis  hierfiir  iiberlassen  wir  dem  Leser. 

Die  in  den  Paragrapheu  11  bis  13  des  zweiten  Abschnittes 
gegebene  Theorie  fiir  die  Kongruenz  von  Raumkurven  gilt,  wie 
hervorgehoben  wurde,  nicht  fur  die  Minimalkurven,  Fiir  diese  ware 
die  Theorie  vielmehr  besonders  zu  entwickeln,  worauf  wir  jedoch 
verzichten  wollen.1 


1  Den  Grand  zu  dieser  Theorie  legte  LIE  im  22.  Kap.,  §  4,  dee  auf  S,  75 
genannten  Werkes.  Berichtigt  und  vollendet  wurde  sie  von  STUDY  in  der 
zweiten  auf  S.  76  erwahnten  Abhandlung. 
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Tafel  I. 
Anderung  des  Koordinatensystems. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  2.) 


•/I 


I  x  =  O5j  x  H-  cc2  y  +  cea  z  +  a , 
I  z  =  yl  x  +  yz  y  +  /3  5  +  c . 


< 

«32 


+  7SS 


f 


i   6*1  '  +  As2  +  /^a2 

'  n24-nz  +  ya2 


?i  yi  +  A : 

'i  «i  +  Y*  • 


r»  r»  -  o , 

/i  rs  =-  o  • 

ys  ora  »  0  , 
«8/S3-0. 


A- 

\v»    A- 

«i      A      Xi 

«.   A   n 

«s    A    rs 


1. 


,  Plff.  X.  8,  Aufl. 
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Tafel  II 

Beziehungen  zwischen  den  Riohtungskosinus  des  begleitenden 
Dreikants  einer  Kurve. 

(Siehe  2.  Absclm.  §  5.) 


Tangente 

Hauptnormale 

Binormale 

/92  +  r  =  i , 


x  y  z 

a  /?  '  y 

I  m  n 

/.  fJi  -V 


/,  +  ?w  {i  +  n  v  =  0 , 
/a  _i_  WZ2  +  ^2  ^  ]  ?.     l(/  +  fl  p  +  y  r  =  Q  ^ 

/2  +  //2  +  ,?/2  =    !  .          Cfl+  (!m  +  yn  =  Q. 


u>  + 
^3-f^ 


1  ,      ;/  r^r  + 


;-2  +  W2  +  * 

#  =  m  /'  —  n  fJL  , 

'  =  /'•?•-"/?, 


+  v  1  =  I)  , 

+    A  JU  =   0  . 

;x  —  I  u.  —  m  I  , 


/?  =  n  A  — *  / 1> , 

r/z  =  v  a  —  /„/,       n  =  k  [j  --  (j,  a 

IL  ~  y  I  —  an,       v  —  am  —  ft  1 . 


a 


I     m     n 
/-     //      /' 


Tafel  III. 

Richtungskosinus  des  begleitenden  Dreikants 
einer  Kurve  und  ihre  Ableitungen  nach  der  Bogenlange. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  6.) 

*'*  +  7/2  +  ^/2  =  1,       «>"  +  y'y"  +  z' z"  »  0. 


y  =  -' 

/  *     7 


n  =  r  z"  , 


r  (ar'/'  —  7 
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(Positiv  bei  reellen  Kurven.) 
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f     '-    l 

jr                  '* 

_j_, 

i'-JL, 

a  —  r  ' 

r 

? 

^ 

(6') 

R'         m 

T 

»---£ 

r 

?"' 

/=  —  , 

,         n 

y 

j. 

,         w 

r  =  -> 

1 

n  =  ^— 

£"' 

""  9  " 

(E) 


1         dB 


y     ; 


_ 


f       r//  1  r'  1       . 

X       i-**    ~™*"   .....  To    Ct   *""*    IT"«|    t    ""•*'  *  ~  ~  ~"  A  » 

ra  r*  rq 


T0"  -    (*'y" 


so* 
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Tafel  IV. 

Bestimmung  einer  Kurve  aus 
der  spharischen  Indikatrix  ihrer  Tangenten. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  17.) 

Die  iiberstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Indikatrix, 
und  die  Differentiationen  sind  in  bezug  auf  die  Bogenlange  3  der 
Indikatrix  auszufuhren.  Gegeben  sind  x,  y,  "z  als  Funktionen  von  5, 
so  da6 

(A)  x*  +  y2  +  53  =>  1  ,        * 


ist.  Unter  y>  ist  eine  beliebige  Funktion  von  s  zu  yerstehen. 

(j?)  x  —   I  cpx  d§,       y  ~  \  cpy  dx,        z  =   /  cpz  ds  , 

(C')  rf.9  =  yds. 

(D)  u^x,      {t**y,      r  =  z* 

(K)  I  —  six,        wz  =  fi/5,        n  =  6  /        (€  =  ±  1)  • 


,*-  -L3L 


Im  reellen  Falle  sincl  €  =  ±  1  und  <p  so  zu  wahlen,  daB  6  qp  >  0  wird. 


Tafel  V. 

Bestimmung  einer  Kurve  aus 
der  spharischen  Indikatrix  ihrer  Hauptnormalen. 

(Siehe  2.  Abschn.  §  17.) 

Die  iiberstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Indikatrix, 
und  die  Differentiationen  sind  in  bezug  auf  die  Bogenlange  S  der 
Indikatrix  auszufuhren.  Gegeben  sind  x,  y}  z  als  ITunktionen  von  $, 
so  daB 

(A)  3P  +  y2  +  ~*  =  !  9        -2  +  y*  +  F2  =  1 

ist,     Unter  cp  ist  eine  beliebige  Funktion  von  s  zu  verstehen. 
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Dabei  ist 


(E) 


i 


—  I  V  L(fi  z  "~"  /  y)  sin  &>  —  #  cos  a)]  d  s  , 

=  I  tf  [(y  x  —  a  z)  sin  a>  —  ft  cos  co]ds  t 

~  _    .  _ 

/r'g    7 
— =—-  06'. 
r 

d  s  =  £  <JD  ds      (e  =  db  1)  • 
c^  ==  £  [(^5  z  —  y  y)  sin  co  —  «  cos  €t>]  , 
ft  =  6  [(j?  5  —  a  z)  sin  <»  —  ^  cos  a?] , 
—  /5  5?)  sin  (»  —  f  cos  <yl , 


/rrs^'j          W2   =  y  ,          W==Z. 

A  =  —  c  f(/5  5  —  fy)  cos  G)  +  £  sin  6>] , 
^  =  —  £  [(/  x  —  ^  5)  cos  a?  +  /?  sin  G?]  ? 
—  /9  5)  cos  a)  +  7  sin  &>] . 


cos  a»         "         siri  a> 


Im  reellen  Falle  ist  <p  mit  demselben  Vorzeichen  wie  cos  o>  zu 
w&hlen. 


Tafel  VL 

Bestimmung  einer  Kurve  aus 
der  sphfirischen  Indikatrix  ihrer  Binormalen. 

(Siehe  2.  Absclm.  §  17.) 

Die  iiberstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  Indikatrix, 
und  die  Differentiationen  sind  in  bezug  auf  die  BogenlEnge  $  der 
Indikatrix  auszufiihren.  Gegeben  sind  %\  yf  z  ala  Funktioneu  von  S, 
so  dafi 

ist.    Unter  <JD  ist  eine  beliebige  Funktion  von  s  zn  rerstetten, 

/--,«.«,„  r 

*/ 
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(C)  ds=*s<fds     (« 

(D)  **=*$z-r$>     p  =  etfz- 

(E)  /=£#,        Ttt  =  £/:?, 


Im  reellen  Falle  1st  €  =  ±  1  so  zu  wahlen,  dafi  e  r  y  dasselbe 
Vorzeiehen  wie  r'p  bekommt. 


Tafel  VII 

Elemente  der  Filarevolventen  einer  Kurve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  5.) 

Die  nicht  iiberstrichenea  Buchstaben  beziehen  sich  auf  die  ge- 
gebene  Filarevolute,  die  iiberstrichenen  auf  die  gesucliten  Filar- 
evolyenten.  a  ist  eine  willkiirliche  Konstante. 

(A)      x  =  x  +  a  (a  -  s),     y  =  y  -\-  p(a  —  s),     z  «  ^  +  /(«  —  ,?}. 


vto  €  =±  1  ist  und  zwar  im  reellen  Falle,  je  nachdem: 

s  —  ag-Q. 

(C)  &**—el9        ^=s—  €7727        X=—  €?Z. 


wo  c'  =±  1  1st  und  zwar  im  reellen  Falle?  je  nachdem: 

(>=£<), 
wenn  dabei  die  Quadratwurzel  yp  ^T«T  positiv  gew&hlt  wird. 
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(F] 


(G) 


o  (r-  -f  (j-)  (s  —  a)  ' 

Hierbei  sind  r    und  y    die  Ableitungen  von  r  und  Q  nach 


Tafel  VIIL 

Elemente  der  Parallelkurven  einer  Kurve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  6,) 

Die  nicht  uberstrichenen  Buchstaben  be2:iehen  sich  auf  eine 
gegebene  Kurve,  die  iiberstrichenen  auf  ihre  gesuchten  Parallel- 
kurven. a  und  6  sind  willkiirliche  Konstanten. 


(A] 


(£) 
(U) 


r  f* 

x  =  x  +  (a  I  +  b  A)  cos  /        —  (b  /  —  a  A)  sin  /   -  -  , 
J    ^  J    * 

I)  0 

y  sc  ?/  +  (am  +  b^cos  /  -^-  —  (6m— a^sin  /  — , 
J    ^  J    * 

o  u 

/,'  ^ 

z  ss  £  +  (a  w  +  6  •/>)  cos  /        —  (b  n  —  a  v)  sin  /  — —  * 
J    e  J    Q 

0  0 

.?  * 

rf!  =  f  1  -  a  cos  T^-  +  A  sin  frfs  1  rf*. 
I  r        J     «         r        J    9  \ 


/,     m  *&  sin,     u 


(A1)  A  =  *  1,      /i  =3=  S/i,       I'  =  8  V. 

Hierbei  ist  «  =  ±  1  und  zwar  im  reellen  Falle,  je  naohdem: 
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(F)  /J=s 


r 

0 


1    _  _e_ 
r   ~~  rp 


Tafel  IX. 

Elemente  der  Gratlinie  der  Polarflache  einer  Kurve. 

(Siehe  3.  Abschn,  §  7.) 

Die  nicht  iiberstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  eine 

gegebene  Kurve,  die  iiberstrichenen  auf  die  gesuchte  Gratlinie  ihrer 

Polarflache.    Die  Differentiation  en  sind  in  bezug  auf  die  Bogen* 
lange  s  der  gegebenen  Kurye  auszufiihren. 

[A]      z^x  +  rl  —  fisi,     y  »;/  +  rm-(>r>,     2  =  z  +  rn-  p/v. 


(S)  ds  =  6--  +  r>'  +  r"/;  rf*  «  tpds, 

wo  «  «  ±  1  ist  und  zwar  im  reellen  Falle,  je  nacMem: 


wo  ax  »  ±  1  ist  und  zwar  im  reellen  Falle,  je  nachdem  p^O  ist 


r         gp 
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Tafel  X. 

Elemente  der  Gratlinie  der  rektifizierenden  Flache  einer  Kurve. 

(Siehe  3.  Abschn.  §  8.) 

Die  nicht  tiberstrichenen  Buchstaben  beziehen  sich  auf  eine 
gegebene  Kurve,  die  iiberstrichenen  auf  die  gesuchte  Gratlinie  ihrer 
rektifizierenden  Flache.  Die  Differentiationen  sind  in  bezug  auf  die 
Bogenlange  s  der  gegebenen  Kurve  auszufuhren. 


Q 

p  --  u  v 

_g.         .         ~  ~  *  -   —     ~ 
"   ->      "--*  (r\ 

u; 


"(i)' 

Im  reellen  Falle  ist  die  Quadrat wurael  so  zu  walilen,  daB 
positiv  wird.     «  '   -  I  p  r  - -  /-*  7  — 

//o\          —  Q  3^?  *~  4? 


=aa    —  6  m  ,  »    —  C  W 


........  7-  :V  -  -  - 

/  r  V 

U; 

Im  reellen  Falle  ist  s  =  ±  1  so  zu  wahlen,  dafi  f  positiv  wirci 
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Flachen  langentreu. 

Bogenlange  in  der  Ebene  9f.,  ins- 
besondere bei  Kurvennetzen  obne 
Umwege  181  f.;  im  Raume  208  f.; 
ais  Parameter  in  der  Ebeue  11  f.,  34f. 
und  im  Raume  209 ^  227  f.,  270  f.; 
einer  Kurve  proportional  der  einer 
spharischenlndikatrix341,440;gleich 
Null  siehe  Minimalgeraden  und  Mini- 
malkurven  erster  Ordnung. 

Boschungsfliiche  381  f,,  415. 

Biischel  von  Ebenen  377,  452  f,;  von 
Kurven  55;  von  Kreisen  55,  134, 
17Sf.;  von  Kegclschnitten  55;  von 
Strahlen  452  f. 

0 

CABTEsisches  Blatt  116, 
CASsmsche  Kurven  127. 
CESAROscho  Fundamentalformeln 
(94), 

I) 

Determinants  d  er Ableitungen erster 
bis  dritter  Ordnung  bei  einer  Kurve 
240;  von  Funktxonen  und  ihren  Ab- 
leitungen 248 f.;  der  Richtungskosinua 
einea  Achsenkrcuzes  197;  der  Rich- 
tungskosinus  des  begleitenden  Drei- 
kants  294 f,;  von  WRONSKI  (248). 

Devcloppabelo  Flilche  358. 

Diagonalkurven  162  f.;  orthogonal 
164;  ernes  Isothermennetzes  172. 

Dichtigkeit  einer  einfach  unend- 
lichen  Kurvenschar  162, 

Differontialgloichungen  s.  unter 
gewShnlicher,  linearer  partieller  und 
RICCATI  scher  DifTerentialgleichung. 

Differential  in  varian  ten  bei  einer 
Kurve  in  der  Ebene  75  f,,  80f.,  84£,, 
91  f.,  278;  bei  einer  Kurve  im  Kauine 
269  f,,  275  £,  279  £ 

Differentialparameter  79  f. 

Differentialquotienten  siehe  Ab~ 
loitungen. 

Dipolare  Koordinaten  145. 

Doppelpunkt  111,  116f. 

Doppelverhfilltnis  von  vier  Gr<iBen 
291,  445  f.;  von  vier  Punkten  einer 
Geraden  446 f.;  von  vier  Strahlen 


oder  Ebenen  eines  Buscheis  452;  von 
zwei  Geraden  und  zwei  Minimal- 
geraden 454  f.;  von  vier  Losungen 
einer  RrccATischen  Differentialglei- 
chung  291  f.;  unverftndert  bei  Pro- 
jektion  451;  bei  perspektiver  Lage 
453;  aquianharmonisch  448;  harmo- 
nisch  294,  449,  453. 

Drehung  in  der  Ebene  16 f.,  78  und 
zwar  unen dlich  klein  um  den  Krtim- 
mungsmittelpunkt  49  f. ;  im  Raume 
272  f.;  innerhalb  der  Nonnalebenen 
einer  Kurve  402. 

D  r  e  i  k  a n  t  siehe  begleitendes  Dreikant. 

E 

Ebene  Kurve  siehe  Kurve  in  der 
Ebene;  aufgefaBt  als  Raumkurve  206, 
239  f.,  244,  246  f.,  277  f.,  300,  414  f., 
434,  437. 

Ebenenbuschel  377,  452  f. 

Eigentlicher  Scheitel  53. 

Eigentlicher  Wendepunkt  21* 

Einhullende  einer  Kurvenschar  in 
der  Ebene  57  f.,  insbesondere  einer 
Geradenschar  59  f.,  aiehe  auch  Evo- 
luten;  der  Kriimmungskreise  in  der 
Ebene  59,  188;  einer  Ebenenschar 
376  f.,  siehe  auch  Tangentenfliiche; 
der  Normalebenen  404  f.;  der  rektifi- 
Kierenden  Ebenen  415  f.,  421  f. 

Einsiedlorpunkt  111. 

Ellipse  127,  253;  ihre  natQrliehe  Glei- 
chung  90 f.;  siehe  auch  Kegelschnitte. 

Elliptische  Integrale  137  f. 

ElliptiseheKoordhiaten  148f,,175. 

Elliptische  Punkte  74. 

Entiernungen  iswischeu  awd  Ge- 
raden 367  f. 

Envelop pe  57,  gleichbcdeutend  init 
Einhiillendcr. 

Erste,  zweite  Krilmmung  286,  252. 

ErzeugewdeeinergeradUnigenFlStche 
366. 

Evolutea  in  der  Ebene  (J4f,,  92,  98 £, 
100,  102  f.,  374,  382,  414,  464,  und 
zwar  hdhere  '66 f.,  83,  insbeeondere 
beim  Kegelschnitte  71 1;  ixn  Rauine 
siehe  Filar-  und  Planevoluteo, 

Evolventeu  in  der  Kbene  64f.,  ina- 
besoiidere  des  Krei&es  101;  im  Raume 
siehe  Filar*  und  Planevolventen, 

Exzentrische  Anomalie  (8). 


Filarevoluten  395,  408 f,;  als 
datische  Ktirven  der  Pokrflache  412; 
als  GratUnien  414;  vou  ebenen  Kur- 
ven 41 4  f. 


476 


Sachrcgister. 


Filarevolventen  392f.,  insbesoudere 
von  Schraubealinien  395;  ihre  Polar- 
flache  415. 

Flache  189,  208,  306  f.;  der  Tan- 
genten  einer  Kurve  siehe  Tangenten- 
flache;  der  Hauptnormalen  einer 
Kurve  373,  415;  der  Binormalen 
einer  Kurve  374;  die  von  jeder  Tan- 
geatenebene  langs  einer  Geraden  be- 
ruhrt  wird,  376;  mit  nur  einfach  un- 
endlicher  Schar  von  Tangenten* 
ebenen  381,  386;  siehe  auch  ab- 
wickelbare  Flachen,  geradiinige 
Flache  und  Polarflache. ' 

Flachen  treue  A  bbil  dung  der  Ebene 
167  f. 

Flexion  (235). 

FRENETsche  Formeln  (236). 

Fundamentalformeln  der  nattir- 
lichen  G-eometrie  (94). 

Fun  dam  en  talgleic  h  ung  der 
Ebene  154,  156  f.,  389. 

Fundamentalgrofien  der  Ebene 
147  f.,  151  f.;  und  die  zwischen  ihnen 
bestehende  Bedingung  154;  und  die 
zugehorigen  Systeme  von  krumm- 
linigen  Koordinaten  151  f.;  zum  Aus- 
drucke  -innerer  Eigeuschaften  eines 
Netzes  158  f,;  bei  Isothermen  170 f.; 
bei  Kurvennetzen  ohnellmwege  184f. 

Funktionaldeterminante  120f. 

Funktionen  2  u.  f.;  unentwickelt  3, 
144;  unabhSngig  121;  komplexerVer- 
anderlicher  bei  Isothermen  176f.; 
linear  abhangig  248;  des  Ortes  in 
der  Ebene  119 f.,  181  f.,  188 f.;  der 
Absta'nde  von  festen  Punkten  126  f. 

G 

Gemeine  Schraubenlinien  210 f., 
217,  236  f.,  253  f.,  305,  348,  358  f., 
391,  395,  438;  die  eine  Kurve  osku- 
iieren,  254 f,,  und  dabei  dieselbe 
Torsion  haben,  262,  267  f.,  344,  394, 

Geodatische  Kurven  364;  von  Tan- 
gentenfla'chen  364;  einer  Polarflache 
412;  einer  rektifizierenden  Fla'che 
423  f. ;  von  Kegeln  420;  von  Zylindern 
426  f.,  463. 

Geraden  in  dejr  Ebene  5,  7;  als 
Kreise  oder  Kurven  von  der  Krum- 
mung  Null  43,  51,  89;  ihre  natur- 
liche  Gleichung  89;  als  Hilfskurven 
an  singularen  Stellen  117;  im  Eaume 
189  f.,  222,  253,  278;  siehe  auch 
Minimalgeraden. 

Geradenpaar  zirkular  13. 

GeradJinige    Flache    189,    36G  f,, 


374 f.;  auf  der  sich  unendlich  be- 
nachbarte  Erzeugende  schneiden, 
37 if.;  der  Tangenten  siehe  Tan- 
gentenflache;  der  Hauptnormalen 
373,  415;  der  Binormalen  374. 

Geschwindigkeit  der  Anderuug 
einer  Ortsfunktion  122f.,  126,  181. 

Gewohnliche  Differentialglei- 
chung  erster  Ordnung  128 f.: 
fur  die  Trajektorien  einer  Kurven- 
schar  in  der  Ebene  132  f. ;  fur  Kurven- 
netze  ohne  Umwege  182  f.;  siehe 
auch  KiccATische  Differentialglei- 
chung. 

Gitter  zur  Untersuchung  singularer 
Stellen  113f. 

Gleichungen  von  Kurven undFlachen 
siehe  analytische  Darstellung,  Para- 
meterdarstellung  und  natiirliche 
Gleichungen. 

Glockenkurve  44. 

Gratlinie  einer  Tangentenfla'che  362; 
einer  Boschungsflache  382 ;  derPolar- 
flache  405 f.;  der  rektifizierenden 
Flache  415  f, 

Grenzpunkte  bei  Kurvenscharen  in 
der  Ebene  57. 

Grenzwert  des  Verhaltnisses  des 
Bogens  zur  Sehne  11,  209. 

H 

Harmonisches  Doppelverhaltnis 

294,  449,  453. 
Hauptnormalen  223,  251;  von  geo- 

datischen  Kurven  426. 
Hilfskurven  bei  Untersuchung  sin- 
gularer Stellen  106f,,  112f,,  362. 
Hilfsveranderliche  2,  gleichbedeu- 

tend  mit  Parameter. 
Hohere  Evoluten  66  f.,  83. 
Hullkurve  57,  gleichbedeutend   mit 

Einhullender. 
Hyperbel   27,    127;   ihre  natiirliche 

Gleichung   91;    siehe   auch    Kegel- 

schnitte. 

Hyperboliscbe  Spirale  27. 
Hyperbolische  Punkte  74. 
Hyperboloid  189. 


Identische  Umformung  von  Sum- 
men  194. 

Imaginare  Gebilde  5f. 

Implizite  Funktionen  3,  gleichbe- 
deutend mit  unentwickelten  Funk- 
tionen. 
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Indikatrix  siehe  spharische  Indika- 

trix. 
Inflexionspunkt    und    -tangente 

20. 

Inhalt  einer  Netzmasche  165  f. 
Innere  Eigenschaften  einer  Kurve 

75,  86;  ernes  Kurvennetzes  158  f. 
Integrabilitatsfaktor  131. 
Integrale  130;  elliptische  137  f. 
Integralkurven  128f. 
Integration       der       natiirlichen 

Gleichungen  85 f.,  287  f.7  299  f. 
Integrationskonstante    130;     ins- 

besondere    bei    einer    RiccATischen 

Differentialgleichung  292. 
Invarianten  75,  siehe  auch  Differen- 

tialinvariauten. 
Irreduzible  algebraischeKurven 

109. 

Isolierte  Punkte  111,  117. 
Isometrische  Parameter  (173). 
Isotherrnennetze  171f.;  ausgedruckt 

mittels  Funktionen   komplexer  Ver- 

iinderlicher  176  f.;  von  Geraden  und 

Kreisen    174,     1 7  7  f. ;    von    Kegel- 

schnitten  175. 

K 

Kegel  189,373,  377,  881,  386  f.,  390; 
langentreu  auf  die  Ebene  abgebildet 
36  If.,  386  f.;  von  Minimalgeraden 
388 f.;  zweiten  Grades  311  f.;  siehe 
auch  KotationskegeL 

Kegelschnitte  dargestellt mittels  dea 
Tangentenwinkels  68;  ihre  natiirliche 
Gleichung  91;  eine  Kurve  in  der 
Ebene  oskulierend  45,  70 f.;  Kriim- 
mungsradien  ihrer  hoheren  Evoluten 
68;  bei  elliptischenKoordmatenl48f,, 
175;  konfokal  149,  175. 

Konchoide  117, 

Kongruenz  von  Kurven  in  der 
Ebene  17,  84 f.,  88 f.;  im  Raume 
279  ff,  283  f.,  285  f.,  297  f.;  insbeson- 
dere  von  Geraden  oder  Kreisen  89. 

Konoid  von  FLICKER  (260), 

Kontingenzwinkel  in  der  Ebene 
46,  247  und  zwar  bei  einer  beglei- 
tenden  Kurve  95;  im  Raume  235, 
247;  des  Ortea  der  Mitten  der  Schmie- 
gungskugeln  407, 

Konvexitiit  und  Konkavit&t  40. 

Koordinaten  I,  siehe  auch  Anderung 
des  Koordinatensystems;  krummlinig 
in  der  Ebene  145 f.,  151f.;  dipolar!45; 
elliptisch  148  £,  175;  Polarkoordi- 
naten  145,  147  f.;  gebildet  aus.den 
Abstaud«n  von  festen  Punkten  126  f, 


Ko sinus  einwertig  192;  des  Winkels 
zweier  Geraden  im  Raume  193;  siehe 
auch  Richtungskosinus. 

Kreis  8,  127,  143,  207,  210,  249,  253; 
als  Kurve  mit  lauter  Scheiteln  43; 
als  Kurve  konstanter  Krummuug  51, 
391;  seine  natiirliche  Gleichung  89; 
scnkrecht  zu  zwei  Kreisen  in  der 
Ebene  56;  siehe  auch  Knimmungs- 
kreis  und  Nullkreise. 

Kreisbuschel  56,  134. 

Kreisevolventen  101. 

Krummlinige  Koordinaten  in 
der  Ebene  145  f.;  zu  gegebenem 
Kurvennetze  150;  zu  gegebenem 
Quadrate  des  Bogenelements  151  f,; 
isothermisch  (173);  thermisch  173  f. 

Kriimmung  einer  ebenen  Kurve 
45  f.,  236,  246  f.;  als  Verliftltms  des 
Bogenelements  des  Bildkreises  zum 
Bogenelement  der  Kurve  51;  ihr 
Quadrat  als  Differential  invariante 
76£,  278;  ihr  Vorzeichen  46,  246 f,, 
(252);  konstant  oder  gleich  Null  51; 
mittlere  fur  ein  Kurvenstiick  46. 

Kriimmung  einer  Raumkurve 
235  f,,  250;  berechnet  bei  beliebiger 
Parameterd«rstellung  277;  ihr  Qua- 
drat ills  DifFerentialinvariaute  ii74f,; 
konstaut  siehe  Kurven  iiu  Raume 
mit  konstantor  Kriimmnng;  gleich 
Null  278;  bei  gemciner  Schrauben- 
linie  236;  als  Biegung  oder  Flexion 
bezeichnet  (235);  zweite  ^36, 

Kriimmungsachsen  320  f.,  404  £.5 
bei  ebener  Kurve  414. 

Kriimmungskreis  in  der  Ebene  39 f,, 
48 f.,  insbesondere  bei  Trajektorieix 
134,  eiehe  auch  Kurven  in  der  Bbene; 
im  Raume  252 f.,  319 £,  324,  siehe 
auch  Kurven  im  Raume. 

K  r  ii  m  in  u  11  g  s  m  a  B  gleichbedeutend 
mit  Kriimmuug. 

Krummungsmittelpunkt  in  der 
Ebene  und  jswar  ala  Bchnitt  unenci- 
lich  benachbarter  Normalen  49  und 
als  Drehungsmittelpunkt  50,  insbe- 
sondere von  hdheren  Evoluten  68  f. 
und  von  Keffelachnittexi  und  ihren 
h5heren  Evoluten  7t  £  Howie  von 
Trajektorien  188  f,;  im  Eaume  252, 
319,  insbesondere  bei  gemeineu 
Schraubenlinien  258* 

Kriimmung'aradius  in  der  Ebene 
48  f.  und  aiwai*  bei  fivoluten  66  L  «o* 
wie  bei  Netekurven  i<H>  siehe  auch 
Kurven  in  der  Ebene;  im  Raume 
(281),  252  und  zwar  bei  gemeinen 
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Sehraubenlinien  253  f. ,  siehe  auch 
Kurven  im  Raume. 

Kriimmungswinkel  (235). 

Kugel  313,  457;  die  eine  Kurve  osku- 
liert,  31 6  f.,  gleicbbedeutend  mit 
Sehmieguttgskugel;  als  Bildkugel 
326 f.;  siehe  aueh  Nullkugeln. 

Kugelkreis  unendlich  fern  457,  463. 

Kurve  in  der  Ebene  If.;  darge- 
stellt  mitt  els  der  Bogenlange  12,  35  £, 
39,  52;  dargestellt  mittels  des  Tan- 
gentenwinkeis  25  f.,  40,  51  f.,  59,  6Bf., 
und  zwar  insbesondere  die  hoheren 
Evoluten  68 f.;  begleitende  9 If.;  ge- 
geben  durcb  ihre  uatiirliche  Glei- 
chung,  siehe  natiirliche  Gleichungen; 
betrachtet  als  Kurve  im  Eaume  206, 
239  f.,  244,  246  f.,  277  f.,  300,  414  f., 
434,  437;  mit  gegebener  Kriimmung 
52;  mit  konstanter  Kriimmung  51, 
391;  mit  der  Kriimmung  Null  51; 
mit  konstantem  Produkte  von  Kriim- 
mungsradius  und  Normal er  135  f. 
und  zwar  ihre  verschiedenen  Typen 
141  f.;  mit  konstanter  Tangenten- 
lange  143;  die  ihrer  E  volute  kon- 
gruent  i?t,  102;  mit  der  Bogenla'nge 
Null  siehe  Minimalgeraden  in  der 
Ebene;  siehe  ferner  die  spezielleren 
Stichworte:  algebraische  ebene  Ekrr- 
ven,  CARTEsisches  Blatt,  CASsiNisehe 
Kurven,  Ellipse,  Evoluten  und  Evol- 
venten  in  der  Ebene,  Geraden, 
Glockenkurve ,  Hyperbel ,  Kegel- 
schnitte,  Konchoide,  Kreis,  Kreis- 
evokenten,  Kurvennetz,  lo^arithmi- 
sche  Spirale,  orthogonale  Trajekto- 
rien,  Orthogonalsystem,  oskulierende 
Kurven,  Parabel,  Parallelkurven,  Pa- 
rameterkurven  3  Quadratnetz,  Rhom- 
bennetz,  Schar  von  Kurven,  Sinus- 
kurve,  Stromlinien,  Tangentiale, 
Trajektorien. 

Kurven  im  Raume  189,  203 f.;  Be- 
rechnung  ihrer  Elemente  bei  belie- 
biger  Parameterdarstellung  227  f. ; 
projiziert  auf  die  Ebenen  ihres  be- 
gleitenden  Dreikanta  225  f,;  als 
Schnitt  zweier  Flachen  208;  bezeich- 
net  als  Kurve  doppelter  Kriimmung 
tJ05,  236;  geodatisch  auf  ihrer  rekti- 
fizierenden  Fiache  423;  gegeben 
durch  ihre  naturlichen  Gleichungen, 
siehe  naturliche  Gleichungen;  ge- 
geben durch  die  spharische  Indika- 
trLs  ihrer  Tangenten  327  f.  bzw. 
ihrer  Hauptnormalen  327  f. ,  330  f. 
bzw.  ihror  Binormalen  327  f,,  335  f.; 


gegeben  durch  das  Quadrat  der 
Kriimmung  und  die  Torsion  als 
Funktionen  der  Bogenlange  283  f., 
288 f.,  298 f.;  mit  gegebener  Polar- 
fla'cne  414  f.;  mit  gegebener  rektifi- 
zierender  Fiache  423 f,;  mit  der 
Bogenlange  Null  siehe  Minimalkurven 
ersrer  Ordnung;  in  Minimalebenen 
siehe  Minimalkurven  zweiter  Ord- 
nung; mit  konstanter  Kriimmung 
338,  341,  391,  407,  444  £.;  mit  der 
Kriimmung  Null  278 ;  mit  konstanter 
Torsion  339, 341,  437;  mit  der  Torsion 
Null  239,  241, 244, 277, 299  f. ;  mit  kou- 
stantem Verhaltnisse  von  Kriimmung 
und  Torsion  300 f,,  432  und  zwar  mit 
dem Verhaltnisse  ±^  303 f.,  426 f.;  mit 
konstaater  Summe  der  Quadrate  von 
Kriimmung  und  Torsion  340  f,;  mit 
linearer  Relation  zwischen  Kriim- 
mung und  Torsion  436  f. ;  von  kon- 
stanter Neigung  gegen  eine  Ebene 
301  f. ;  mit  lauter  parallelen  Schmie- 
gungsebenen  239f.;  deren  Haupt- 
normalen  einer  Ebene  parallel  sind, 
304,  432,  und  zwar  insbesondere 
einer  Minimalebene  431  f.;  deren 
Tangenten  von  einem  Punkte  kon- 
stanten  Abstand  haben,  420;  mit  kon- 
stantem  Verhaltnisse  der  Bogenlange 
zur  Bogenlange  einer  spharischen 
Indikatrix  341;  eben  206,  239 f.;  spha- 
risch  3 1 8  f. ;  mit  konstanter  Kriimmung 
und  konstanter  Torsion  304  f.,  437  f. 
und  zwar  insbesondere  mit  dem  Ver- 
ha'ltnisse  ±  i  aus  beiden  305  f.,  438 ; 
siehe  ferner  die  spezielleren  Stich- 
worte: BERTBAND  sche  Kurvenpaare, 
Filarevoluten  und  -evolventen,  ge- 
meine  Schraubenlinien,  geodfitische 
Kurven,  Gratlinie,  Kurvenpaare, 
kiirzeste  Linien,  Minimalkurven,  Ort, 
orthogonale  Trajektorien ,  oskulie- 
rende Kurven,  Parallelkurven,  Plan- 
evoluten  und  -evolventen,  Schrauben* 
linien,  spharische  Indikatrix. 

Kurveu  doppelter  Kriimmung 
205,  236. 

Kuryennetz  in  der  Ebene  143  ft, 
158  f.;  orthogonal  148;  mit  unend- 
lich kleinen  Rhomben  164;  mit  un- 
endlich kleinen  Quadraten  165;  iso- 
therm 171  f.;  ohne  Umwege  181  f.; 
mit  gegebener  Schar  von  oo2  Krtim- 
munggkreisen  187  f. 

Kurvenpaare  mit  denselben  Tan- 
genten433  bzw.  Hauptnormalen434f., 
438  f.,  443  f.  bzw.  Binormalen  433  £ 
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Kurvenschar  in  der  Ebene  siehe 

Schar  von  Kurven. 
Kurzeste  Linien  364. 


Langentreue  Abbildung  von  F1&- 

chen  354  f.,  382  f.,  387  f,7  390,  427  f. 
Linear    abha'ngige    Funktionen 

248. 
Lineare    partielle   Differential- 

gleichung  fiir  die  Integrate  einer 

gewohnlichen     Differentialgleicbung 

130. 
Lineare  Relation  zwischen 

Rrummung  und  Torsion  436  f. 
Linear  gebrochene  Funktion  446. 
Linie  17  gleichbedeutend  mit  Kurve. 
Linienelement  127, 
Links-  und  rechtsgewunden  siehe 

Windung. 

Logaritlimische  Spirale  103. 
Losungen  von  Differentialglei- 

chungen  128f.;  von  besonderer  Art 

291  f,,  H98f.,  401. 

M 

Magische  Gleichung  der  Tan- 
gen  te  (59). 

Maschen  eines  ubenen  Kurven 
netzen  1,62  f.;  ihr  Inhalt  165  f.;  als 
uuendlich  kleine  Jfthomben  164;  als 
unendlich  kleine  Quadrate  165, 170f,; 
bei  Jsotherrnennetzen  170f.;  bei  Kur- 
vennetr-en  ohne  Umwege  183  f. 

M  a  x  i  rn  a  u  n  d  M  i  u  i  m  a  dc;r  Kr Qmmung 
ebener  Kurvcn  53;  der  (roscbwindig- 
keit  der  Anderung  einer  Ortsfunk- 
tion  mf, 

Mechanische  Erzeuguiig  der  Evol- 
vcntcn  GBf.;  d»»,r  Filarevolventen 
:Jd2f.;  der  Parallelkurven  4042;  der 
Planevolventen  396,  414, 

Mehrfacher  Kurvenpunkt  111, 

Methode  des  analytiachcn  Drei- 
ecks  115  f. 

JVIinimalebenen  231,  243  f.T  3891, 
431  f.,  462  f.,  464, 

Minimal  gem  den  in  der  Ebene  13, 
15,  89  und  z war  als  Tangenten  24; 
imRaumel91,  103  f,,  201,  209,  244, 
4584',,  464  und  zwar  als  Kurven- 
tangenten  219, 

Miuimalkurven  erster  Ordnung  209, 
242  f,,  245  f.,  270,  426  f.,  457  I  und 
zwar  als  geocliitischc  Kurven  von 
Zylinderu  463;  insbesondere  eben 


243 f.;  zweiter  Ordnung  242 f.,  245  f., 
270,  464. 

Minimalpunkte  in  der  Ebene  24, 
43,  47,  126;  erster  Ordnung  im 
Raume  209,  219,  231;  zweiter  Ord- 
nung im  Raume  231. 

Mittlere  Kriimmung  eines  ebenen 
Kurvenbogens  46. 

Multiplikator  131. 

K 

Naturliche  Greometrie  (92). 

Natiirliche  Grleichungen  ebener 
Kurven  86 f.,  9 If.  und  zwar  der 
Evoluten  98,  der  Parallelkurven  99, 
der  Tangentialen  99,  von  begleiten- 
den  Kurven  uberhaupt  92  f.,  97  f., 
von  Ellipsen  90  f.,  von  Kegelschnitteu 
91,  von  Kreisevolventen  101 5  von 
Raumkurven  280  f.,  286  f. 

Netz  von  Kurven  siehe  Kurvennetz, 

Neue  Parameter  6f.,  204. 

Neue  rechtwinklige  Koordiua- 
ten  in  der  Ebene  13  £5  im  Eaume 
194  f. 

Normalebenen  219,  222,  320  f, 

Normal  en  einer  Kurve  in  der  Ebeue 
24;  einer  Kurve  im  Raume  228,  404 f.; 
einer  Fl&che  311;  einer  Tangentcu- 
flache  426. 

Normalcnebene^l  9,  gleichbedeutend 
mit  Normalebeno. 

Normal  en  win  kel  in  der  Ebene  iM, 

Nuilkreise  13,  89,  246, 

Nullkngeln  454 f. 


Ordnung  einer  Berilhrung  27  f,,  33  f,, 
214 f.,  aOBf.;  einer  IMcretttmlin- 
variauto  80y  *27ii. 

Orientierung  de»  Achncnkrouzos  im 
Kaumo  195;  von  Geraden  im  Kauine 
191;  von  Hauptnormalen  22B,  2JH, 
251;  v<m  Kurven  und  Taugcntcn  in 
der  Ebene  23  f. ;  von  Kurven  und 
Tangenten  im  Kaunie  20ft;  von  Kur- 
venscharen  in  der  Ebene  124  fl 

Ort  der  Knimmungsachsen  404  £;  der 
Mitten  der  KrUmmungskrciae  60f*? 
407,  415,  siehe  aucli  Evoluto;  der 
Mitten  der  Sohmiegungskugoln  397, 
400,  402,  405  f.  und  zwar  msfcesHm- 
tlere  bei  Kurveu  konstanter  KrUm- 
mung  407^  444 f,;  ernes  Punktes  <I©r 
Nonnalebene  404. 

Orthogonale  Trajektorien  einer 
Kurvenschftr  in  der  Ebone  138  wud 
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zwar  von  spezieller  Art  135f.;  der 
Tangenten  einer  Kurve  in  der  Ebene 
62  f.;  der  Tangenten  einer  Raum- 
kurve  392 f.,  413 f.;  der  Normal- 
ebenen  400;  der  Schmiegungsebenen 
396  f. 

Orthogonal  it  at  eines  Kurvennetzes 
148;  der  Diagonalen  eines  Kurven- 
netzes 164;  der  Parameterlinien  in 
der  Ebene  148. 

Orthogonalsystem  in  der  Ebene 
14Sf.;  von  G-eraden  und  Kreisen  174, 
177  f. ;  von  konfokalen  Kegelschnitten 
149,  175. 

Oskulation  38,  45,  219. 

Oskulationsebene  222,  gleichbe- 
deutend  mit  Sehmiegungsebene. 

Oskulationskreis  252,  gleichbedeu- 
tend  mit  Krummungskreis. 

Oskulationskugel  317,  gleichbedeu- 
tend  mit  Schmiegtmgskugel. 

Oskulierende  Kurven  45,  219; 
Kegelschnitte  45,  70 f.;  die  gemeine 
Schraubenlinien  sind,  254  f,,  und  zwar 
insbesondere  mit  libereinstimmender 
Torsion  262,  267  f,  344. 

Oskulierende  Rotationskegel 
344 f,  348,  394. 


Parabel  als  Hilfskurve  116,  119;  ihre 
natiirliche  Gleichung  91. 

Parabolische  Punkte  74. 

Paraboloid  189. 

Parallelkurven  in  der  Ebene  62, 
64,  437,  als  begleitende  Kurven  auf- 
gefafit  93,  99 f.,  der  Evolute  100, 
einer  besonderen  begleitenden  Kurve 
101;  im  Raume  40 If.;  von  Schrauben- 
linien  404. 

Parallelogramm  unendlichklein!64. 

Parameter  zur  Darstellung  von  Kur- 
ven in  der  Ebene  2,  6  bzw.  im 
Raume  203;  neu  6,  204;  gleichbe- 
deutend  mit  krummlinigen  Koordi- 
naten  siehe  krummlinige  Koordinaten 
in  der  Ebene. 

Parameterdarstellung  von  Kurven 
in  der  Ebene  2f.,  7  und  zwar  ins- 
besondere mittels  der  Bogenlange 
llf.,  34  f.  oder  des  Tangentenwin- 

f  kels  25 ;  von  Kurven  im  Raume  203  f. ; 
von  Geradeu  im  Raume  190,  204. 
Parameterkurven    in    der    Ebene 

U5f. 

Partielle  Differ  en  tialgleic  hung 
fur  die  Integrale  einer  gewohnlichen 
Differentialgleichung  130  f. 


Perspektive  Lage  453. 

Planevoluten  396f. 

Planevolventen  396f.,  414. 

PLucKEBSches  Konoid  (260). 

Polare  320,  gleichbedeutend  mit 
Krummungsachse. 

Polarebenen  bei  einer  Nullkugel 
456  f. 

Polarflache  405f.^  abgewickelt411f.; 
bei  ebener  Kurve  414;  einer  Filar- 
evolvente  415. 

Polar gerade  320,  gleichbedeutend 
mit  Krummungsachse. 

Polarkoordinaten  145,  147  f. 

Polygon  statt  einer  Kurve  224,  324f., 
355 f.,  395  f.,  410f. 

Projection  einer  Kurve  auf  die 
Ebenen  des  begleitenden  Dreikants 
225 f.;  eines  geschlossenen  Polygons 
auf  eine  Gerade  14;  einer  Strecke 
aufdieAchsen  30;  einer  Schrauben- 
linie  382;  einer  gemeinen  Schrauben- 
linie  (254);  einer  Minimalkurve  erster 
Ordnung  463  f. 

Projektive  Geometric  445. 

Punktreihe  452. 


Quadrat  unendlich  klein  165,  170. 
Quadratnetz  in  der  Ebene   165,  170, 
gleichbedeutend  mit  Isotherm ennetz. 


Radius  der  Kriimmung  siehe  Kriim- 
mungsradius ;  der  ersten  und  zweiten 
Kriimmung  252;  der  Schmiegungs- 
kugel  317,  326. 

Raumkurve  siehe  Kurven  im  Raume. 

Rechteck  unendlich  klein  165. 

Rechtecksnetz  in  der  Ebene  148, 165. 

Rechts-  und  linksgewunden  siehe 
Windung. 

Re  gel  f  lac  he  188, 36  6,  gleichbedeutend 
mit  ^eradliniger  Flache. 

Rektifizierende  Ebenen415f.,  419; 
geodatischer  Kurven  von  Kegeln  420. 

Rektifizierende  Flache  423f.; 
einer  geodatiachen  Kurve  einer  Tan- 
gentenflache  423  f. 

Rhombennetz  in  der  Ebene  164, 

Rhombus  unendlich  klein  164. 

RiccATische  Dif f erentia^lei- 
chung  291  f.;  fur  die  Bestimmung 
von  Raumkurven  aus  iuren  natiir- 
lichen  Gleichungen  291  f.,  298 f.;  von 
spezielier  Art  409. 

Richtungskoeffizient  18. 
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Richtungskosinus  einer  Geraden 
191  f.,  204;  eines Achsenkreuzes  194f.; 
der  Tangente  21 6  f.,  229;  der  Haupt- 
norinalen  224,  230;  der  Binormalen 
224,  229;  des  begleitenden  Dreikants 
differenziert  nach  der  BogcnlSnge 
232  f. 

RingflSche  312f. 

Rol  Ten  einer  Geraden  auf  einer  Kurve 
63  f.,  393;  einer  Ebene  auf  einer  Kurve 
39$. 

Rotationskegel  345;  in  der  Spitze 
eine  Kurve  oskulierend  344 f.,  348; 
von  dem  drei  Manteliinien  drei  un- 
endlich benachbarten  Kurventangen- 
ten  parallel  sind,  341  f.,  348,  394;  der 
drei  unendlich  benachbarte  Schmie- 

fungsebenen  beriihrt,  344;  der  die 
chmiegangskugel  langs  des  Kriim- 
mungskreises  beruhrt,  349  f. 
Riickkehrkurve362,gieichbedeutend 

mit  Gratlinie. 

Riickkehrpunkt  108,  gleichbedeu- 
tend  mit  Spitze. 

8 

Schar  von  Kurven  in  der  Ebene  45, 
insbesondere  einfach  unendlich  53£, 
119f.,  127f.,  132f.,  sieheauchKurven- 
netze;  von  Kreisen  in  der  Ebene 
zweifach  unendlich  187  f. ;  von  Ebenen 
einfach  unendlich  376  f. 

Scheit«l  einer  ebenen  Kurve  42,  53; 
eines  Kurvenbiisehels  55. 

Sehiebung  in  der.  Ebene  10,  77;  im 
Raume  199,  201,  272. 

SchmiegUBg  (235), 

Schmiegungsebene  222f.,  226 f.,  315 
und  2 war  insbesondere  eine  Minimal- 
ebene  231;  als  Tangentenebene  der 
Tangentenfliiehe  376;  einer  Minimal* 
kurve  erster  Ordnung  46 If. 

Schmiegungskreis  252,  gleichbc- 
deutend  mit  Krttmmungekreis, 

Schmiegungakugel  317£,  319f,, 
322f.;  ihr  Mittelpunkt  319,  821  f. 

Schnabelspitjse  107. 

Schneid«n  von  Geraden  867;  ins- 
besondere von  unendlich  benach- 
barten 867,  369  f. 

SchraubenhShe  211. 

Schraubenlinien  auf  Rotations- 
ssylmdem  siehe  gemeine  Schrauben- 
linien;  allgemein  ^01  £,  304,  848, 382, 
395, 404, 415, 419,  426, 482,  487,  (438), 
463* 

Schraubung  201  £;  stetig  266;  des 
begleitenden  Dreikants  262  f. 

,  Diflf,  I,   3,  Au8, 


Sekante  18. 

Selbstberiihrungspunkt  111,  119. 

Senkrechtstehen  von  Geraden  und 
Ebenen  457. 

SEREETSche  Form  el  n  (236). 

Singulare  Stellen  ebener  Kurven 
4f.,  43,  47,  104f.,  109,  lllf.,  aber  nur 
scheinbar  105;  von  Evolventen  63, 
1  08  ;  von  algebraischen  ebenen  Kurven 
109f.,  116f.;  von  Raumkurven  206, 
208f.,  219;  von  Flachen  309f.  und 
zwar  insbesondere  von  RLngfl&chen 
313  f. 

Sinuakurve  43,  212,  (254),  259. 

Spharische  Abbildung  von 
Kurven  326f.,  338f. 

Spharische  Indikatrix  der  Tan- 
genten  327f.,  338,  340f.;  der  Haupt- 
normalen  32Tf,,  330f,,  341;  der  Bi- 
normalen 327  f.,  335  f.,  339  f.,  440  f. 

SphS.rische  Kurven  318f. 

Spiegelung  21. 

Spitze  107,  111,  118. 

Stationare  Stromung  in  der  Ebene 
128. 

Steigwinkel  einer  Schraubenlihie213, 

Strahlenbuschcl  452f. 

Strahlenkomplex  190. 

Strahlenkongruenz  oder  Strah- 
lensystem  190. 

Stromlinien  128. 

Surnmenzeichen  $  228  f. 

Symmetriegerade  einer  Kurve  in 
der  Ebene  42. 

Symmetrie  in  der  Ebene  278. 

T 

Tangente  n  von  Kurven  in  der  Ebene 
181.,  21  f.,  32  und  zwar  insbesondere 
von  singuMren  Stellen  106;  von 
Raumkurven  216  f.,  220,  222,  815  und 
zwar  insbesondere  Minimalgeraden 
219;  von  Flachen  310f.,  314  und  zwar 
insbesowdere  von  singularen  Stellen 


Tangentenebene  810f*,  314;  einer 
geradlinigen  Flache  875;  einer  Null- 
kugel  462. 

Tangentenfiache  851£,  872f»,  376, 
980  f,,  386  f.,  414;  abgewickelt  auf  die 
Ebene  355  f.,  868f,,  890f.;  iangentreu 
auf  eine  anaere  oder  auf  die  Ebene 
abgebildet  854  £;  ihre  geodatischen 
Kurven  420£;  einer  allgcmeinen 
Sehraubenlinie  8S2;  einer  gemeinen 
8ehraubenlmie858£x891  ;  einer  Kurve 
konatanter  Krumnaung  891;  einer 
Mmimalkurve  erater  Omnung  887  f., 

at 
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463  f.;  siehe  auchKegel  und  Zylinder 

als  Spezialfalle. 
Tangenteakegel  312f.?  314. 
Tangenteawinkel    ebener    Kur?en 

23,  59,  79;  bei  einfaeh -unendlicher 

Kurvenschar  124. 
Tangentiaie  99. 
Tangentialebene  310,  gleiehbedeu- 

tend  mit  Tangentenebene. 
Thermische  Parameter  173f. 
Traktris  143. 
Trajektorien  einer  Kurvenschar  in 

der  Ebene  13  2  f.  und  zwar  von  spe- 

zieller  Art  185f.;  siehe   auch  ortho- 

gonale  TrajektorieB. 
Torsion   235f.;  ihr  Vorzeichen   268; 

als  Differentialinvariante   274 f.;   be- 

reehnet    bei    beliebiger    Parameter- 

darstellung  277,   als   sweite  Krum- 

mung  236;   konstant  239,  241,  437; 

gleich  Kuli  239,  241,  244,  277,  299 f.; 

bei  gemeinen  Sehraubenlinien  236. 
Torsionsradius  252. 
Torsionswinkel  235;  des  Ortes  der 

Mitten   der  Schmiegungskugeln  407. 

U 

Umhiillende  57,  gleichbedeutend  mit 

Einhullender. 
Umleguag  247,  278. 
UnabhangigkeitvonFunktionenlSl. 
Unendlich  feme  Ebene  457,  463. 
Unendlich  kleine  Bewegung  des 

begleitenden  Dreikants  264  f. 
Unendlich    kl«ine    Parallelo- 

gramme,  Rechtecke,   Bhombeu 

und  Quadrate  164f.>  170. 
UnentTvickeiteFunktionen  3,  144. 


Verbiegung  358,  gleichbedeutend  mit 

Bieguug. 
Vollstandiges  Differential  durch 

Bestimmun^:  eines  Multiplikators  131 ; 

einer  Ortsfunktion   122,  182. 
Vorzeichen     der    Krummung     einer 

ebenenKurve  48,  50,  247;  der  Krum- 

mung  einer  Raumkurve  231,  247;  der 

Torsion  268. 

W 

Wahrscheinlichkeitskurvc  44. 

Wendepunkt  und  -tangente  20, 
32 f.,  37,  43,  47;  verallgemeinert  217. 

Windung  einer  Kaumkurve  (235),  268; 
einer  allgemeinen  Schraubenlinie 
(303);  einer  gemeinen  Schraubenlinie 
213,  268;  einer  Filarevolvente  395. 

Wink  el  zweier  Geradou  193;  aus- 
gedriickt  durch  ein  Doppelverhiiltms 
456;  zweier  unendlich  benachbarter 
Geraden  193. 

Winkeltreue  bei  iSngentreuer  Ab- 
bildung  einer  FlSLche  363  f. 

WnoNSKische  Determinante  (248). 

Z 

Zeichnen  von  Kurvcn  48. 

Zirkulares  Oeradenpaar  18. 

Zweite  Kriimxnung  236,  25*2, 

Zy Under  189,  205,  801  f.,  373,  877, 
381,  386  f.,  390;  abgewickelt  auf  die 
Ebene  365 f.,  386 f.;  als  PoIarlUiche 
einer  ebenenKurve  414;  vonMirumai- 
g«raden  3891:.,  427  f, 

Zylindroid  260 f. 
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